
Ìàòðè÷íûå èíòåãðàëû

Àííîòàöèÿ

Â äàííûõ çàïèñêàõ ïðåäñòàâëåíà âûæèìêà èç òåêñòà [1], èìåþùàÿ íåêîòîðîå îòíî-
øåíèå ê êóðñó ïî �ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì�.

1 Ìåðû è ìàòðè÷íûå èíòåãðàëû

• Ìåðû íà ñëó÷àéíûõ ìàòðèöàõ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî �äâèæåíèÿ� - ò.å. äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö;

• Ýðìèòîâû ìàòðèöû HN ∋ Φ, ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå ãðóïïû Φ 7→ U †ΦU , U ∈
U(N). Âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ M 7→ OTMO, O ∈ O(N) äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö,
êîìïëåêñèôèêàöèÿ U(N) äî GL(N,C), íî ýðìèòîâû ìàòðèöû - íàèáîëåå ïðîñòîé è
åñòåñòâåííûé ïðèìåð ñ òî÷êè çðåíèÿ (íóëüìåðíîé) êàëèáðîâî÷íîé �òåîðèè ïîëÿ�;

• Äëÿ ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ - åäèíñòâåííûé(?) âîçìîæíûé
âàðèàíò ýòî ãàóññîâà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ èíâàðèàíòíîé ãàóññîâîé ìåðû ìîæíî íàïèñàòü

dµ(Φ) = C
∏

dΦij exp
(
−βTrΦ2

)
(1.1)

à â êà÷åñòâå åå ïðîñòåéøåãî èíâàðèàíòíîãî îáîáùåíèÿ

dµW (Φ) = C
∏

dΦij exp (−βTrW (Φ)) (1.2)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè (ïî êðàéíåé ìåðå ïîëèíîìà)

W (Φ) =
∑
k>0

tkΦ
k

(1.3)

Ïðè ýòîì óäîáíî íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó C = CN âûáèðàòü çàâèñÿùèì îò N (íî íå
îò ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà!) ñïîñîáîì, à òàêæå èíîãäà ñ÷èòàòü çàâèñÿùèìè îò ðàçìåðà N
ñàìè ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà (îñîáåííî ïðè èçó÷åíèÿ ïðåäåëà áîëüøèõ ìàòðèö N → ∞).
Òàêæå îñìûñëåííî èçó÷àòü êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë ~ → 0, ïîëîæèâ β = 1/~.

Íàèáîëåå ïðîñòî ïðè ýòîì èçó÷àòü ñðåäíèå è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïî èíâàðèàíò-
íûì ìåðàì òàêæå îò èíâàðèàíòíûõ �îïåðàòîðîâ� - ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö

HN = U(N)/U(1)N × RN/SN (1.4)
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ñêàæåì ëþáûõ ôóíêöèé îò ñëåäîâ TrΦn, à òàêæå íàïðèìåð P (x) = ⟨det(x − Φ)⟩ èëè ðå-
çîëüâåíòó G(x) = ⟨Tr 1

x−Φ
⟩ â ñìûñëå (⟨1⟩ = Z) ìàòðè÷íîãî èíòåãðàëà [2]

Z =

∫
dΦe−

1
~TrW (Φ) (1.5)

ãäå Φ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé ðàçìåðà N ×N , è ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

dΦ =
1

VN

∏
dΦij (1.6)

ãäå íîðìèðîâî÷íûé ôàêòîð VN ñîäåðæèò îáúåì îðáèòû óíèòàðíîé ãðóïïû U(N)/U(1)N (ñ
òî÷íîñòüþ äî ôàêòîðîâ òèïà N !, îòâåòñòâåííûõ çà ïåðåñòàíîâêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé).

Äëÿ ìàòðèö êîíå÷íîãî ðàçìåðà N × N ýòà ñòàòñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî N2-
êðàòíûé èíòåãðàë, êîòîðûé, òåì íå ìåíåå, îáëàäàåò ïðàêòè÷åñêè âñåìè èçâåñòíûìè íåòðè-
âèàëüíûìè ñâîéñòâàìè êîíòèíóàëüíûõ èíòåãðàëîâ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Èíòåãðèðîâà-
íèå ïî ìåðå (1.2) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê∫ ∏

dΦij =
N∏
i=1

∫
R
dΦii

∏
i<j

∫
C
d2Φij (1.7)

ãäå d2Φij = dReΦij ∧ dImΦij ∼ dΦij ∧ dΦji ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñòàíäàðòíóþ ìåðó íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ñèëó Φji = Φij. Äëÿ ãàóññîâà âåñà (1.1) ñ

TrΦ2 =
∑
i

Φ2
ii + 2

∑
i<j

|Φij|2 (1.8)

ýòî ïðèâîäèò ê î÷åâèäíîé ôîðìóëå �íåçàâèñèìîñòè êîððåëÿöèé� ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ∫
dµ(Φ)ΦijΦkl ∼

∫
dΦexp

(
−βTrΦ2

)
ΦijΦkl ∼ δilδjk (1.9)

÷òî óæå ñîâåðøåííî íå òàê äëÿ ïîòåíöèàëà (1.3) îáùåãî âèäà. Îäíàêî è ìåðà â ìàòðè÷-
íîì èíòåãðàëå îáùåãî âèäà (1.5) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ìåðå íà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ
ìàòðèöû Φ.

Èñïîëüçóÿ êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü Φ → U †ΦU ïîòåíöèàëà (1.3) îáùåãî âèäà,
ôîðìóëà (1.5) ìîäåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå èíòåãðàëà òîëüêî ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

(ïîëîæèì ïîêà ~ = 1), ò.å. ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû ñòàòñóììà
(1.5) ðàâíà Z = τN(t), ãäå

τN(t) =
1

N !

∫ N∏
i=1

(
dϕie

−W (ϕi)
)
∆2(ϕ) (1.10)

2



è
∆(ϕ) =

∏
i<j

(ϕi − ϕj) = det
ij

∥ϕj−1
i ∥ (1.11)

îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü âàí-äåð-Ìîíäà.

×òîáû ïðîâåðèòü ôîðìóëó (1.10), ñëåäóåò ïðèìåíèòü êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå,
êîòîðîå ïîçâîëÿåò äèàãîíàëèçîâàòü ìàòðèöó Φ çàìåíîé Φ = U †ϕU , ãäå U ∈ U(N)/U(1)N

ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé "îðáèòå"óíèòàðíîé ãðóïïû U(N) à ϕ = diag(ϕ1, . . . , ϕN) ÿâîÿåòñÿ
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Êâàäðàò îïðåäåëèòåëÿ âàí-äåð-Ìîíäà âîçíèêàåò â ìåðå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â ôîðìóëå (1.10) êàê ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ

δΦij|Φ=ϕ =
(
U †ϕU − ϕ

)
ij

=
U=exp(iδΩ)

−i[δΩ,ϕ]ij = −iδΩij(ϕi − ϕj) (1.12)

Òåïåðü íîðìèðîâíà ñòàíîâèòñÿ åñòåñòâåííîé - ïîñëå ðàçäåëåíèÿ �ôèçè÷åñêèõ� è �êàëèáðî-
âî÷íûõ� ñòåïåíåé ñâîáîäû ïóòåì äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû Φ óíèòàðíûì êàëèáðîâî÷íûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Φ = U †ϕU , ãäå ϕ äèàãîíàëüíà. Îáúåì îðáèòû U(N)/U(1)N ïîñëå ýòî-
ãî ñîêðàùàåòñÿ èç çíàìåíàòåëÿ ïîñëå òðèâèàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êàëèáðîâî÷íûì
ñòåïåíÿì ñâîáîäû.

Ïðèìåð: ãàóññîâ ñëó÷àé

Äëÿ ïîòåíöèàëà W (Φ) = 1
2
Φ2 − t1Φ èíòåãðàë (1.5) ìîäåò áûòü âû÷èñëåí íåìåäëåííî:

Zgauss =

∫
dΦe−

1
~Tr(

1
2
Φ2−t1Φ) =

Φ→t1+Φ
e

Nt21
2~

∫
dΦe−

1
2~TrΦ

2

= CNe
Nt21
2~ (2π~)

N2

2 (1.13)

ãäå CN = 1
VN
. Çàâèñèìîñòü îò N îáúåìà óíèòàðíîé ãðóïïû îáåñïå÷èâàåò äëÿ ñòàòñóììû

(1.13) òî, ÷òî è ïðîèçâîäíàÿ
∂2

∂t21
logZgauss(N) =

N

~
(1.14)

è îòíîøåíèå
Zgauss(N + 1)Zgauss(N − 1)

Zgauss(N)2
= 2π~

CN+1CN−1

C2
N

(1.15)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ðàçìåðà ìàòðèöû N . Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ íîðìèðîâ-
êó

VN =
(2π)N(N+1)/2∏N−1

k=1 k!

1

(2π)N
=

(2π)N(N−1)/2∏N−1
k=1 k!

,

CN+1CN−1

C2
N

=
N

2π

(1.16)

ïîëó÷àåì, ÷òî

~2
∂2

∂t21
logZgauss(N) =

Zgauss(N + 1)Zgauss(N − 1)

Zgauss(N)2
(1.17)

Ýòî ïåðâîå óêàçàíèå íà ïîÿâëåíèå óðàâíåíèé öåïî÷êè Òîäû [3] â êîíòåêñòå ìàòðè÷íûõ
ìîäåëåé.
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2 Ìàòðè÷íûå àíñàìáëè è öåïî÷êà Òîäû

Íà÷íåì ñ õîðîøî èçâåñòíîãî è øèðîêî èñïîëüçóåìîãî óòâåðæäåíèÿ ðàáîòû [3], çàêëþ÷à-
þùååñÿ â òîì, ÷òî ñòàòñóììû (èëè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè) ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèÿì èåðàðõèè Òîäû, èëè, áîëåå êîíêðåòíî, ÷òî íåêîòîðûå èíòåãðàëû ïî
ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïðåäåëåííûå òàó-ôóíêöèè èåðàðõèè öåïî÷êè
Òîäû. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
ÿì (1.10) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Îïðåäåëèòåëü âàí-äåð-Ìîíäà (1.11)
ìîæíî ýêâèâàëåíòíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∆(ϕ) = det
ij

∥ϕj−1
i ∥ = det

ij
∥Pj−1(ϕi)∥ (2.1)

ñ ëþáûìè ïîëèíîìàìè, íîðìèðîâàííûìè íà åäèíè÷íûé êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïå-
íè

Pk(ϕ) = ϕk +O(ϕk−1) (2.2)

è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîãî èíòåãðàëà (1.10) óäîáíî âûáðàòü â êà÷åñòâå Pj(ϕ) îðòîãî-
íàëüíûå ïîëèíîìû ñ âåñîì, îïðåäåëÿåìûì ïîòåíöèàëîì ìàòðè÷íîé ìîäåëè W (Φ)

⟨i|j⟩ ≡
∫

dϕe−W (ϕ)Pi(ϕ)Pj(ϕ) = δije
qi(t) (2.3)

Ïîäñòàâèì îïðåäåëèòåëü âàí-äåð-Ìîíäà, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå (2.1), ñ ïîëèíîìàìè óäî-
âëåòâîðÿþùèìè (2.3), â ôîðìóëó (1.10). Ðàñêðûâàÿ äåòåðìèíàíò è èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëü-
íîñòü ïîëèíîìîâ (2.3), ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ (1.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

τN(t) =
N−1∏
i=0

eqi(t) (2.4)

ïðîèçâåäåíèÿ íîðì ïîëèíîìîâ (2.3). Íà ñàìîì äåëå ýòî ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìàòðè÷íîé ìîäåëè (1.5), (1.10), ïîñêîëüêó îíà èìååò âèä äåòåðìè-
íàíòà îïåðàòîðà, ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿùåãî îò âðåìåí èëè ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà (1.3),
ÿâëÿåòñÿ òàó-ôóíêöèåé èåðàðõèè Òîäû è óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì ïî ýòèì âðåìåíàì.

×òîáû âûâåñòè ýòè óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðèì îïåðàòîð

ϕPi(ϕ) = Pi+1(ϕ)− pi(t)Pi(ϕ) +Ri(t)Pi−1(ϕ) = (LP (ϕ))i (2.5)

ãäå ìû ââåëè îïåðàòîð Ëàêñà öåïî÷êè Òîäû [3], êîòîðûé â áàçèñå îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíî-
ìîâ (2.3) èìååò îáû÷íûé âèä òðèëèíåéíîé (ïî÷åìó?) ìàòðèöû (LP (ϕ))i = LijPj(ϕ). Ïåðâîå
óðàâíåíèå èç ñåðèè óðàâíåíèé Ëàêñà ∂tkL =

[
L,R ◦ Lk

]
, ïðè k = 1

∂2qi
∂t21

= eqi+1−qi − eqi−qi−1 (2.6)
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íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷à-
ñòèö, (ñ êîîðäèíàòàìè qi è èìïóëüñàìè pi), èëè ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ èåðàðõèè öåïî÷êè
Òîäû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (2.3), (2.5) ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ôóíêöèÿìè qi(t) è ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè Ri(t) è pi(t) îïåðàòîðà Ëàêñà. Ñíà÷àëà

⟨i|ϕ|i− 1⟩ = eqi(t) = Ri(t)e
qi−1(t) (2.7)

ïðèâîäèò ê
Ri(t) = eqi(t)−qi−1(t) (2.8)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.3) ïðè i = j, ïîëó÷èì

∂

∂t1
⟨i|i⟩ = eqi

∂qi
∂t1

=

∫
dϕe−

∑
tkϕ

k

(
−ϕP 2

i + 2Pi
∂Pi

∂t1

)
= pie

qi (2.9)

ãäå âòîðîé ÷ëåí â ñêîáêàõ ïðîïàäàåò áëàãîäàðÿ óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè è óñëîâèþ (2.2).
Äàëåå, èç ôîðìóëû (2.9) ñëåäóåò, ÷òî

pi(t) =
∂qi(t)

∂t1
(2.10)

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî èìïóëüñîì i-é òîäîâñêîé ÷àñòèöû ñ êîîðäèíàòîé qi(t). Äèôôåðåíöèðóÿ
òåïåðü (2.3) ïðè i > j, ïîëó÷àåì

0 =

∫
dϕe−

∑
tkϕ

k

(
−ϕPiPj + Pj

∂Pi

∂t1

)
(2.11)

è èñïîëüçóÿ (2.3) ïðè ñðàâíåíèè ýòîé ôîðìóëû ïðè j ≤ i− 1 ñ ôîðìóëîé (2.5), èìååì

∂Pi

∂t1
= RiPi−1 (2.12)

Íàêîíåö, ìû ãîòîâû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ñîîòíîøåíèå (2.5):

ϕ
∂Pi

∂t1
=

∂Pi+1

∂t1
− ∂pi

∂t1
Pi +O(ϕi−1) (2.13)

Óìíîæàÿ (2.13) íà Pi, èíòåãðèðóÿ è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.3) è (2.12), ìû íàêîíåö
ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂pi
∂t1

= Ri+1 −Ri (2.14)

êîòîðîå, èñïîëüçóÿ (2.10) è (2.8), ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåïî÷êè Òîäû (2.6).

Äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìàòðè÷íîé ìîäåëè (1.5), (1.10) èëè òàó-ôóíêöèè öåïî÷êè
Òîäû (2.4), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (2.6) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå îäíîãî èç áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé Õèðîòû

∂2

∂t21
log τN(t) =

τN+1(t)τN−1(t)

τN(t)2
(2.15)

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî ìû óæå ïðîâåðèëè äëÿ ãàóññîâà èíòåãðàëà.
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Ïðèìåð: ãàóññîâ ñëó÷àé

Äëÿ ïîòåíöèàëà W (x) = 1
2
x2 îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû

Ýðìèòà

Hk(x) = e
1
2
x2

(
− d

dx

)k

e−
1
2
x2

(2.16)

äëÿ êîòîðûõ ∫
R
dxe−

1
2
x2

Hn(x)Hm(x) = δnmn!
√
2π (2.17)

à òàó-ôóíêöèÿ

τN(t) = (2π)N/2

N−1∏
k=1

k! (2.18)

3 Äèàãðàìíàÿ òåõíèêà è 1/N-ðàçëîæåíèå

Íà ìàòðè÷íóþ ìîäåëü ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ïðîñòåéøóþ êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ ïîëÿ,
â êîòîðîé âàæíåéøåé ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ

Zgauge = exp (Fstring) (3.1)

ãäå â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà Zgauge ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, ìàòðè÷íûé
èíòåãðàë (1.5) ñ ïîòåíöèàëîì W (Φ) = 1

2
Φ2 − tΦ4.

Âñïîìíèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè ñ ãàóññîâîé ìåðîé (1.1)

⟨ΦijΦkl⟩ ∼ δilδjk (3.2)

è ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàê áóäåò çàâèñåòü îò ðàçìåðà ìàòðèöû N ðÿä äëÿ ñòàòñóììû

Z =
∞∑
k=0

tk

k!
⟨TrΦ4 . . .TrΦ4︸ ︷︷ ︸

k

⟩ (3.3)

à åùå ëó÷øå - äëÿ åå ëîãàðèôìà F = logZ. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, íàïðèìåð, ïîëó÷èì

⟨TrΦ4⟩ =
∑

⟨ΦijΦjkΦklΦli⟩ =

=
∑

(⟨ΦijΦjk⟩⟨ΦklΦli⟩+ ⟨ΦijΦkl⟩⟨ΦjkΦli⟩+ ⟨ΦijΦli⟩⟨ΦjkΦkl⟩) =

=
∑

(δikδjj · δkiδll + δilδjk · δjiδkl + δiiδjl · δjlδkk) = N(2N2 + 1)

(3.4)

÷òî åùå ëó÷øå ïðîäåìîíñòðèðîâàòü òðåìÿ äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà, èç êîòîðûõ óæå ïî-
íÿòíî ïî÷åìó îäíà èç íèõ èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê ïî N . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðàçëîæèâ
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èíòåãðàë (1.5), ìû ïîëó÷èì ñóììó ïî òîëñòûì ãðàôàì, êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåò âõî-
äèòü ñ âåñîì (

t

~

)V

~ENF =
~N=t0

~−(V−E+F )tV tF0 (3.5)

ãäå g îáîçíà÷àåò ââåäåííûé ðîä ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, îòâå÷àþùåé ôåéíìàíîâñêîìó
ãðàôó, ó êîòîðîãî V âåðøèíàì, E ðåáåð è F ãðàíåé, ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé χg =
V − E + F = 2 − 2g. Òàêèì îáðàçîì ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èëè ñòðóííàÿ
ñòàòñóììà

Fstring =
∞∑
g=0

~2g−2Fg(t0; t) =
∞∑
g=0

N2−2gF̃g(t0; t) (3.6)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �äâîéíîå ðàçëîæåíèå� ïî ñâÿçíûì òîëñòûì ãðàôàì, â êîòîðîì êâà-
çèêëàññè÷åñêîå èëè 1/N -ðàçëîæåíèå [4] ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî êàê ñóììà ïî
âêëàäàì Fg ðîäà g â ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé òåîðèè çàìêíóòûõ ñòðóí.

Ýêâèâàëåíòíîñòü 1
N
-ðàçëîæåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîìó îáåñïå÷èâàåòñÿ ââåäåííîé âåëè-

÷èíîé
t0 = ~N (3.7)

êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, îñòàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé è êîíå÷íîé â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå
N → ∞ îäíîâðåìåííî ñ ~ → 0.

4 Ïëàíàðíûé ïðåäåë îäíîìàòðè÷íîé ìîäåëè

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïðîñòåéøåìó ìàòðè÷íîìó èíòåãðàëó (1.5) è ïåðåéäåì ê íåïîñðåäñòâåí-
íîìó îáñóæäåíèþ ïëàíàðíîãî ïðåäåëà N → ∞, ~ → 0 ïðè ôèêñèðîâàííîì íîâîì ââåäåí-
íîì â (3.7) ïàðàìåòðå N~ = t0. Â ïðåäåëå N → ∞ èç âñåãî òîïîëîãè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ
(3.6) âûæèâàåò ëèøü ïåðâûé ÷ëåí F0 = F , ñ g = 0, îòâå÷àþùèé ñóììèðîâàíèþ ïî ïëà-
íàðíûì òîëñòûì ãðàôàì, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàðèñîâàíû íà ñôåðå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Îäíîâðåìåííî â ýòîì ïðåäåëå, ïîñêîëüêó ~ → 0, ìàòðè÷íûé èíòåãðàë (1.5) ìîæåò áûòü
âû÷èñëåí êâàçèêëàññè÷åñêè, ò.å. ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû.

4.1 Èíòåãðàë ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ

Êâàçèêëàññè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì (1.10) ïðè ~ → 0 ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî èçó÷àÿ ýêñòðåìóìû ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà

Weff(ϕ) = W (ϕ)− 2~ log∆(ϕ) (4.1)

èëè, òî÷íåå, ðåøàÿ óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíîñòè

W ′(ϕj) = 2~
∑
k ̸=j

1

ϕj − ϕk
(4.2)
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x

A

B

Ðèñ. 1: Ðàçðåçû â ïëîñêîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è öèêëû íà x-ëèñòàõ ãèïåðýëëèïòè-
÷åñêîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (4.13) îäíîìàòðè÷íîé ìîäåëè. A-öèêëû òðàäèöèîííî âû-
áèðàþòñÿ âîêðóã ðàçðåçîâ èëè íîñèòåëåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (êîòîðûå íà äàííîé êàð-
òèíêå ïðåäïîëàãàþòñÿ îòðåçêàìè íà âåùåñòâåííîé îñè Imx = 0), â òî âðåìÿ êàê B-öèêëû
ñâÿçûâàþò äâà ðàçëè÷íûõ íîñèòåëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ïðè ~ = 0 âçàèìîäåéñòâèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.2) �âûêëþ÷åíî�, è âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ϕj êàê-òî ðàñïðåäåëåíû ïî ìèíèìóìàì, èëè, â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è,
ïî âñåì ýêñòðåìóìàì, â êîòîðûõ W ′(ϕ) = 0. Áîëåå óäîáíî ïðè N → ∞ ââåñòè ïëîòíîñòü
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ρ(x) = ~

⟨
N∑
j=1

δ(x− ϕj)

⟩
(4.3)

èëè ðåçîëüâåíòó

G(x) = ~
⟨
Tr

1

x− Φ

⟩
Φ

=

∫
C

ρ(ϕ)dϕ

x− ϕ
(4.4)

îïðåäåëåííóþ íà x-ïëîñêîñòè ñ âûðåçàííûì íîñèòåëåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, èëè, êàê ìû
óâèäèì íèæå, íà äâîéíîì íàêðûòèè êîìïëåêñíîé x-ïëîñêîñòè, ðàçðåçàííîé âäîëü íåêîòî-
ðûõ îòðåçêîâ C =

∪
j Cj, (èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1), è íîðìèðîâàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

2πi

∮
C

dxG(x) =

∫
C

dϕρ(ϕ) = t0 (4.5)

Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî

• ðåçîëüâåíòà G(x) àíàëèòè÷íà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ âûêèíóòûìè îòðåç-
êàìè C =

∪
j Cj;

• èìååò àñèìïòîòèêó íà áåñêîíå÷íîñòè

G(x) →
x→∞

t0
x
+ . . . (4.6)
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• íà îòðåçêàõ C =
∪

j Cj èñïûòûâàåò ñêà÷êè

G(x+)−G(x−) = 2πiρ(x) (4.7)

÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Êîøè (4.4).

Ïðîùå âñåãî ñêàçàòü, ÷òî â ñèëó ôîðìóë Ñîõîöêîãî

1

x∓ i0
= P.V.

1

x
± iπδ(x) (4.8)

ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà äâîéíîì íàêðû-
òèè x-ïëîñêîñòè, ñêëååííîì ïî áåðåãàì ðàçðåçîâ

∪
j Cj ñ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâà-

ìè.

Â òåðìèíàõ ðåçîëüâåíòû ñîîòíîøåíèå (4.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå

W ′(x) = 2

∫
−

C

ρ(ϕ)dϕ

x− ϕ
= G(x+) +G(x−), x ∈ ∀Cj ⊂ C (4.9)

ãäå x± = x ± i0 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå �áëèçêèå� òî÷êè íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòîðîíàõ
ðàçðåçà � âûøå è íèæå ðàçðåçà, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âåùåñòâåííî

è ðàçðåçû âûòÿíóòû âäîëü âåùåñòâåííîé îñè, à èíòåãðàë

∫
−

C

= P.V.
∫
îïðåäåëåí â ñìûñ-

ëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîé òî÷êå íîñèòåëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé C, ñîñòîÿùåãî èç íåñêîëüêèõ íåñâÿçàííûõ êóñêîâ äëÿ îáùåãî ïîëèíîìèàëüíîãî
ïîòåíöèàëà.

Âîîáùå ãîâîðÿ òàêèå çàäà÷è (ïðîáëåìû Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà - âîññòàíîâëåíèå â äàííîì
ñëó÷àå ðåçîëüâåíòû ïî åå àíàëèòè÷åñêèì ñâîéñòâàì) ðåøàòü äîâîëüíî ñëîæíî, íî â íàøåì
ïðèìåðå ôîðìóëà (4.9) ìîæåò áûòü ê ñ÷àñòüþ ïåðåïèñàíà êàê àëãåáðàè÷åñêîå (áîëåå òîãî
- êâàäðàòíîå) óðàâíåíèå íà ðåçîëüâåíòó G, ñì. íàïðèìåð [5, 6, 7, 8, 9]

G2 −W ′(x)G = f(x) (4.10)

ãäå f(x) â ïðàâîé ÷àñòè îáîçíà÷àåò ïîëèíîì ñòåïåíè íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü
W ′(x). Â ñàìîì äåëå, èç óðàâíåíèÿ (4.9) ñëåäóåò, ÷òî

G2
∣∣
x=x+

− G2
∣∣
x=x−

= (G(x+)−G(x−)) (G(x+) +G(x−)) = (G(x+)−G(x−))W
′(x)(

G2 −W ′G
)∣∣

x=x+
−
(
G2 −W ′G

)∣∣
x=x−

=

= (G(x+)−G(x−)) (G(x+) +G(x−)−W ′(x)) = 0

(4.11)

ò.å. ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (4.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(x), âèä êî-
òîðîé (òî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îïðåäåëåííîé ñòåïåíè) ôèêñèðóþòñÿ ïîâåäåíèåì
ïðè x → ∞.
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Óðàâíåíèå (4.10) îïðåäåëÿåò ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ, è, êàê ìû óâèäèì íèæå,
êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F = F0 (èëè ïåðâûé ÷ëåí â ôîðìóëå (3.6)) ìîæåò
áûòü öåëèêîì îïðåäåëåíà â òåðìèíàõ êðèâîé (4.10) è ïðîèçâîäÿùåãî äèôôåðåíöèàëà Gdx,
îïðåäåëÿåìîãî ðåçîëüâåíòîé (4.4) è îïðåäåëÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ óðàâíåíèå (4.10) îïèñûâàåò àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ
(êîíå÷íîãî ðîäà n äëÿ ïîòåíöèàëà W ñòåïåíè n + 1) è îïðåäåëÿåò ðåçîëüâåíòó G êàê
àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà êðèâîé, äâàæäû íàêðûâàþùåé x-ïëîñêîñòü.

Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ ñ ïîìîùüþ

y = W ′(x)− 2G (4.12)

ôîðìóëó (4.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

y2 = W ′(x)2 + 4f(x) = R(x) (4.13)

ãäå R(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè 2n äëÿ ïîòåíöèàëà W (x) ñòåïåíè n + 1. Ñ òàêèì
ïîëèíîìîì óðàâíåíèå (4.13) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé ðîäà g = n− 1. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî â ñëó÷àå ãàóññîâà èíòåãðàëà n = 1 ò.å. g = 0 è
êðèâàÿ ðàöèîíàëüíà.

Ïðèìåð: ãàóññîâ ñëó÷àé

Ðåøèì òåïåðü ÿâíî âûâåäåííîå âûøå óðàâíåíèå (4.9) äëÿ ïðîñòåéøåãî ãàóññîâà ïîòåí-
öèàëà W = 1

2
x2. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.10) â äàííîì ñëó÷àå (n = 1) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî

êîíñòàíòîé, è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.10) èìååò âèä

G =
x

2
+

1

2

√
x2 + 4f ≡ x

2
+

1

2

√
x2 − a2 (4.14)

ò.å. ó íåãî îäèí ðàçðåç â ïëîñêîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì
a2 = −4f , êîòîðûé ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êâàäðàòîì ïîëîâèííîé äëèíû ðàçðåçà, ðàñïî-
ëîæåííîãî ñèììåòðè÷íî âîêðóã x = 0 â x-ïëîñêîñòè. Åãî ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ñ ïîìîùüþ
íîðìèðîâêè (4.5), êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ a2 = 4t0. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ ìàòðè÷-
íîé ìîäåëè (4.10), (4.13) ðàöèîíàëüíà èëè åå ðîä g = 0, à ïëîòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ðàâíà

ρ(x) =
1

2π

√
a2 − x2 (4.15)

ò.å. ìû ñðàçó è ïîëó÷èëì ïîëóêðóãîâîå ðàñïðåäåëåíèå Âèãíåðà.

4.2 Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ: ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

Ïîä âû÷èñëåíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè ìàòðè÷íîé ìîäåëè (1.5) â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðå-
äåëå èëè ïðåäåëå áîëüøèõ N îáû÷íî ïîíèìàþò ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (4.2) äëÿ
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ôóíêöèîíàëà1

F = −

[∑
i

W (ϕi)− ~
∑
i̸=j

log |ϕi − ϕj|

]
N=

∑
α Nα

=

= −

[∫
dxρ(x)W (x)−

∫
dx1

∫
dx2ρ(x1) log |x1 − x2| ρ(x2) +

∑
α

Πα

(∫
Cα

dxρ(x)

)
− Sα

]
δF
δρ

=0

(4.16)
Â äîïîëíåíèå ê ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ (1.10) çäåñü ñëåäóåò äîáàâèòü íåêîòîðîå ôèê-
ñèðîâàííîå ðàçáèåíèå âñåõ N → ∞ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî íåêîòîðîìó (êîíå÷íîìó)
÷èñëó ãðóïï ñ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ

∑
α Nα = N , ÷òî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ëèíåé-

íîìó ñîîòíîøåíèþ íà íîâûå êâàçèêëàññè÷åñêèå ïåðåìåííûå
∑

α Sα = ~N = t0. Îáñóäèì
ñíà÷àëà ïðèðîäó è ñìûñë ýòèõ ãðóïï è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âûïàäàþò â
êîíäåíñàòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû â îêðåñòíîñòè ëþáîãî èç ìèíèìóìîâ (èëè
äàæå îêîëî ëþáîãî ýêñòðåìóìà W ′(ϕ) = 0 êàê ìû óâèäèì íåìåäëåííî). Åñëè áû êóëîíîâ-
ñêîå îòòàëêèâàíèå, ïðîèñõîäÿùåå èç äåòåðìèíàíòà âàí-äåð-Ìîíäà, áûëî áû âûêëþ÷åíî
ïóòåì ~ → 0, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàñïîëîæèëèñü áû íåïîñðåäñòâåííî â ýêñòðåìóìàõ.
Ïîýòîìó, äëÿ ìàëûõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòà êàðòèíà î÷åâèäíà, ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âñå íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ (êîíäåíñàòû ìîãóò ðàñòè è ñòàëêèâàòüñÿ),
è ìû îáñóäèì íåêîòîðûå äåòàëè ýòîãî ïðîöåññà íèæå. Ïðûæêè æå ìåæäó êîíäåíñàòàìè
ïîäàâëåíû ýêñïîíåíöèàëüíî, ïîñêîëüêó èõ âêëàä ïîðÿäêà e−const/~ ∼ e−const·N , à ñëåäîâà-
òåëüíî, åñòåñòâåííî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå (ïî îòíîøåíèþ ê êîýôôèöèåíòàì ïîòåíöèàëà
(1.3)) ïåðåìåííûå, èëè ôèêñèðîâàòü ÷èñëà çàïîëíåíèÿ

Sα = ~Nα =

∫
Cα

dxρ(x) =
1

2πi

∮
Cα

Gdx (4.17)

â êàæäîì ýêñòðåìóìå ïðè ðåøåíèè âàðèàöèîííîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëà (4.16), ñêàæåì
ââîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà Πα.

Áîëåå òîãî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè âûêëþ÷åííîì êóëîíîâñêîì âçàèìîäåéñòâèè ñòàöèîíàð-
íûå êîíôèãóðàöèè â îáùåì ïîëîæåíèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîðû èçîëèðîâàííûõ òî÷åê
� ýêñòðåìóìîâ ïîòåíöèàëà W ′(ϕ) = 0, ïðè áîëüøèõ N âõîäÿùèõ ñ îïðåäåëåííûìè êðàòíî-
ñòÿìè. Îäíàêî âçàèìîäåéñòâèå ñãëàæèâàåò êàðòèíó, è âìåñòî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê âîç-
íèêàþò îäíîìåðíûå ëèíèè, íà êîòîðûå ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà àíàëîãè÷íûå òðàåêòîðèÿì
â ìåõàíèêå èëè êàê íà àíàëîãè èçèíãîâûõ ñòðóí. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ è äåôîðìàöèè êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ
ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ àíñàìáëåé.

1 Ïîä ìîäóëåì â àðãóìåíòå ëîãàðèôìà îáû÷íî ïîíèìàåòìÿ âûáîð ïîäõîäÿùåé âåòâè ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèè, áóêâàëüíî ýòî ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåí-
íûìè.
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Re− +
φ φ φ

φIm

Ðèñ. 2: Êîìïëåêñíàÿ ãåîìåòðèÿ ïîòåíöèàëàW (ϕ) = ϕ3

3
−tϕ. Ëèíèÿìè óðîâíÿ, ïðîõîäÿùèìè

÷åðåç êðèòè÷åñêèå òî÷êè ϕ± = ±
√
t ÿâëÿþòñÿ Imϕ = 0 è (Reϕ)2− (Imϕ)2

3
−t = 0. Êóëîíîâñêîå

îòòàëêèâàíèå ðàñòÿãèâàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âäîëü ñåãìåíòîâ ëèíèé óðîâíÿ âîêðóã
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
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×òîáû ïîíèìàòü ýòî ëó÷øå, ñëåäóåò âñïîìíèòü, ÷òî êàê è ëþáîé äðóãîé, èíòåãðàë ïî
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì (1.10) çàâèñèò îò âûáîðà êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ïîòåíöè-
àëà ñòåïåíè n+1 ñóùåñòâóåò n-ìåðíûé áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âñåâîçìîæíûõ êîí-
òóðîâ, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë ïî êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñõîäèòñÿ. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî êàæäûé êîíòóð �ñêîðåéøåãî ñïóñêà� ìîæåò áûòü âûáðàí â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
òàê, ÷òî îí â òî÷íîñòè ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç îäíó èç n ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê W ′(ϕ) = 0,
ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà ìîæíî íàéòè â [10].

Äëÿ ïðîñòåéøåãî íåãàóññîâîãî ïîòåíöèàëà W (ϕ) = ϕ3

3
− tϕ ñîîòâåòñòâóþùàé ãåîìåò-

ðèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 2. Äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ïîòåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ
ϕ± = ±

√
t (íà ðèñóíêå ïàðàìåòð t âûáðàí âåùåñòâåííûì è ïîëîæèòåëüíûì). Ëèíèè ñêî-

ðåéøåãî ñïóñêà äëÿ ReW , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êðèòè÷åñêèå òî÷êè ϕ±, ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè

óðîâíÿ äëÿ ImW = Imϕ
(
(Reϕ)2 − (Imϕ)2

3
− t
)

= 0. Êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ, äëÿ êîòî-

ðûõ èíòåãðàëû ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñõîäÿòñÿ äîëæíû íà÷èíàòüñÿ è çàêàí÷èâàòüñÿ
â îäíîì èç n + 1 ñåêòîðîâ êîìïëåêñíîé ϕ-ïëîñêîñòè, ãäå ReW > 0 (n = 2 äëÿ ðèñ. 2,
ò.å. äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âñåãî òðè òàêèõ ñåêòîðà). Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
ãîëîìîðôíî è çíà÷åíèå èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò ëîêàëüíîé äåôîðìàöèè êîíòóðîâ, ìåòîä
ñêîðåéøåãî ñïóñêà "âûáèðàåò"êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ èç îäíîãî äîïóñòèìîãî ñåêòîðà â
äðóãîé, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (äâà òàêèõ âîçìîæíûõ êîíòóðà ïîêàçàíû
íà ðèñ. 2 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè). Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, âêëàä îïðåäåëèòåëÿ âàí-äåð-
Ìîíäà â ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë (4.1) ïðèâîäèò ê îòòàëêèâàíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
òàê ÷àòî èç ïîëîæåíèé òî÷íî â ýêñòðåìóìàõ W ′(x) = 0 îíè ðàñòåêàþòñÿ âäîëü ñåãìåíòîâ
äîïóñòèìûõ êîíòóðîâ, ñì. ðèñ. 2.

Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ (4.16) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè êðèòè÷åñêèõ ïëîòíî-
ñòÿõ, ò.å. êîãäà

δF
δρ(x)

= −W (x) + 2

∫
C

dϕρ(ϕ) log |x− ϕ| − Πα = 0, x ∈ Cα (4.18)

Ðàâåíñòâî ñïðàâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà Πα,
êîòîðûå áóäóò èíòåíñèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ íèæå, òàê êàê îíè ðàâíû ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì
ñâîáîäíîé ýíåðãèè (4.16) ïî ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ (4.17)

∂F
∂Sα

= Πα +

∫
C

dx
δF

δρ(x)

∂ρ(x)

∂Sα

= Πα (4.19)

ïîñêîëüêó âûðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ çàíóëÿåòñÿ âñëåäñòâèå ôîðìóëû (4.18), êîòîðàÿ îä-
íîâðåìåííî îïðåäåëÿåò è ñàì ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.

Ôîðìóëû (4.16) ñ ýòîãî ìîìåíòà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåçàâèñèìîå ãåîìåòðè÷å-
ñêîå îïðåäåëåíèå ïëàíàðíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè F . ×òîáû ñäåëàòü åãî òî÷íûì, ðåøåíèå
óðàâíåíèé (4.18), (4.16) ñëåäóåò äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè � âûáîðîì íîñèòåëÿ C
íà êîòîðîì ïëîòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ρ(x) ̸= 0 íå çàíóëÿåòñÿ, èëè îáëàñòüþ íåàíà-
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ëèòè÷íîñòè ðåçîëüâåíòû G(x)dx (4.4). Ýòîò íîñèòåëü (íàáîð "ðàçðåçîâ"äëÿ îäíîìàòðè÷-
íîé ìîäåëè) ââîäèòñÿ �ðóêàìè�, íî èõ äëèíà è ôîðìà (èëè ðàçìåð è ôîðìà â äâóìåðíîì
ñëó÷àå, êîòîðûé áóäåò ïîäðîáíî îáñóæäàòüñÿ íèæå) ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè-
÷åñêè. Ïëîòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â îäíîìåðíîé îáëàñòè (îáúåäèíåíèå "ðàçðåçîâ")
âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (4.10) ÷åðåç ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà è êîýôôèöèåíòû
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè

f(x) =
n−1∑
k=0

fkx
k (4.20)

ñâÿçàííûå ñ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ñâîáîäà â
âûáîðå äîïîëíèòåëüíûõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëèíîìà (4.20), ïîÿâëÿþùåãîñÿ â ïðà-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.10), â òî÷íîñòè ïîãëîùàåòñÿ ââåäåííûìè íîâûìè ïàðàìåòðàìè -
÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ (4.17).

Íèæå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè (4.19)
â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìûõ ïðåïîòåíöèàëîâ èëè êâàçè-
êëàññè÷åñêèõ òàó-ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ââåäåíû â ïðèíöèïå äëÿ ëþáîãî îáùåãî
êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îñíàùåííîãî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, îáû÷-
íî çàêîäèðîâàííîé â ìåðîìîðôíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó. Äëÿ ïëàíàðíîãî ïðåäåëà
îäíîìàòðè÷íîé ìîäåëè, êîòîðûé ìû îáñóæäàëè â äàííîì ðàçäåëå, ýòî êîìïëåêñíîå ìíî-
ãîîáðàçèå ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (4.10), (4.13).

Ïðèìåð: ãàóññîâ ñëó÷àé

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòàòñóììà â äàííîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F|t1=0 =

(
t20
2

(
log t0 −

3

2

)
+ 1

2
t0t

2
1

)∣∣∣∣
t1=0

=
t20
2

(
log t0 −

3

2

)
(4.21)

ñîâïàäàþùåé ñ ïåðâûì ÷ëåíîì êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âûðàæåíèÿ (1.13) ïðè t1 =
0, îòâå÷àþùèì ñëó÷àþ ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííîãî ðàçðåçà C = [−a, a] â x-ïëîñêîñòè
è âèãíåðîâñêîé ïëîòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (4.15). Ôîðìóëà (4.21) ñëåäóåò èç åäèí-
ñòâåííîãî â ãàóññîâîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (4.19) äëÿ ïðîèçâîäíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî
ïîëíîìó ÷èñëó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé S = t0

∂F
∂t0

= −W (x∗) + 2

∫
C

dϕρ(ϕ) log |x∗ − ϕ| =
x∗=0

2

π

∫ a

0

√
a2 − x2 log xdx =

=
a2

2

(
log

a

2
− 1

2

)
=

4a2=t0
t0 (log t0 − 1)

(4.22)

Èíòåãðèðîâàíèå (4.22) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ (4.21), â êîòîðîì çàâèñèìîñòü îò t1 òðèâè-
àëüíî âîññòàíàâëèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ ïðîñòîìó àðãóìåíòó ñî ñäâèãîì (íàïðèìåð, èç ôîðìó-

ëû (1.13) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî Zgauss = e
t0t

2
1

2~2 Zgauss|t1=0.
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A A

  3

A

B BB

 1 2
 3

 1

  2

Ðèñ. 3: Êîìïàêòðàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g = 3 ñ âûáðàííûì áàçèñîì A è B öèê-
ëîâ, ñ ôîðìîé ïåðåñå÷åíèé Aα ◦ Bβ = δαβ. Ïåðåîáîçíà÷åíèå A- è B-öèêëîâ íàçûâàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì äóàëüíîñòè.

A Äîïîëíåíèå. Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ òàó-ôóíêöèÿ

Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ìàòðè÷íîé ìîäåëè, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëàìè (4.19)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìûõ ïðåïîòåíöèàëîâ, èëè, áîëåå òî÷íî êâàçèêëàñ-
ñè÷åñêèõ òàó-ôóíêöèé, ââåäåííûõ â ðàáîòå [11]. ×òîáû ïðîäîëæèòü îáñóæäåíèå ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé, íàì ñëåäóåò óçíàòü áîëüøå î ñâîéñòâàõ êâàçèêëàñ-
ñè÷åñêèõ òàó-ôóíêöèé, âñïîñíèâ ñíà÷àëà íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ôàêòû èç ãåîìåòðèè
êîìïëåêñíûõ êðèâûõ.

A.1 Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, ãîëîìîðôíûå è ìåðîìîðôíûå äèô-

ôåðåíöèàëû

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî âñïîìíèì íåêîòîðûå õîðîøî èçâåñòíûå ôàêòû èç òåîðèè ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé èëè îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé - êîìïëåêñíûõ êðèâûõ. Òîïî-
ëîãèÿ êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì
öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì - ðîäîì g, îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåìûì êàê ÷èñëî "ðó÷åê ïðè-
êëååííûõ ê ñôåðå. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííî ñôåðà áåç ðó÷åê èëè ñ
g = 0 è òîð ñ g = 1, ïðèìåð ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñ g = 3 èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.

Íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Σg ðîäà g ñóùåñòâóåò 2g íåçàâèñèìûõ íåñòÿãèâàåìûõ êîíòó-
ðà, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû, îáû÷íî íàçûâàåìûå A ≡ {Aα} è B ≡ {Bα} öèêëàìè,
(ñì. ðèñ. 3) α = 1, . . . , g, ñ ôîðìîé ïåðåñå÷åíèé Aα ◦Bβ = δαβ. Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå îäèí-
ôîðì åñòåñòâåííûì îáðàçîì äâîéñòâåíåí áàçèñó îäíîìåðíûõ öèêëîâ, íàïðèìåð ãîëîìîðô-

íûå (èëè àáåëåâû ïåðâîãî ðîäà) äèôôåðåíöèàëû ∂̄(dωα) = 0 êàíîíè÷åñêè âûáèðàþòñÿ
íîðìèðîâàííûìè íà A-öèêëû ∮

Aβ

dωα = δαβ (A.1)
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Ðèñ. 4: Ðàçðåçàííàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ ãðàíèöåé ∂Σ.

Èõ èíòåãðàëû âäîëü B-öèêëîâ îáðàçóþò ïðè ýòîì ìàòðèöó ïåðèîäîâ∮
Bβ

dωα = Tαβ (A.2)

(ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà g × g ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìíèìîé ÷àñòüþ),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê êîìïëåêñíîé êðèâîé. Ñèì-
ìåòðè÷íîñòü ìàòðèöû ïåðèîäîâ ñëåäóåò èç áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé Ðèìàíà äëÿ ãîëî-
ìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ

0 =

∫
Σ

dωβ ∧ dωγ =
∑
α

(∮
Aα

dωβ

∮
Bα

dωγ −
∮
Aα

dωγ

∮
Bα

dωβ

)
= Tβγ − Tγβ (A.3)

ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ñòîêñà íà ðàçðåçàííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, (ñì.
ðèñ. 4), è çàíóëåíèÿ ëþáîé (2, 0)-ôîðìû, â ÷àñòíîñòè dωβ ∧ dωγ, íà îäíîìåðíîì êîìïëåêñ-
íîì ìíîãîîáðàçèè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìíèìàÿ ÷àñòü ìàòðèöû ïåðèîäîâ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó ImTαβ ∝

∫
Σ
dωα ∧ dω̄β.

Â îòëè÷èå îò ãîëîìîðôíûõ, ìåðîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû dΩ àíàëèòè÷íû âåçäå, êðî-
ìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê P , ãäå îíè ìîãóò èìåòü ïîëþñà è ∂̄dΩ ∝ δ(P ). Èõ êàíîíè÷åñêèé
âèä ôèêñèðóåòñÿ íå òîëüêî ïîëîâèíîé ïåðèîäîâ (êàê äëÿ ãîëîìîðôíûõ, ñì. (A.1)), íî
òàêæå èõ ïîâåäåíèåì ("ãëàâíîé ÷àñòüþ") â ñèíãóëÿðíûõ òî÷êàõ. Ñòàíäàðòíàÿ êëàññèôè-
êàöèÿ ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ âêëþ÷àåò àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû âòîðîãî ðîäà
ñ åäèíñòâåííîé ñèíãóëÿðíîñòüþ â íåêîòîðîé òî÷êå P0 âèäà dΩk ∼ dζ

ζk+1 + . . ., k ≥ 1, ãäå
òî÷êàìè îáîçíà÷åíà íåñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü, à ζ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòîé â òî÷êå
P0: ζ(P0) = 0. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðÿä íà÷èíàåòñÿ ñ äèôôåðåíöèàëîâ ñ ïîëþñàìè âòîðîãî
ïîðÿäêà, òàê êàê íå ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëà ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, èç-çà çàíóëåíèÿ ïîëíîãî âû÷åòà. Âìåñòî ýòîãî, äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü ïîëþñà ïåðâîãî
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ïîðÿäêà, óäîáíî ââåñòè àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû òðåòüåãî ðîäà dΩ±, ñ äâóìÿ ïîëþñàìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ P± è, ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó, åäèíè÷íûìè
âû÷åòàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ê òàê îïðåäåëåííîìó àáåëåâó äèôôåðåíöèàëó âòîðîãî è/èëè òðå-
òüåãî ðîäà âñåãäà ìîæíî äîáàâèòü ëþáóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåí-
öèàëîâ, íå ìåíÿÿ ïîâåäåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ. ×òîáû çàôèêñèðîâàòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü,
ñëåäóåò íàëîæèòü g óñëîâèé (ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ)
íà èõ ïåðèîäû, êàíîíè÷åñêèì âûáîðîì òàêèõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ çàíóëåíèå âñåõ A-ïåðèîäîâ∮
A
dΩ = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ

ñëåäóåò íàïèñàòü

dΩk ∼
P→P0

dζ

ζk+1
+ . . . ,

∮
A

dΩk = 0, k ≥ 1 (A.4)

äëÿ âòîðîãî ðîäà

dΩ0 ∼
P→P±

±dζ±
ζ±

+ . . . ,

∮
A

dΩ0 = 0, (A.5)

äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ òðåòüåãî ðîäà, ãäå ζ±(P±) = 0. Áèïîëüíûé äèôôåðåíöèàë (A.5)
ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåí â âèäå

dΩ0 = d log
E(P, P+)

E(P, P−)
(A.6)

ãäå E(P, P ′) - òàê íàçûâàåìàÿ ãëàâíàÿ ôîðìà íà Σ× Σ, èëè −1
2
-áèäèôôåðåíöèàë ñ åäèí-

ñòâåííûì íóëåì ïðè ñîâïàäàþùèõ àðãóìåíòàõ, ñì. [12].

Òàêèì æå ñïîñîáîì êàê äëÿ (A.3), ìîæíî âûïèñàòü áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà
äëÿ îáùèõ ìåðîìîðôíûõ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ. Íàïðèìåð, äëÿ àáåëåâûõ äèôôåðåí-
öèàëîâ ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

0 =

∫
Σ

dωβ ∧ dΩ0 =
∑
α

(∮
Aα

dωβ

∮
Bα

dΩ0 −
∮
Aα

dΩ0

∮
Bα

dωβ

)
+

+res∞(dωβ)

∫ ∞+

∞−

dΩ0 − res∞(dΩ0)

∫ ∞+

∞−

dωβ =

∮
Bβ

dΩ0 −
∫ ∞+

∞−

dωβ

(A.7)

êîòîðîå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè òîäîâñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, åñòåñòâåííî è
÷àñòî âîçíèêàþùèõ â êîíòåêñòå ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé.

Íà ïðàêòèêå êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî îïèñàíû ñèñòåìàìè
ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé â ìíîãîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CK ,
÷òîáû ïîëó÷èò êîìïëåêñíóþ êðèâóþ ñëåäóåò íàëîæèòüK−1 óðàâíåíèé íàK ïåðåìåííûõ.
Êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé èãðàþò ðîëü ìîäóëåé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, äëÿ ïîâåðõíîñòè ðîäà g > 1 êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ðàâíà dimC Mg = 3g − 3, ÷òî ìîæåò áûòü íàéäåíî èç òåîðåìû
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Ðèìàíà-Ðîõà. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè íå ìîãóò
áûòü ãîëîìîðôíî îòîáðàæåíû äðóã íà äðóãà, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè êîìïëåêñíûìè
ìíîãîîáðàçèÿìè, õîòÿ è ìîãóò áûòü èçîìîðôíû êàê âåùåñòâåííûå ïîâåðõíîñòè. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðèîäîâ (A.2) íå ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè, òàê îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé g(g + 1)/2 ôóíêöèé îò
âñåãî ëèøü 3g − 3 ìîäóëåé, çà èñêëþ÷åíèåì ðîäîâ g = 2, 3, êîòîðûå ðåøàþò êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå g(g + 1)/2 = 3g − 3 è èñêëþ÷èòåëüíîãî ñëó÷àÿ g = 1 ñ åäèíñòâåííûì ìîäóëåì
êîìïëåêñíîãî òîðà.

A.2 Îïðåäåëåíèå êâàçèêëàññè÷åñêîé òàó-ôóíêöèè

Ïóñòü Σ - ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ðîäà g, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåé
çàäàíû äâà ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëà, ñêàæåì îáîçíà÷åííûå êàê dx è dy, ñ ôèêñèðî-
âàííûìè ïåðèîäàìè. Êàê óæå îáñóæäàëîñü âûøå, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, â êà÷åñòâå òàêèõ
äèôôåðåíöèàëîâ âñåãäà ìîæíî âçÿòü êàíîíè÷åñêè íîðìèðîâàííûå ìåðîìîðôíûå äèôôå-
ðåíöèàëû, íàïðèìåð ñ íóëåâûìè A-ïåðèîäàìè. Îäíàêî, åñëè îäíîâðåìåííî çàôèêñèðîâàòü
îñòàâøèåñÿ B-ïåðèîäû, ýòî ïðèâåäåò ê íåòðèâèàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì íà ïðîñòðàíñòâå ìî-
äóëåé Σ. Íà ïðàêòèêå ýòî îãðàíè÷èò íàñ íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ìîäóëåé, à ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äèôôåðåíöèàëû dx è dy îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, è ôèêñàöèÿ
B-ïåðèîäîâ dx äàåò g− 1 óñëîâèé (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîáîäó îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæå-
íèé), â òî âðåìÿ êàê B-ïåðèîäû dy ïðèâîäÿò â äîïîëíåíèå ê g − 2 óñëîâèÿì. Âìåñòå ìû
ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ (3g − 3) − (g − 1) − (g − 2) = g ïàðàìåòðàìè, ò.å. ñ ÷èñëîì ìîäóëåé,
ðàâíûì ðîäó êðèâîé Σ.

Êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ, îñíàùåííàÿ äâóìÿ ìåðîìîðôíûìè äèôôåðåíöèàëàìè ñ ôèêñè-
ðîâàííûìè ïåðèîäàìè, èëè, áîëåå êðàòêî, g-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ îïðåäå-
ëÿåò èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó2. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ g-ïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé Σ, îñíàùåííûõ ïðîèçâîäÿùèì ìåðîìîðôíûì äèôôå-
ðåíöèàëîì, îïðåäåëÿåìûì, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, ôîðìóëîé

dS ∝ ydx, δmodulidS = holomorphic (A.8)

ãäå y(P ) =
∫ P

dy, P ∈ Σ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáåëåâ èíòåãðàë íà Σ, à ïîä âàðèàöèåé
ïî ìîäóëÿì ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ ëîêàëüíàÿ âàðèàöèÿ îñòàâøèõñÿ g ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà,
êîòîðîå "âûæèâàåò"ïîñëå ôèêñàöèè âñåõ ïåðèîäîâ dx è dy.

Îáùåå îïðåäåëåíèå ïðåïîòåíöèàëà èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû äëÿ g-ìåðíîãî ñåìåéñòâà

2 Â íàèáîëåå îáùåì äóõå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà g-ìåðíîì ïîäïðîìòðàíñòâå ïðî-
ñòðàíñòâà ìîäóëåé Σ ìîæíî âñåãäà âûáðàòü g íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé - ãàìèëüòîíèàíîâ èëè äåéñòâèé, â
òî âðåìÿ êàê êîîðäèíàòû íà ÿêîáèàíå Jac êðèâîé Σ, ò.å. íà g-ìåðíîì êîìïëåêñíîì òîðå, èãðàþò ðîëü
êîìïëåêñèôèöèðîâàííûõ óãëîâûõ ïåðåìåííûõ.
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ãëàäêèõ êðèâûõ Σg ðîäà g, îñíàùåííûõ ìåðîìîðôíûìè îäèí-ôîðìàìè, èìååò âèä

S =

∮
A

dS,

∂F
∂S

= 2πi

∮
B

dS
(A.9)

ãäå A è B - äóàëüíûå öèêëû â áàçèñå ãîìîëîãèé. Ïðåïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(A.9) ëîêàëüíî íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé Σ, èëè, òî÷íåå, íà ïðîñòðàíñòâå Òåéõìþëëåðà
ïðè ôèêñèðîâàííîì áàçèñå â H1(Σ,Z). Äëÿ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ, êîãäà ê ôîðìóëàì (A.9)
åñòåñòâåííî äîáàâèòü ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûå ñ âûðîæäåííûìè öèêëàìè èëè îòìå÷åííûìè
òî÷êàìè (êàê â ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ãàóññîâîé ìîäåëè (4.21), ðàçîáðàííîì âûøå), òî÷íîå
îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî òàêèì îáðàçîì ïðåïîòåíöèàëà áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [11],
ãäå îí íàçûâàëñÿ (ëîãàðèôìîì) êâàçèêëàññè÷åñêîé òàó-ôóíêöèè èëè òàó-ôóíêöèè îáîá-
ùåííîé èåðàðõèè Óèçåìà. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ôîðìóë (A.9) ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì èí-
òåãðèðóåìîñòè

∂2F
∂Sα∂Sβ

= 2πiTαβ (A.10)

ñëåäóþùåì íåïîñðåäñòâåííî èç (A.8) è (A.3), èëè ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû ïåðèîäîâ Tαβ

ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Σg.

Äëÿ âûðîæäåííûõ êðèâûõ èëè êðèâûõ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ñ ôîðìóëû (A.9) ñëåäó-
åò ðàññìàòðèâàòü áîëåå àêêóðàòíî, è íå âñåãäà ïðèìåíÿòü íåïîñðåäñòâåííî. Âûðîæäåííûé
A-öèêë ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðó îòìå÷åííûõ òî÷åê P± (ñîëèòîííîå âûðîæäåíèå ðó÷êè), è äëÿ
òàêîé âûðîæäåííîé ðó÷êè ôîðìóëû (A.9) ïðåîáðàçóþòñÿ â

t0 =
1

2πi
resP+dS = − 1

2πi
resP−dS

∂F
∂t0

= 4πi

∫ P+

P−

dS
(A.11)

ãäå ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàèâíî ðàñõîäèòñÿ è äîëæíî ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî ïîñëå àêêó-
ðàòíîãî äîîïðåäåëåíèÿ, ïðè êîòîðîì ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íóþ âå-
ëè÷èíó, êàê ýòî ñëó÷èëîñü â ïðîñòåéøåì ãàóññîâîì ïðèìåðå (4.22).

Â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, îïðåäåëåíèå (A.9) äîëæíî áûòü äîïîëíåíî âðåìåííûìè
ïåðåìåííûìè, àññîöèèðîâàííûìè ñ àáåëåâûìè äèôôåðåíöèàëàìè âòîðîãî ðîäà, ñ ñèíãó-
ëÿðíîñòÿìè â íåêîòîðîé òî÷êå

tk =
1

2πik
resP0ξ

−kdS, k > 0

∂F
∂tk

=
1

2πi
resP0ξ

kdS, k > 0
(A.12)
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ãäå ξ îáîçíà÷àåò îáðàòíóþ ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó â îêðåñòíîñòè P0: ξ(P0) = ∞. Óñëîâèå
ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ (A.12) îáåñïå÷èâàåòñÿ

∂2F
∂tn∂tk

=
1

2πi
resP0(ξ

kdΩn) (A.13)

à ñèììåòðè÷íîñòü (A.13) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà Ωn = ξn+, ãäå îïåðàöèÿ + îñòàâëÿåò òîëü-
êî ãëàâíóþ, ñèíãóëÿðíóþ â P0, ÷àñòü ôóíêöèè ξn. Äðóãèìè ñëîâàìè, äèôôåðåíöèàä dΩ
ìåðîìîðôåí íà Σg ñ åäèíñòâåííîé ñèíãóëÿðíîñòüþ â òî÷êå P0, ò.å. ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì
äèôôåðåíöèàëîì âòîðîãî ðîäà (A.4).

Ñîáðàâ âñå âìåñòå, áàçèñ âðåìåí (S, t, t0) â òî÷íîñòè îòâå÷àåò áàçèñó àáåëåâûõ äèôôå-
ðåíöèàëîâ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà. Äëÿ ïðîèçâîäÿùåé îäèí-ôîðìû (A.8) èìååì

∂dS

∂Sα

= dωα, α = 1, . . . , g (A.14)

îäíîâðåìåííî ñ ôîðìóëàìè
∂dS

∂t0
= dΩ0 (A.15)

è
∂dS

∂tk
= dΩk, k ≥ 1 (A.16)

êîòîðûå "äâîéñòâåííû"ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâûì ñòðî÷êàì ôîðìóë (A.9), (A.11) è (A.12), à
ïðîèçâîäíûå ïî ìîäóëÿì áåðóòüñÿ ïðè ïîñòîÿííîé ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå ξ (÷òî îòâå÷àåò
âûáîðó íåêîòîðîé ñâÿçíîñòè íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé Σ). Äëÿ ðàöèîíàëüíîé êðèâîé Σ0 ñ
åäèíñòâåííîé îòìå÷åííîé òî÷êîé P0 ïåðåìåííûå (A.9) è (A.11) îòñóòñòâóþò, à ôîðìóëû
(A.12) îïðåäåëÿþò òàó-ôóíêöèþ áåçäèñïåðñèîííîé èåðàðõèè äÊÏ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèíãó-
ëÿðíàÿ â òî÷êå P0 ÷àñòü ξn+ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì n-é ñòåïåíè ïî íåêîòîðîé ãëîáàëüíîé
óíèôîðìèçóþùåé êîîðäèíàòå λ.

A.3 Òàó-ôóíêöèÿ îäíîìàòðè÷íîé ìîäåëè

Âåðíåìñÿ òåïåðü íàçàä è ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè îäíîìàòðè÷íîé ìîäåëè,
ïîëüçóÿñü ââåäåííûìè âûøå íîâûìè ïîíÿòèÿìè3. Ôóíêöèè G y (ñì. (4.10) è (4.13)) îïðå-
äåëåíû íà äâîéíîì íàêðûòèè êîìïëåêñíîé x-ïëîñêîñòè, è íà êàæäîì ëèñòå îíè èìåþò
ñêà÷êè âäîëü ñåãìåíòîâ èëè ðàçðåçîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïëîòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé ρ(x), çàíóëÿþùåéñÿ âíå ðàçíåçîâ (ñì. ðèñ. 1). Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé (4.17) ìîæåò áûòü îïèñàíî â òåðìèíàõ ïåðèîäîâ ïðîèçâîäÿùåãî äèôôåðåíöèàëà
(A.8)

Sα =

∮
Aα

dS (A.17)

3Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ìàòðè÷íîé ìîäåëè áûëà âïåðâûå ââåäåíà â
ðàáîòå [6] à òàêæå îáñóæäàëàñü ïîçæå â [7, 8].
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ãäå êîíòóðíûå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ïî êîíòóðàì, îêðóæàþùèì íîñèòåëè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé Cα, êîòîðûå ìîãóò áûòü èäåíòèôèöèðîâàíû (çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî èç íèõ,
ò.å. k = 1, . . . , n − 1) ñ íàáîðîì êàíîíè÷åñêèõ A-öèêëîâ íà êðèâîé (4.13) (ñì. ðèñ. 1).
Ïðîèçâîäÿùèé äèôôåðåíöèàë ñ ðåçîëüâåíòîé (4.4) îäíîìàòðè÷íîé ìîäåëè ìîæåò áûòü
ýêâèâàëåíòíî âûáðàí â âèäå

dS =
i

4π
ydx (A.18)

ãäå òåïåðü x è y ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íà Σ, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (4.13), ïîñêîëü-
êó
∮
Gdx = −1

2

∮
ydx, ñì. (4.12)4. Êàê x, òàê è y ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíî îïðåäåëåííûìè

ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè íà êðèâîé (4.13), ïîýòîìó èíòåãðàëû
∮
dx = 0 è

∮
dy = 0

î÷åâèäíî çàíóëÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî âûáîðà çàìêíóòûõ êîíòóðîâ. Ñîîòíîøåíèÿ (A.14) åñòå-
ñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëà (A.18), êîãäà ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïðè
ôèêñèðîâàííûõ âû÷åòàõ è êîýôôèöèåíòàõ {tl} ïîòåíöèàëà (1.3).

Òåïåðü, âàæíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëàãðàíæåâû ìíîæèòåëè (ñì. (4.18)) ìîãóò
áûòü òàêæå ïåðåïèñàíû êàê èíòåãðàëû ïåðèîäîâ òîãî æå ñàìîãî ïðîèçâîäÿùåãî äèôôå-
ðåíöèàëà (A.18), íî óæå ïî äâîéñòâåííûì B-êîíòóðàì (ñì. îïÿòü ðèñ. 1)

Πα = −W (x∗
α) + 2

∫
C

dxρ(x) log (x− x∗
α) (A.19)

ãäå òî÷êè x∗
α ∈ Cα ìîãóò áûòü âûáðàíû èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà, ïðè÷åì êàæäàÿ íà

α-é ÷àñòè íîñèòåëÿ; ïðè ýòîì ìîæíî "çàáûòü"ïðî ìîäóëü (ñì. ñíîñêó 1) è âåëè÷èíû Πα

ñòàíîâÿòüñÿ ãîëîìîðôíûìè îáúåêòàìè.

Ôîðìóëà (A.19) ìîæåò áûòü ëåãêî òðàíñôîðìèðîâàíà â êîíòóðíûé èíòåãðàë (äëÿ ïðî-
ñòîòû ìû ÿâíî âûïèøåì ïðîöåäóðó äëÿ ñëó÷àå äâóõ ðàçðåçîâ, êàê íà ðèñ. 2, ïîñêîëüêó åå
îáîáùåíèå î÷åâèäíî). Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ äâå ôðàêöèè S1 + S2 = t0 è áîëåå óäîáíî âçÿòü
â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ t0 è S = S2. Òîãäà,

∑
α ΠαSα = (Π2 − Π1)S + Π1t0 è

âàðèàöèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè (4.16) ïî S ïðèâîäèò ê

∂F
∂S

= W (x∗
1)−W (x∗

2) + 2
∑
α=1,2

∫
Cα

dxρ(x) log
x− x∗

2

x− x∗
1

(A.20)

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ïî êîíòóðó
∮
C
dxG(x) log

x−x∗
1

x−x∗
2
= 0 çàíóëÿåòñÿ (òàêîé êîíòóð ìîæåò

áûòü ïðîäåôîðìèðîâàí ê îõâàòûâàþùåìó òî÷êó x = ∞ â êîòîðîé ó ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ íåò âû÷åòà), ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó (ñì. ðèñ. 5)∑

α=1,2

∫
Cα

dxρ(x) log
x− x∗

1

x− x∗
2

=
∑
α=1,2

1

2πi

∮
Cα

dxG(x) log
x− x∗

1

x− x∗
2

=

= − 1

2πi

∮
B′
dxG(x) log

x− x∗
1

x− x∗
2

=

∫ x∗
1

x∗
2

dxG(x)

(A.21)

4Âîïðîñ î âû÷åòàõ (A.11), (A.12) òðåáóåò ÷óòü áîëüøå àêêóðàòíîñòè. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî âûáîðà (A.18)
ýòè âû÷åòû ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ â ëþáîé èç áåñêîíå÷íîñòåé x = ∞, â òî âðåìÿ êàê â àñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
(4.4) èõ ñëåäóåò âû÷èñëÿòü òîëüêî íà íåôèçè÷åñêîì ëèñòå, ãäå ðåçîëüâåíòà (4.4) ñèíãóëÿðíà.
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Ðèñ. 5: Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â ôîðìóëå (A.21). Èíòåãðàëû ïî ðàçðåçàì Ck ïðè k = 1, 2
(òîëñòûå ëèíèè), îêðóæåííûì Ak-öèêëàìè, çàìåíÿþòñÿ ñíà÷àëà íà èíòåãðàë ïî öèêëó B′,
îõâàòûâàþùåìó ëîãàðèôìè÷åñêèé ðàçðåç (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ïîñëåäíèé æå òðàíñôîð-
ìèðóåòñÿ â èíòåãðàë âäîëü êîíòóðà ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè x∗

1 è x∗
2 (íî óæå áåç ëîãàðèôìà â

ïîäûíòåãðàëüíîè âûðàæåíèè), êîòîðûé åñòü ïîëîâèíà ïåðèîäà, âû÷èñëåííîãî ïî B-öèêëó,
ïðîõîäÿùåìó â îäíó ñòîðîíó ìåæäó ðàçðåçàìè C1 è C2 ïî îäíîìó èç ëèñòîâ, à â îáðàòíóþ
ñòîðîíó - ïî äðóãîìó.

Âñå âìåñòå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðîèçâîäíûå (A.20) âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

∂F
∂S

= W (x∗
1)−W (x∗

2)− 2

∫ x∗
1

x∗
2

dxG(x) =

∫ x∗
1

x∗
2

ydx = −1
2

∮
B

ydx = 2πi

∮
B

dS (A.22)

â êîòîðîé êîíòóð B ïðîõîäèò îò x∗
1 ê x∗

2 è íàçàä ïî äðóãîìó ëèñòó êðèâîé (íå ïóòàòü
ñ êîíòóðîì B′, îõâàòûâàþùèì òî÷êè x∗

1 è x∗
2!). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ðàçðåçîâ ñëå-

äóåò àíàëîãè÷íî ïîäñòàâèòü
∑n

α=1ΠαSα = (Π1 − Πn)S1 + . . . + (Πn−1 − Πn)Sn−1 + Πnt0 è
ïðîäåëàòü òîò æå òðþê ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ðàçðåçàìè. Ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê òîòæ-
äå÷òâëåíèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ìàòðè÷íîé ìîäåëè ñ ïðåïîòåíöèàëîì (A.9).

Ê íàáîðó ïàðàìåòðîâ (A.17) ñëåäóåò äîáàâèòü5 ïîëíîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
(4.5)

t0 =
1

2πi
res∞ (dS) =

2fn−1

(n+ 1)tn+1
(A.23)

êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì âðåìåíåì (A.11), è ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà (1.3),
ïåðåïèñûâàþùèåñÿ â âèäå âðåìåí (A.12), ò.å.

tk =
1

2πik
res∞

(
x−kdS

)
, k = 1, . . . , n (A.24)

ïîñêîëüêó x èãðàåò ðîëü îáðàòíîé ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû â áåñêîíå÷íîé òî÷êå x = ∞.

5Ïîä òî÷êîé∞ â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåò ïîíèìàòüñÿ òî÷êà∞+ èëè x = ∞ íà "âåðõíåì"ëèñòå
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (4.13), îòâå÷àþùåì ïîëîæèòåëüíîìó âûáîðó çíàêà êâàäðàò-
íîãî êîðíÿ ò.å. êîãäà y = +

√
W ′(x)2 + 4f(x).
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Ïðè ýòîì èìååì ÿâíî

dΩ0 =
∂dS

∂t0

∣∣∣∣
S,t

= (n+ 1)tn+1
xn−1dx

y
+ 2

n−2∑
k=0

∂fk
∂t0

xkdx

y
(A.25)

à çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ {fk} with k = 0, 1, . . . , n− 2 îò t0 ôèêñèðóåòñÿ ïåðèîäàìè∮
Aα

(
(n+ 1)tn+1

xn−1dx

y
+ 2

n−2∑
k=0

∂fk
∂t0

xkdx

y

)
= 0 (A.26)

êîòîðûå ïðè α = 1, . . . , n− 1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â òî÷íîñòè n− 1 ñîîòíîøåíèé íà ïðîèç-
âîäíûå îò f0, f1, . . . , fn−2 ïî t0.

Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ïîòåíöèàëà (A.24), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëû

dΩk =
∂dS

∂tk

∣∣∣∣
S,t0

=
W ′(x)kxk−1dx

y
+ 2

n−2∑
j=0

∂fj
∂tk

xkdx

y
(A.27)

óäîâëåòâîðÿþùèå àíàëîãè÷íî∮
Aα

dΩk =

∮
Aα

W ′(x)kxk−1dx

y
+ 2

n−2∑
j=0

∂fj
∂tk

∮
Aα

xkdx

y
= 0 (A.28)

è ýòî îïÿòü ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðàçðåøàþùèõñÿ îòíîñèòåëüíî
∂fj
∂tk

.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîëíîé êàðòèíû, ê (A.19) ñëåäóåò äîáàâèòü âûðàæåíèå

∂F
∂tk

=
1

2πi
res∞

(
xkdS

)
, k > 0 (A.29)

à òàêæå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó 6

∂F
∂Sn

= Πn =

∫
B′

n

dS (A.30)

ñ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûì êîíòóðîì B′
n ïðîõîäÿùèì èç ∞− íà íèæíåì ëèñòå ê ∞+ íà

âåðõíåì ëèñòå ÷åðåç n-é ðàçðåç (íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî âìåñòî t0 ìîæíî ýêâèâàëåíòíî
èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòð Sn = t0 −

∑n−1
i=1 Sα).

6 Íàèâíî ïîíèìàåìûé èíòåãðàë â (A.30) ðàñõîäèòñÿ, è åãî ñëåäóåò äîîïðåäåëèòü ïîäõîäÿùåé ðåãóëÿ-
ðèçàöèåé. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îáîéòè ýòè ñëîæíîñòè - ðàññìàòðèâàòü ïàðó îòìå÷åííûõ òî÷åê ∞ è ∞− êàê
âûðîæäåííóþ ðó÷êó; òîãäà âû÷åò (A.23) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî A-ïåðèîäà, â òî âðåìÿ
êàê èíòåãðàë (A.30) íàñëåäóåòñÿ èç âûðîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî B-ïåðèîäà, ñì. ðèñ. 1. Ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ýòîò ðàñõîäÿùèéñÿ ïåðèîä âñåãäà ìîæåò áûòü çàìåíåí êîíå÷íîé âåëè÷èíîé, ñì., íàïðèìåð,
ãàóññîâ ïðèìåð (4.22).
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