
Àëãåáðà, ëèñòîê 7 (êðàéíèé ñðîê ñäà÷è � 1 ìàðòà)

Â ýòîì ëèñòêå íå ðàçðåøàåòñÿ îïèðàòüñÿ íè íà êàêèå ñâåäåíèÿ î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ, êðîìå

îïðåäåëåíèÿ: â ò.÷. íà òåîðåìó Ãàìèëüòîíà�Êýëè, ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëüíûõ ôîðì è ò.ä.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
íàä çàìêíóòûì ïîëåì åñòü a) ñîáñòâåííûé âåêòîð è b) èíâàðèàíòíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.
c) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ îò êîíå÷íîìåðíîñòè èëè çàìêíóòîñòè, ñîáñòâåííûé âåêòîð
ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.

2. Åñëè ëèíåéíûå îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, òî a) êàæäûé èç íèõ ñîõðàíÿåò ÿäðî è îáðàç äðó-
ãîãî, è b) â êîìïëåêñíîì êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ó íèõ åñòü îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. c)×

Åñëè rk(AB −BA) = 1 , òî ó êîìïëåêñíûõ ìàòðèö A è B åñòü îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

3. Äîêàæèòå äèàãîíàëèçóåìîñòü è ïåðå÷èñëèòå âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà
â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ó êîòîðîãî n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

4. Äîêàæèòå äèàãîíàëèçóåìîñòü ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ (íå ïðåäïîëàãàÿ êîíå÷íîìåðíîñòü!);
îïèøèòå, êàêèå ó íèõ áûâàþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà, è êàêèå íàáîðû ïîäïðîñòðàíñòâ ìîãóò
îêàçàòüñÿ íàáîðàìè èõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: a) èäåìïîòåíòíûé îïåðàòîð (òàêîé ÷òî
F 2 = F ), b) êâàäðàòíûé êîðåíü èç åäèíèöû (òàêîé ÷òî F 2 = Id) íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè
6= 2 è c)× êîðåíü èç åäèíèöû ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè íàä C . d) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåäèàãî-
íàëèçóåìîãî êîðíÿ èç åäèíèöû, e)× äàæå êâàäðàòíîãî.

5. Ïóñòü A ∈ gl(n,C) � ôèêñèðîâàííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà
f : gl(n,C)→ gl(n,C) , òàêîãî ÷òî a) f(X) = X+X t , b) f(X) = AX , c) f(X) = AX−XA , d)
f(X) = A−1XA . e) Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ
ýòèõ îïåðàòîðîâ, åñëè A � ïðîèçâîëüíàÿ äèàãîíàëèçóåìàÿ ìàòðèöà ñ n ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

6. Äîêàæèòå (íå èñïîëüçóÿ íèêàêèõ ñâåäåíèé î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ, êðîìå îïðåäåëåíèÿ):
a) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà F : C2 → C2 ðàâåí t2 ⇔ F 2 = 0 .

b) Â óñëîâèÿõ ïðîøëîãî ïóíêòà F 6= 0 ⇒ ìàòðèöà F â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ðàâíà
(
0 1
0 0

)
.

c) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí F : C2 → C2 ðàâåí (t− a)2 ⇔ (F − a · Id)2 = 0 .

d) Â óñëîâèÿõ ïðîøëîãî ïóíêòà ìàòðèöà F â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ðàâíà
(
a 1
0 a

)
èëè

(
a 0
0 a

)
.

e) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà F : C2 → C2 ðàâåí (x− a)(x− b), a 6= b ⇔
ìàòðèöà F â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ðàâíà

(
a 0
0 b

)
, a 6= b ⇒ (F − a · Id)(F − b · Id) = 0, a 6= b .

f) Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí F : R2 → R2 ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè,
òî ê íåìó ïðèìåíèì îäèí èç ïðîøëûõ ïóíêòîâ, à åñëè íåò, òî F èìååò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

u± iv ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè a± ib, b 6= 0 , è ìàòðèöà F â áàçèñå (u, v) ðàâíà
(
a −b
b a

)
.

g) Ñóùåñòâóåò îïåðàòîð F : F2
2 → F2

2 , ìàòðèöà êîòîðîãî íè â êàêîì áàçèñå íå ðàâíà íè îäíîé
èç âûøå óêàçàííûõ. Îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñâîåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
h) Âñå ïðèìåðû èç ïðîøëîãî ïóíêòà ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó.
i)× Îïèøèòå âñå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðîâ F : F2

p → F2
p äëÿ ïðîñòîãî p .

7. Ïóñòü f : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äîêàæèòå, ÷òî a) Kerfk ⊂ Kerfk+1 = f−1(Kerfk) , è
b) f : Kerfk+1/Kerfk → Kerfk/Kerfk−1 � âëîæåíèå.
c) Ïðè dimV < ∞ äîêàæèòå, ÷òî 0 6 dimKerfk+1 − dimKerfk 6 dimKerfk − dimKerfk−1 ,
ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë dimKerfk íåóáûâàþùàÿ è âûïóêëàÿ.
d) Îáðàòíî, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
dk 6 dimV, d0 = 0 , ñóùåñòâóåò îïåðàòîð f : V → V , òàêîé ÷òî dimKerfk = dk .
e) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè fN = 0 äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N (ò.å. f � íèëüïîòåíòåí), òî fdimV = 0 .

8. Åñëè äâå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ñîïðÿæåíû íàä C , îáÿçàòåëüíî ëè îíè ñîïðÿæåíû íàä R?

9. Ñóùåñòâóåò ëè îïåðàòîð R4 → R4 , èìåþùèé åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå
ïðîñòðàíñòâî? Êàêîé ìîæåò áûòü åãî ðàçìåðíîñòü?


