
Ïðèêëàäíûå ìåòîäû àíàëèçà II
ÂØÝ, 2-é ñåìåñòð 2015/2016 ãã.

Ïðèìåðíûé ïëàí êóðñà:

1. Àñèìïòîòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ:
- ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ;
- àñèìïòîòèêà êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèÿ;
- àñèìïòîòèêà èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà è Ôóðüå;
- ìåòîä ïåðåâàëà;
- ôîðìóëà Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà;
- ôîðìóëû Ñòèðëèíãà è àñèìïòîòèêè Ã-ôóíêöèè.
2. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè:

- ôóíêöèÿ Ýéðè è åå ïðèëîæåíèÿ;
- ôóíêöèè Áåññåëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ;
- ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè;
- âûðîæäåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè;
- îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.
À òàêæå, ïðè íàëè÷èè âðåìåíè, âîçìîæíî:

- ζ ôóíêöèÿ Ðèìàíà è ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà;
- ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ìè ìíîãî÷ëåíû Ìàêäîíàëüäà.

Ïîðÿäîê ðàáîòû. Â êîíöå êàæäîé ëåêöèè áóäåò âûäàâàòüñÿ íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷
(1-3), êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, áóäóò ðàçáèðàòüñÿ íà ñëåäóþùåì çàíÿòèè. Êóðñ çàêàí÷èâàåòñÿ
óñòíûì ýêçàìåíîì. Ó÷àñòèå â ðåøåíèè çàäà÷ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà åãî ðåçóëüòàò.
Ëèòåðàòóðà. Èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì àíàëèçà, íàïð.:

Êîïñîí, Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ,
Îëâåð, Àñèìïòîòèêà è ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè,
Ôåäîðþê, Ìåòîä ïåðåâàëà,
Ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì êëàññè÷åñêèìè ó÷åáíèêàìè ÿâëÿþòñÿ:

Óèòòåêåð, Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà, òîì 2,
Íèêèôîðîâ, Óâàðîâ, Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
Áåéòìåí, Ýðäåéè, Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè, ò 1,2,3. è äðóãèå

1. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

Çàíÿòèå 1

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë G(x) =
∞∫
0

e−xt

1 + t
dt êàê ôóíê-

öèþ ïàðàìåòðà x. Çàìåíÿÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (1 + t)−1 íà ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä Òýéëîðà,
ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

G(x) =
∑
n≥0

(−1)n
∫ ∞
0

e−xttndt =
∑
n≥0

(−1)n
∫ ∞
0

e−xt
(xt)n

xn+1
d(xt) =

∑
n≥0

(−1)n
Γ(n+ 1)

xn+1
=

=
∑
n≥0

(−1)n
n!

xn+1
.

Ïîëó÷èëè ðÿä, ðàñõîäÿùèéñÿ ïðè ëþáîì x, îòëè÷íîì îò íóëÿ, ÷òî ãîâîðèò î íåïðàâîìåðíîñòè
ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé. Ýòîãî ìîæíî áûëî îæèäàòü, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìîå ðàçëîæåíèå
èìååò ìåñòî íå íà âñåì ïðîìåæóòêå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîâòîðèì òå æå âû÷èñëåíèÿ ñ êîíå÷íîé
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÷àñòüþ ðÿäà Òýéëîðà ôóíêöèè (1 + t)−1. Ïî ôîðìóëå ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè

1

1 + t
= 1− t+ t2 + . . .+ (−1)n−1tn−1 + (−1)n

tn

1 + t
,

ïîýòîìó

G(x) =
n−1∑
k=0

(−1)k
∫ ∞
0

e−txtkdt+ (−1)n
∫ ∞
0

tne−xt

1 + t
dt =

n−1∑
k=0

(−1)k
k!

xk+1
+ (−1)n

∫ ∞
0

tne−xt

1 + t
dt

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

Rn(x) = (−1)n
∫ ∞
0

tne−xt

1 + t
dt

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îøèáêó ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè G(x) êîíå÷íûì ðÿäîì
∑n−1

k=0
(−1)kk!
xk+1 . Íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî ïðè Rex = a > 0

|Rn(x)| <
∫ ∞
0

tne−atdt =
n!

an+1
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè x � äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî ìû è ïðåäïîëîæèì äàëåå äëÿ
ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, òî |Rn(x)| < n!

xn+1 è ýòîò îñòàòîê èìååò çíàê (−1)n.
Èçó÷èì ïîâåäåíèå îøèáêè â çàâèñèìîñòè îò n è x.

a) Ôèêñèðóåì n. Òîãäà ñ ðîñòîì x îñòàòîê Rn(x) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
á) Ôèêñèðóåì x. Îøèáêà óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì n, ïîêà n íå ïðåâîñõîäèò öåëîé ÷àñòè [x]

÷èñëà x. Çàòåì îøèáêà Rn(x) íà÷èíàåò ðàñòè. Â ñàìîì äåëå,
n!

xn+1
=

1

x
· 1
x
· 2
x
· · · n

x
, è ïðè

n > x êàæäûé ìíîæèòåëü, íà÷èíàÿ ñ [x] + 1-ãî, áîëüøå åäèíèöû.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ÷èñëåííîå ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà èìååò îøèáêó, íå ìåíüøóþ

ε(x) =
[x]!

x[x]
. Îíà âåñüìà ìàëà ïðè áîëüøèõ x. Íàïðèìåð, ïðè x = 10 îøèáêà ε ∼ 10−3, à

ïðè x = 100 îøèáêà ε ∼ 10−40, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü
õîðîøèìè, íåñìîòðÿ íà íåóñòðàíèìûå îøèáêè.

Ïðèâåäåííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèé áûë àêñèîìàòèçèðîâàí À.Ïóàíêàðå â 1890 ã.

1.2. Ïîäõîä Ïóàíêàðå. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü D � îáëàñòü â C, z0 ∈ D̄ - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà D.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕn(z), n ≥ 1, z ∈ D íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ïðè z → z0 â D, åñëè âñå ϕn(z) îïðåäåëåíû â D è äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 ϕn+1(z) = o(ϕn(z))
ïðè z → z0.

Ïóñòü {ϕn(z)} - àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðÿä
∞∑
n=1

anϕn(z) íàçûâàåòñÿ àñèìïòî-

òè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f(z) ïðè z → z0 â D, f(z) ∼
∑
n≥1

anϕn(z), åñëè äëÿ âñÿêîãî

n ≥ 1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

f(z)−
n∑
k=1

akϕk(z) = o(ϕn(z)), z → z0, z ∈ D.

Íàïîìíèì ñèìâîëèêó áåñêîíå÷íî ìàëûõ.

1. f(z) ∼ g(z) ïðè z → z0, z ∈ D îçíà÷àåò, ÷òî lim
z→z0,z∈D

f(z)

g(z)
= 1.

2. f(z) = o(g(z)) ïðè z → z0, z ∈ D îçíà÷àåò, ÷òî lim
z→z0,z∈D

f(z)

g(z)
= 0.

3. f(z) = O(g(z)) ïðè z → z0, z ∈ D îçíà÷àåò, ÷òî
f(z)

g(z)
îãðàíè÷åíî â ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè z0 c D.
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Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ th z åñòü o(1) ïðè z →∞, | arg z| < π

2
− δ. Â ñàìîì äåëå,

th z =
1− e−2z

1 + e−2z

è ïðè |z| > R c ó÷åòîì | arg z| < π

2
− δ âåðíî íåðàâåíñòâî Re z > |z|/ sin δ. Ïîýòîìó ïðè ñòðåì-

ëåíèè z ê áåñêîíå÷íîñòè â óêàçàííîé îáëàñòè Re z òàêæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè; ñîîòâåò-
ñòâåííî, |e−z| ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Îäíàêî, ýòî íå òàê â îáëàñòè Re z > 0 , ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïðè ñòðåìëåíèè z ê áåñêî-

íå÷íîñòè Re z ìîæåò ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ, òàê ÷òî |e−z| ê íóëþ íå ñòðåìèòñÿ.
Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñòåïåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàïðèìåð,

ϕn(z) = zn ïðè z0 = 0 èëè ϕn(z) = z−n ïðè z0 = ∞. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) èìååò àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî çàäàííîé ñèñòåìå ôóíêöèé, òî åãî êîýôôèöèåíòû åäèíñòâåííû. Â ñàìîì
äåëå, èç îïðåäåëåíèÿ èìååì ïðè z → z0, z ∈ D

f(z)− a1ϕ1(z) = o(ϕ1(z)), îòêóäà a1 = lim
z→z0, z∈D

f(z)

ϕ1(z)
,

f(z)−
n∑
k=1

akϕk(z) = o(ϕn(z)), îòêóäà an = lim
z→z0, z∈D

f(z)−
∑n−1

k=1 akϕk(z)

ϕn(z)

Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âûïîëíåíà áîëåå òî÷-
íàÿ îöåíêà îøèáêè:

f(z)−
n∑
k=1

akϕk(z) = O(ϕn+1(z))

ïðè z → z0 è z ∈ D, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê äðóãîé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì; ðàç-

ëè÷íûå ôóíêöèè ìîãóò èìåòü îäíî è òîæå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(z) = e−
1
z2 èìååò íóëåâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íóëå ïî ñòåïåíÿì z,

e−
1
z2 ∼ 0 + 0 · z + ...+ 0 · zn + ... z → 0

ïîñêîëüêó óáûâàåò ïðè z → 0 áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè z.
Ôîðìóëà Òýéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî,

f(z) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
zk + o(zn+1)

ãîâîðèò, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèèðóåìàÿ â íóëå, èìååò ñâîé ðÿä Òýéëîðà
â êà÷åñòâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (âíå çàâèñèìîñòè îò åãî ñõîäèìîñòè). Îäíàêî, ïî-
íÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ øèðå ôîðìóëû Òýéëîðà: âî-ïåðâûõ, ìîæíî áðàòü èíûå
àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàïðèìåð,

ϕ1(z) = z−2, ϕ2(z) = z−1, . . . , ϕn(z) = zn−3, ..., z0 = 0.

Òîãäà ôóíöèè, äîïóñêàþùèå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ýòîé ñèñòåìå, ìîãóò ñòðåìèòüñÿ
ê ∞ ïðè z → 0 è òåì ñàìûì íå èìåòü íèêàêèõ ïðîèçâîäíûõ â íóëå. Âî-âòîðûõ, êàê ïðàâèëî,
àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñåêòîðàõ èëè ïîëóïëîñêîñòÿõ òèïà Re z > 0 è
íå êîíòðîëèðóþò ïîâåäåíèå ôóíêöèè âíå ýòèõ ñåêòîðîâ.

Çàäà÷è 14.01.2016

1. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ez èìååò íóëåâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì 1/z
ïðè z →∞ â ñåêòîðå −π

2
+ ε < arg z < π

2
− ε è íå èìååò òàêîâîãî â ïîëóïëîñêîñòè Rez < 0.
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2. Íàáîð ôóíêöèé

1,
1

x
, ...,

1

xn
, ..., lnx,

lnx

x
, ...,

lnx

xn
, ..., ln2 x,

ln2 x

x
, ...,

ln2 x

xn
, ...,

âûñòðîèòü d àñèìïòîòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x→∞, x > 0.
3. Èçâåñòíî, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∑
n>0

1
n
ðàñõîäèòñÿ. Áîëåå òîãî, ñóììà åãî ïåðâûõ N

÷ëåíîâ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà lnN . Åùå òî÷íåå,

lim
N→∞

N∑
n=0

1

n
− lnN = γ,

ãäå γ -ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà-Ìàñêåðîíè γ = 0, 57721...... Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèé ÷ëåí àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, ò.å., íàéòè òàêîå α, ÷òî

N∑
n=0

1

n
= lnN + γ +

α

N
+ o

(
1

N

)
.

Çàíÿòèå 2

1.3. Ïðèáëèæåííîå íàõîæäåíèå íóëåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé. Ïðèìåð. Òðàíñ-
öåíäåíòíîå óðàâíåíèå x sinx = 1 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé. Ïðè áîëüøèõ x n-íûé êîðåíü
âåäåò ñåáÿ êàê x = πn + o(1) . Óòî÷íèì åãî ïîâåäåíèå. Ïîëîæèì x = πn + αn, ãäå αn = o(1) è
ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå sinx = x−1. Ïîëüçóÿñü ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé
sinx è (1 + x)−1, ïîëó÷àåì:

sinx = (−1)n (αn + o(αn)) =
1

πn+ αn
=

1

πn (1 + αn/πn)
=

1

πn

(
1− αn

πn
+ o

(αn
πn

))
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä
1

πn
+ o

(
1

n

)
,

ïîýòîìó, ãëÿäÿ íà ëåâóþ ÷àñòü, çàêëþ÷àåì, ÷òî αn = (−1)n/(πn) + βn, ãäå βn = o(1/n). Ïîä-
ñòàâèì âíîâü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèì
÷ëåíîì â ðÿäå Òýéëîðà äëÿ ñèíóñà, ïîëó÷èì

(−1)n
(

(−1)n
1

πn
− (−1)n

1

6(πn)3
+ βn + o

(
1

n3

))
=

1

πn

(
1− (−1)n

(πn)2
+ o

(
1

n2

))
,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî βn = − 1

6(πn)3
− (−1)n

(πn)3
+ o

(
1

n2

)
, òàê ÷òî

x = πn+ (−1)n
1

πn
− 1

6(πn)3
− (−1)n

(πn)3
+ o

(
1

n2

)
.

Èòåðèðóÿ ïðîöåññ, ìîæåì ïîëó÷èòü ïîëíîå àñèìïòîòè÷ñêîå ðàçëîæåíèå êîðíÿ ïî n.

Çàäà÷è 21.01.2016

1. Íàéòè íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè êîðíÿ óðàâíåíèÿ x2 = λ+ log x ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ (λ→ +∞).
Çàìå÷àíèå. Ðåøåíèå çàäà÷è ïîäðàçóìåâàåò è ïîäáîð àñìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-

ìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ïðèãîäíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.
2. a) Íàéäèòå íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè λ→ +∞ ïîëîæè-

òåëüíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ x3 − 3x = λ3

á)* Íàéäèòå âñå êîýôôèöèåíòû àñèìïîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ
â)* Òî æå äëÿ óðàâíåíèÿ x5 − 5x = λ5.
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Çàíÿòèå 3

Íàéäåì ïåðâûå äâà íåòðèâèàëüíûõ ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ êóáè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

x3 − 3x = λ3.

Ïðè x > 1 ôóíêöèÿ f(x) = x3 − 3x ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è

f(λ) = λ3 − 3λ < λ3, à f(λ+ 1) = λ3 + 3λ2 − 2 > λ3 ïðè λ > 1.

Çíà÷èò, ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ λ óðàâíåíèå x3 − 3x = λ3 èìååò êîðåíü x, òàêîé ÷òî

λ < x < λ+ 1.

Çàïèøåì ýòîò êîðåíü â âèäå x = λ+α. Ìû óæå çíàåì, ÷òî α îãðàíè÷åíî ïðè λ→∞, α = O(1).
Ðàçäåëèì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå

3λ2α + 3λα2 + α3 − 3λ− 3α = 0

íà λ2:

3α + 3
α2

λ
+
α3 − 3α

λ2
− 3

1

λ
= 0

íà λ2 è óñòðåìèì λ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñêîëüêó α = O(1), ïðåäåë âñåõ ñëàãàåìûõ, êðîìå ïåðâîãî,
ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, limλ→∞ α = 0, ò.å., α = o(1) ïðè λ→∞. Èñïîëüçóåì ýòî äëÿ áîëåå òî÷íîé
îöåíêè, ðàçäåëèâ èñõîäíîå óðàâíåíèå íå íà λ2, à íà λ:

3αλ+ 3α2 +
α3 − 3α

λ
− 3 = 0,

Òåïåðü ðàññìîòðåíèå ïðåäåëà ïðè λ→∞ ïîêàçûâàåò, ÷òî limλ→∞ αλ = 1. Òàêèì îáðàçîì,

x = λ+
1

λ
+O

(
1

λ

)
.

Ïîäîéäåì òåïåðü ê çàäà÷å ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè ðåøå-
íèÿ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îíè ïðîèñõîäÿò èç òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëû

cos 3x = 4 cos3 x− 3 cosx èëè 2 cos 3x = (2 cos x)3 − 3(2 cosx).

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà x = 2 cos t ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

2 cos 3t = λ3.

Îäíàêî, òàêîå óðàâíåíèå ïðè áîëüøèõ λ íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, ïîýòîìó èìååò ñìûñë
ïåðåéòè ê ãèïåðáîëè÷åñêèì ôóíêöèÿì x = 2 ch t, 2 ch 3t = λ3. Â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé z = et

èñõîäíîå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñèñòåìó

x = z +
1

z
, z3 +

1

z3
= λ3,

äî êîòîðîé ìîæíî äîäóìàòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííî. Èíòåðåñóþùèé íàñ áîëüøîé ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü òåïåðü èìååò âèä

x =
3

√
λ3 +

√
λ6 − 4

2
+

3

√
λ3 −

√
λ6 − 4

2
= λ

 3

√
1 +

√
1− 4/λ6

2
+

3

√
1−

√
1− 4/λ6

2


Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðè áîëüøèõ λ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Òåéëîðà ïî λ−1, íà÷è-
íàþùèéñÿ ñ 1 +λ−2. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîäòâåðæäàåì ïðåäûäóùèå âû÷èñëåíèÿ è óáåæäàåìñÿ
ïðè ýòîì, ÷òî èñêîìîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå êîðíÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà ñàìîì
äåëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì.
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1.4. Îöåíêà èíòåãðàëà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Äðóãîé ïðèìåð àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðàçëîæåíèÿ ïðåäîñòàâëÿåò îöåíêà èíòåãðàëà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt.

Çàäà÷à - èññëåäîâàòü Φ(x) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x, Φ(x) = 1−?. Çàäà÷à, òåì ñàìûì, ñâî-

äèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè áîëüøèõ x èíòåãðàëà F (x) =
∫∞
x
e−

t2

2 dt.
Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì:

F (x) =

∫ ∞
x

e−
t2

2 dt =
1√
2

∫ ∞
x2

2

e−u
du√
u

= − 1√
2

∫ ∞
x2

2

de−u
du√
u

= − 1√
2u
e−u|∞x2

2

− 1

2
√

2

∫ ∞
x2

2

e−uu−3/2du

=
e−

x2

2

x
+

1

2
√

2
e−uu−3/2|∞x2

2

+
3

4
√

2

∫ ∞
x2

2

e−uu−5/2du =
e−

x2

2

x
− e−

x2

2

x3
+

3

4
√

2

∫ ∞
x2

2

e−uu−5/2du.

Îöåíèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë . Ýêñïîíåíòà â íåì íå ïðåâûøàåò ñâîåãî êðàéíåãî çíà÷åíèÿ, ðàâ-

íîãî e−
x2

2 , îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë îò ñòåïåííîé ôóíêöèè ñ÷èòàåòñÿ, òàê ÷òî ýòîò èíòåãðàë íå
ïðåâûøàåò

e−x
2/2

2
√

2x3
.

è èìååò, òàê æå êàê è ïðåäûäóùèé ÷ëåí, ïîðÿäîê O(x−3e−x
2/2). Òaêèì îáðàçîì,

F (x) = e−
x2

2

(
1

x
+O

(
1

x3

))
.

Çàäà÷è 27.01.2016

1. Íàéòè ñëåäóþùèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ áîëüøîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ
óðàâíåíèÿ x3 − 3x = λ3.
2. Ïîëó÷èòü ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòè

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x.

Çàíÿòèå 4

Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà Ôðåíåëÿ F (x) =
∞∫
x

cosu2du êàê ôóíêöèþ íèæíåãî ïðåäå-

ëà. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

F (x) =
1

2

∞∫
x2

t−1/2 cos tdt =
1

2

∞∫
x2

t−1/2d sin t =
1

2
t−1/2 sin t

∣∣∣∣∞
x2

+
1

4

∞∫
x2

t−3/2 sin tdt =

= −1

2

sinx2

x
− 1

2

∞∫
x2

t−3/2d cos t

 = −1

2

sinx2

x
− 1

2

cosx2

x3
+

1 · 3
2 · 2

∞∫
x2

t−5/2 cos tdt

 =

= −1

2

(
sinx2

x
− 1

2

cosx2

x3
+ . . .+

(−1)n(4n− 1)!!

22n

sinx2

x4n+1
+

(−1)n+1(4n+ 1)!!

22n+1

cosx2

x4n+3
+Rn

)
,
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ãäå Rn =
(−1)n(4n+ 5)!!

22n+2

∞∫
x2

t−(2n+ 5
2) cos tdt. Îöåíèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, çàìåíèâ cos t íà 1:

∣∣∣∣∣∣
∞∫

x2

t−(2n+ 5
2) cos tdt

∣∣∣∣∣∣ <
∞∫

x2

t−(2n+ 5
2)dt =

2

4n+ 3

1

x4n+3
.

Â ýòîé îöåíêå îñòàòîê èìååò ïîðÿäîê ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ðàññìîòðåííîãî ïðòáëèæåíèÿ èí-
òåãðàëà Ôðåíåëÿ F (x). Îáúåäèíèâ òåïåðü Rn c ýòèì ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì, ïîëó÷èì îöåíêó

F (x) = −1

2

(
sinx2

x
− 1

2

cosx2

x3
+ . . .+

(−1)n(4n− 1)!!

22n

sinx2

x4n+1

)
+O

(
1

x4n+3

)
,

êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè x→ +∞ ôóíêöèÿ F (x) äîïóñêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âèäà

F (x) ∼ sinx2

(
∞∑
n=0

anx
−4n−1

)
+ cosx2

(
∞∑
n=0

bnx
−4n−3

)
,

êîòîðîå îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå

F (x) ∼ −
∞∑
n=0

Γ
(
n+ 1

2

)
2Γ
(
1
2

) x−2n−1 sin
(
x2 − nπ

2

)
.

Ôîðìàëüíî ñèñòåìà ôóíêöèé

fn(x) =


sinx2

x2n+1
, n = 2k,

cosx2

x2n+1
, n = 2k + 1

, n ≥ 0, x→ +∞

íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðè x→ +∞ â ñìûñëå Ïóàíêàðå, ïîñêîëü-

êó îòíîøåíèå
fn+1(x)

fn(x)
ðàâíî ëèáî x−2 tg x2, ëèáî x−2 ctg x2 â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n è íå

èìååò çà ñ÷åò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé ïðåäåëà ïðè x→ +∞. Îäíàêî, ðàçëîæåíèå äà-
åò õîðîøóþ ñòåïåííóþ îöåíêó îñòàòêà ïîðÿäêà x−2n−2 è âïîëíå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ
ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé è àñèìïòîòè÷åêîãî àíàëèçà. Äëÿ ðàáîòû ñ òàêèìè ðàçëîæåíèÿìè
îïðåäåëåíèå Ïóàêàðå ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè (è îáà îíè èñïîëüçóþòñÿ!).
1-ûé ñïîñîá. Ðàçðåøèì ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, íàëîæèâ

ëèøü óñëîâèå èõ îãðàíè÷åííîñòè â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x), x→ x0, x ∈ D, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèáëèæåíèÿ âèäà

f(x) = a1(x)f1(x) + · · ·+ an(x)fn(x) + o(fn(x)),

ãäå êàæäûé êîýôôèöèåíò ak(x) îãðàíè÷åí â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Â íàøåì ïðèìåðå
x0 = +∞, D = R+, fn(x) = x−2n−1, an(x) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ cosx2 è sinx2. Ñîîòâåòñòâó-
þùèé ñìûñë âêëàäûâàåòñÿ è â àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

f(x) ∼
∞∑
k=0

ak(x)fk(x), , x→ x0, x ∈ D.

2-îé ñïîñîá. Ìîæíî äîïóñòèòü ñîñòàâíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè) âèäà

f(x) ∼
∞∑
k=0

akfk(x) +
∞∑
k=0

bkgk(x), , x→ x0, x ∈ D,

ãäå {fn(x)} è {gn(x)} � ðàçíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå

fn(x) =
sinx2

xn
, gn(x) =

cosx2

xn
.



8

Ýòîò ïîäõîä, ïîìèìî ïðî÷åãî, ïîçâîëÿåò óâåëè÷èâàòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðàçëîæåíèÿ.

1.5. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà Ëàïëàñà. Ïóñòü f(t) � ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà
t > 0 òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë

(1.1) F (x) =

∫ ∞
0

f(t)e−xtdt

(ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f(t)) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ äåéñòâèòåëüíûõ
x > 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî èíòåãðàëà∫∞
0
|f(t)|e−x0tdt = M äëÿ íåêîòîðîãî x0 > 0.

Âñå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëàïëàñà (1.1) îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé îöåíêå:
Ëåììà Âàòñîíà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) òàêîâà, ÷òî

à) èíòåãðàë
∫∞
0
|f(t)|e−x0tdt = M êîíå÷åí äëÿ íåêîòîðîãî x0 > 0;

á) f(t) = O(ta) ïðè t→ 0 äëÿ íåêîòîðîãî a > −1.

Òîãäà
∫∞
0
f(t)e−xtdt = O

(
1

xa+1

)
ïðè x→∞, Rex > 0 (áîëåå òî÷íî: åñëè x ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè, îñòàâàÿñü âíóòðè íåêîòîðîãî ñåêòîðà −π
2

+ δ < arg x < π
2
− δ, δ > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì èíòåãðàë íà äâå ÷àñòè:∫ ∞
0

f(t)e−xtdt =

∫ ε

0

f(t)e−xtdt+

∫ ∞
ε

f(t)e−xtdt,

ãäå ε - ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îöåíèì âíà÷àëå âòîðîé èíòåãðàë ïðè Rex >
x0: ∣∣∣∣∫ ∞

ε

f(t)e−xtdt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
ε

f(t)e−x0te−(x−x0)tdt

∣∣∣∣ < M |e−(x−x0)ε| = Me−Re(x−x0)ε = M̃e−εRex,

ãäå M̃ = Me−Rex0 . Åñëè x ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè âíóòðè óêàçàííîãî ñåêòîðà, òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì ε èíòåãðàë e−εRex ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè x, ò.å.,

∫∞
ε
f(t)e−xtdt =

o(x−n) äëÿ âñåõ n.
Â ïåðâîì èíòåãðàëå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé |f(t)| < Cta

äëÿ íåêîòîðîãî C > 0, òàê ÷òî ∣∣∣∣∫ ε

0

f(t)e−xtdt

∣∣∣∣ < C

∫ ε

0

tae−σtdt,

ãäå σ = Rex. Óâåëè÷èì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ äî áåñêîíå÷íîãî∣∣∣∣∫ ε

0

f(t)e−xtdt

∣∣∣∣ < C

∫ ∞
0

tae−σtdt =
C

σa+1

∫ ∞
0

(σt)ae−σtdσt = C
Γ(a+ 1)

σa+1

= O

(
1

σa+1

)
= O

(
1

xa+1

)
,

åñëè x→∞, îñòàâàÿñü â ñåêòîðå −π
2

+ δ < arg x < π
2
− δ.

Èç ëåììû Âàòñîíà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(t) òàêîâà, ÷òî |f(t)| < ex0t ïðè áîëüøèõ t è
f(t) = a1t

α1 + · · · antαn + O(tαn+1) ïðè t → 0 è íåêîòîðûõ a1, ..., an è âåùåñòâåííûõ α1, ...αn+1,
òàêèõ, ÷òî −1 < α1 < α2 < ... < αn+1, òî∫ ∞

0

f(t)e−xtdt = a1
Γ(α1 + 1)

xα1+1
+ · · ·+ an

Γ(αn + 1)

xαn+1
+O

(
1

xαn+1+1

)
.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f(t), ðàñòóùåé íà áåñêîíå÷íîñòè íå áûñòðåå íåêîòîðîé ýêñïîíåíòû è
èìåþùåé â íóëå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

f(t) ∼
∞∑
k=0

akt
k, t→ 0,
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åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F (x) =
∫∞
0
f(t)e−xtdt èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â îïèñàí-

íîì âûøå ñåêòîðå

F (x) ∼
∞∑
k=0

k!ak
xk+1

, x→∞.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ è ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî

èíòåãðàëà
∫ b
0
f(t)e−xtdt � áåñêîíå÷íûé îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ, îòäåëåííûé îò íóëÿ, êàæäûé

ðàç äàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûé âêëàä.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îöåíèâàþòñÿ èíòåãðàëû âèäà

I(x) =

∫ ∞
0

g(t)exϕ(t)dt,

ãäå ϕ(t) - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ îò 0 ê −∞ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. À èìåííî, ñäåëàåì
â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ t = −ψ(τ), ãäå t = ψ(τ) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê τ = ϕ(t):

I(x) =

∫ ∞
0

g(ψ(τ))e−xτd(−ψ(τ)) = −
∫ ∞
0

g(ψ(τ))ψ′(τ)e−xτdτ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå èíòåãðàëà Ëàïëàñà I(x) = −
∫∞
0
f(τ)e−xτdτ , ãäå f(τ) =

g(ψ(τ))dψ(τ))
dτ

. Åñëè îáå ôóíêöèè g(t) è ϕ(t) èìåþò àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â íóëå,

ϕ(t) ∼
∞∑
k=1

akt
k, g(t) ∼

∞∑
k=0

bkt
k, t→ 0,

òî è ôóíêöèÿ f(τ) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íóëå f(τ) ∼
∑∞

k=0 ckτ
k, êîýôôèöèåíòû

êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ðåêêóðåíòíî (äëÿ ýòîãî ôàêòè÷åñêè òðåáóåòñÿ îáðàùåíèå ïåðâîãî ðÿäà):

c0 = b0a
−1
1 , c1 = b1a

−2
1 − 2a2b0a

−4
1 , . . .

è îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà I(x). Êàê è ðàíüøå, òå
æå îöåíêè âåðíû è äëÿ èíòåãðàëà ñ êîíå÷íûì âåðõíèì ïðåäåëîì.

1.6. Èíòåãðàëû ãàóññîâà òèïà. Ïóñòü f(t) - ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë
∫ +∞
−∞ f(t)e−xt

2
dt

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ x. Ïðåîáðàçîâàíèå∫ +∞

−∞
f(t)e−xt

2

dt =

∫ +∞

0

(f(t) + f(−t))e−xt2dt

è ïîñëåäóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ t =
√
τ òàêæå ñâîäÿò ýòîò èíòåãðàë ê èíòåãðàëó Ëàïëàñà∫ +∞

0

(f(
√
τ) + f(−

√
τ))e−xτ

dτ

2
√
τ

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ f(t) èìååò â íóëå àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó

f(t) =
2n∑
k=0

akt
k +O(t2n+1),

òî ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå îöåíèâàåòñÿ êàê

τ
1
2

2
(f(τ

1
2 ) + f(−τ

1
2 )) =

n∑
k=0

a2kτ
k− 1

2 +O
(
τn+

1
2

)
,

òàê ÷òî∫ +∞

−∞
f(t)e−xt

2

dt =
n∑
k=0

a2k
Γ(k + 1

2
)

xk+
1
2

+O

(
1

xk+
3
2

)
=
√
π

n∑
k=0

ak
(2k − 1)!!

2kxk+
1
2

+O

(
1

xk+
3
2

)
.

Êàê è ðàíüøå, ýòà æå îöåíêà âåðíà äëÿ èíòåãðàëà ïî ëþáîìó èíòåðâàëó, ñîäåðæàùåìó 0.
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Çàäà÷è 28.01.2016

1. Ïîëó÷èòü ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòè

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x äâóìÿ ñïîñîáàìè: èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è ñâåäåíèåì ê
èíòåãðàëó Ëàïëàñà.
2. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x èíòåãðàëà∫ ∞

0

e−x sh tdt

Çàíÿòèå 5

1.7. Ìåòîä ïåðåâàëà. Âåùåñòâåííàÿ âåðñèÿ. Ìåòîä ïåðåâàëà â ïðîñòåéøåé âåðñèè îïèñû-

âàåò àñèìïòîòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà I(x) =
∫ b
a
g(t)exϕ(t)dt, ãäå ϕ(t) èìååò åäèíñòâåííûé

ìàêñèìóì âî âíóòðåííåé òî÷êå t0 ∈ (a, b). Èìååì∫ b

a

g(t)exϕ(t)dt =

∫ b

a

g(t)exϕ(t0)+x(ϕ(t)−ϕ(t0))dt = exϕ(t0)
∫ b

a

g(t)ex(ϕ(t)−ϕ(t0))dt.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t = ψ(τ), îáðàùàþùóþ ñîîòíîøåíèå ϕ(t)− ϕ(t0) = −τ 2:∫ b

a

g(t)exϕ(t)dt =

∫ ψ(τ)=b

ψ(τ)=a

f(τ)e−xτ
2

dτ,

ãäå f(τ) = g(ψ(τ))ψ′(τ). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë I(x) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðè
x→ +∞: ∫ b

a

g(t)exϕ(t)dt ∼ exϕ(t0)

(
n∑
k≥0

c2k
Γ
(
n+ 1

2

)
xn+

1
2

+O

(
1

xn+
3
2

))
,

ãäå cn - êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ f(τ) â íóëå, âû÷èñëÿåìûå ðåêêóðåíòíî
ïî êîýôôèöèåíòàì àñèìïîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé g(t) è ϕ(t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = t0. Äëÿ
ýòîãî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ψ(τ) = d0 + d1τ + · · ·+ dnτ

n + o(τn)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè τ = 0:

ϕ′′(t0)

2
(ψ(τ)− t0)2 +

ϕ′′′(t0)

2
(ψ(τ)− t0)3 + · · · = −τ 2,

òàê ÷òî

ψ(τ) = t0 +

√
−2

ϕ′′(t0)
τ +

2ϕ′′′(t0)

3ϕ′′(t0)2
τ 2 + · · · .

Â ÷àñòíîñòè, c0 = g(ψ(0))ψ′(0) =
√

2
−ϕ′′(t0)g(t0).

Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âñå àðãóìåíòû ðàáîòàþò è äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè ϕ(t)
ñ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé t = t0 âíóòðè èíòåðâàëà, â êîòîðîé ϕ′(t0) = 0 è äåéñòâè-
òåëüíàÿ ÷àñòü ϕ(t0) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (çà èñêëþ÷åíèåì çíàêà ïåðåä τ 2 â ñîîòíîøå-
íèè ϕ(t) − ϕ(t0) = τ 2). Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî ïðè x → ∞ è

−π
2

+ δ < arg x < π
2
− δ. Êîýôôèöèåíò c0 = g(ψ(0))ψ′(0) =

√
2

ϕ′′(t0)
g(t0).
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1.8. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè Γ(x) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ
x ÷óòü áîëåå óäîáíî ïðåäñòàâèòü Γ(x) â âèäå

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
=

1

x

∫ ∞
0

e−ττxdτ =
1

x

∫ ∞
0

e−τ+x log τdτ.

Ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà êîíöàõ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ è èìååò
ìàêñèìóì â òî÷êå τ = x, ãäå (−τ + x log τ)′ = −1 + x/τ = 0. Ñäâèíåì òî÷êó ìàêèìóìà â 0
çàìåíîé ïåðåìåííûõ τ = (t+ 1)x. Ïîëó÷èì

Γ(x) =
1

x

∫ ∞
0

e−x−tx+x log(t+1)xxdt = xxe−x
∫ ∞
−1

ex(−t+log(t+1))dt,

òàê ÷òî
Γ(x)

xxe−x
=

∫ ∞
−1

exp(t)dt, p(t) = −t+ log(t+ 1)

ãäå ôóíêöèÿ p(t) èìååò åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì ñ ìàêñèìóìîì äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè â òî÷êå
0. Ê ýòîìó èíòåãðàëó ïðèìåíèì ìåòîä ïåðåâàëà:

Γ(x)

xxe−x
=

∫ ∞
−∞

e−xτ
2

ψ′(τ)dτ,

ãäå t = ψ(τ) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ t − log(t + 1) = τ 2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìòîòè÷åñêîãî
ðàçëîæåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà íåîáõîäèìî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè t = ψ(τ)
â íóëå. Ïóñòü t = ψ(τ) = a1τ + a2τ

2 + ...+ anτ
n +O(τn+1). Íàéäåì ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ:

t− log(1 + t) = t− t+
t2

2
− t3

3
+O(t4) =

1

2
(a1τ + a2τ

2 +O(τ 3))2 − 1

3
(a1τ +O(τ 2))3 = τ,

îòêóäà a1 =
√

2, a2 = 2
3
. Àíàëîãè÷íî a3 =

√
2

18
. Îòñþäà ψ′(τ) =

√
2 + 4

3
τ +
√

26τ 2 + O(τ 3). Èòàê,
ïðè x→∞ è −π

2
+ δ < arg x < π

2
− δ

Γ(x)

xxe−x
=

n∑
k=0

c2k
Γ(k + 1

2
)

xk+
1
2

+O

(
1

xn+1+ 1
2

)
,

ãäå c0 =
√

2, c2 =
√
2
6
, ò.å.,

Γ(x) = xxe−x
√

2π

x

(
1 +

1

12x
+O

(
1

x2

))
.

Îáùàÿ ôîðìóëà êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ Γ(x) íåèçâåñòíà.

2. Àñèìïòîòèêè èíòåãðàëîâ Ôóðüå

2.1. Îñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû. Ìû ðàññìàòðèâàåì òåïåðü èíòåãðàëû âèäà

F (x) =

+∞∫
−∞

dt eixtϕ(t).

Çäåñü, â îòëè÷èå îò èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà, äðóãàÿ ïðè÷èíà óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè � îñöèë-
ëÿöèè, ò.å. óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü. Îñíîâíîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà Ðèìàíà�Ëåáåãà. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

F (x) =

b∫
a

dt eixtϕ(t),

ãäå a è b êîíå÷íû, èëè áåñêîíå÷íû. Ïóñòü
à) ϕ(t) êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ
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á) â ñëó÷àå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà F (x) ñõîäèòñÿ îí ðàâíîìåðíî ïî x (íàïðèìåð ϕ(t)
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà)
Òîãäà F (x) = o(1) ïðè |x| → ∞, ò.å. lim|x|→∞ F (x) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà. Òîãäà ϕ(t) ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà [a, b] è äëÿ ëþáîãî ε ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå a = t0 < t1 < · · · < tn = b, òàêîå ÷òî
|ϕ(t)− ϕ(tm)| < ε âíóòðè êàæäîãî îòðåçêà ðàçáèåíèÿ. Òîãäà

n∑
k=1

tk∫
tk−1

dt eixtϕ(t) =
n∑
k=1

tk∫
tk−1

dt eixtϕ(tk) +
n∑
k=1

tk∫
tk−1

dt eixt[ϕ(t)− ϕ(ttk)]

︸ ︷︷ ︸
<(b−a)ε

<

<

n∑
k=1

ϕ(tk)
eixtk − e−ixtk−1

ix
+ (b− a)ε <

Mn

|x|
+ (b− a)ε,

òàê ÷òî îáà ÷ëåíà ìîãóò áûòü ñäåëàíû ñêîëü óãîäíî ìàëûìè ïðè áîëüøèõ |x|. �
Çàìå÷àíèå. Èíòåãðàë

∫∞
0
dt t−σeitx, −1 < σ < 0, ñõîäèòñÿ ïî t íå àáñîëþòíî, íî ðàâíîìåðíî ïî

x ïðè |x| → ∞, òàê ÷òî ëåììà Ðèìàíà�Ëåáåãà ê íåìó ïðèìåíèìà.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ϕ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç. Òîãäà

F (x) = eibx
(
ϕ(b)

ix
− ϕ′(b)

(ix)2
+
ϕ′′(b)

(ix)3
− · · ·+ (−1)n

ϕ(n−1)(b)

(ix)n

)
−

− eiax
(
ϕ(a)

ix
− ϕ′(a)

(ix)2
+
ϕ′′(a)

(ix)3
− · · ·+ (−1)n

ϕ(n−1)(a)

(ix)n

)
+ o(x−n)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

F (x) =

b∫
a

dt eixtϕ(t) =
eixtϕ(t)

ix

∣∣∣∣b
t=a

−
b∫

a

dt eixt
ϕ′(t)

ix
,

ãäå ïîñëåäíèé ÷ëåí èìååò ïîðÿäîê x−1 â ñèëó ëåììû. È òàê äàëåå.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü a = 0, b =∞, ϕ ∈ S (âïðî÷åì, äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî óáûâàíèÿ âìåñòå ñî
âñåìè ïðîèçâîäíûìè). Òîãäà

F (x) =

∞∫
0

dt eixtϕ(t) ∼
∞∑
k=0

ϕ(k)(0)

(
i

x

)k+1

, |x| → ∞.

Ñðàâíèì ñ èíòåãðàëîì Ëàïëàñà:

F (z) =

∞∫
0

dt e−ztϕ(t) ∼
∞∑
k=0

ϕ(k)(0)

(
1

z

)k+1

ãäå z → ∞ òàê, ÷òî | arg z| < π

2
− δ. Ïîäñòàâëÿÿ z = −ix =

x

i
, âèäèì, ÷òî àñèìïòîòè÷å-

ñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà Ôóðüå äëÿ áûñòðîóáûâàþùèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà Ëàïëàñà íà îáëàñòü
| arg z| ≤ π

2
.
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Ïðèìåð.

∞∫
0

dt
eitx

1 + t
∼ (−1)nn!

(
i

x

)n+1

, |x| → ∞,

∞∫
0

dt
e−tz

1 + t
∼ (−1)nn!

(
1

z

)n+1

, | arg z| ≤ π

2
→∞,

Íà ñàìîì äåëå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðàáîòàåò äàæå â îáëàñòè | arg z| < π − δ

Çàäà÷è 4.02.2016

1. Èññëåäóéòå àñèìïòîòèêó (x→ ±∞) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôèíèòíîé ôóíêöèè, çàäàííîé
íà ñâîåì íîñèòåëå [−a, a] ôîðìóëîé

y = e
− 1

(x2−a2)2 .

2. Îöåíèòå èíòåãðàë ∫ 1

0

ex
xn

(1 + x2)n
dx

ïðè áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ n
3. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà Ëàïëàñà âîçìîæíà è ïî íåöåëûì ñòåïåíÿì. Êàê îáîáùèòü ýòî íà

èíòåãðàë Ôóðüå?

Çàíÿòèå 6

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà Ëàïëàñà ôóíêöèé, èìåþùèõ íåöåëî÷èñëåííóþ
àñèìïòîòèêó íà êðàþ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çíàíèå èíòåãðàëàí

∞∫
0

dt tαe−pt =
Γ(α + 1)

pα+1
, α > −1.

Â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íóæåí èíòåãðàë
∞∫
0

dt tαeitx = eiπ(α+1)/2Γ(α + 1)

xα+1
, ãäå − 1 < α < 0,

÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü è â íóëå, è íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî:

∞∫
0

dt tαe−tx =

i∞∫
0

dt tαe−tx =

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî â ïåðâîì êâàäðàíòå âêëàä ïî ÷åòâåðòè áîëüøîãî êðóãà äàåò
â ïðåäåëå íîëü. Òàêèì îáðàçîì âî âòîðîì èíòåãðàëå t � ÷èñòî ìíèìî è 0 < t < i∞, òî÷íåå
0 < it <∞. Òîãäà

=

∞∫
0

d(−it)
−i

(−it)αeitx = e−iπ(α+1)/2

∞∫
0

dt eixttα.

Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ìû óìååì òîëüêî èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì îñöèëëèðóþùå èíòåãðàëû, è
íå óìååì îòùåïëÿòü, êàê â èíòåãðàëå Ëàïëàñà, ñòàíäàðòíûå èíòåãðàëû - îíè ðàñõîäÿòñÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè. Âûõîä â èñïîëüçîâàíèè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì ñ èíòåãðàëüíî çàäàííûìè
ôóíêöèÿìè, áëàãî îò íèõ ïîòðåáóþòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ.
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Íàïðèìåð, ïóñòü −1 < α < 0 è

F (x) =

∞∫
0

dt tαeitx︸ ︷︷ ︸
ψ′(t)

ϕ(t) = ψ(t)ϕ(t)
∣∣∞
0
−
∫ ∞
0

dt ψ(t)ϕ′(t),

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

ψ(t) =

t∫
∞

dτ ταeixτ .

Tîãäà

ψ(0) = −
∞∫
0

dτ ταeixτ = −eiπ(α+1)/2Γ(α + 1)

xα+1
,

òàê ÷òî

ψ(t) ∼ tαeitx

ix
ïðè t→ +∞.

(îöåíêà èíòåãðàëà
∫ t
∞ dτ τ

αeixτ ïî ÷àñòÿì). Ñëåäîâàòåëüíî,

F (x) ∼ Γ(α + 1)eiπ(α+1)/2

xα+1
−
∞∫
0

dt ψ(t)ϕ′(t),

ãäå ψ(t) îáëàäàåò óêàçàííîé âûøå àñèìïòîòèêîé ïðè t ∼ ∞. Ìîæíî ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèÿ, âçÿâ

ψ(2)(t) =
∫ t
∞ dτ ψ(τ). Ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ 0

∞ dτ ψ
(2), ÷òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

äàåò
Γ(α + 2)

xα+2
eiπ(α+2)/2. Èòàê,

F (x) ∼ eiπ(α+1)/2Γ(α + 1)

xα+1
a1 + eiπ(α+2)/2Γ(α + 2)

xα+2
a2 + . . . =

= Γ(α + 1)

(
i

x

)α+1

a1 + Γ(α + 2)

(
i

x

)α+2

a2 + . . . , t→ 0,

ãäå àñèìïòîòè÷åñêè ϕ(t) ∼ a1 + a2t + . . . + an+1t
n, t → 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íàëè÷èè

áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ðàâîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ îò ïðîèçâîäíûõ

b∫
a

dt eitxϕ(t) ∼ eiax

(
a1Γ(α1 + 1)

(
i

x

)α1+1

+ a2Γ(α2 + 1)

(
i

x

)α2+1

+ . . .

)
−

− ∼ eibx

(
b1Γ(β1 + 1)

(
i

x

)β1+1

+ a2Γ(β2 + 1)

(
i

x

)β2+1

+ . . .

)
,

åñëè èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

ïðè t→ a : ϕ(t) ∼ a1(t− a)α1 + a2(t− a)α2 + . . . , α1 < α2 < . . . ,

ïðè t→ b : ϕ(t) ∼ b1(t− b)β1 + b2(t− b)β2 + . . . , β1 < β2 < . . . .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ðàçáèòü èíòåãðàë íà äâà ïîëóáåñêîíå÷íûõ èíòåãðàëà, ñâåäÿ çàäà÷ó
ê ïðåäûäóùåé, è âû÷åñòü ðàçëîæåíèÿ.
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2.2. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Íàéäåì àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

F (x) =

b∫
a

dt f(t)eixp(t),

ãäå p(t) ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íóæíîå ÷èñëî ðàç íà
îòðåçêå [a, b], ïðè÷åì èìåþùàÿ íà ýòîì îòðåçêå åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì â òî÷êå t0 . Ðàçîáüåì
èíòåðâàë íà äâà îòðåçêà ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè p(t) (ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ýòî òî÷êà
ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè) è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

F1(x) =

b∫
to

dt f(t)eixp(t) = eixp(t0)
b∫

t0

dt f(t)eix(p(t)−p(t0)) =

(ãäå ìû ðàññìîòðåëè ÷àñòü îòðåçêà: îò t0 äî b. Ïîëîæèì: u = p(t)− p(t0))

= eixp(t0)
β=p(b)−p(t0)∫

0

du

p′(t(u))
f(t(u))eixu.

Ïîëîæèì ϕ(u(t)) =
f(t)

p′(t)
è ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè â êîíå÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà.

Ïðè t→ t0 èìååì: u ∼
p′′(t0)

2
(t− t0)2 è p′(t) ∼ p′′(t0)(t− t0) =

√
2up′′(t0). Îòñþäà

ϕ(u(t)) ∼ f(t0)√
2p′′(t0)

u−1/2 ïðè u→ 0, ò.å. ïðè t→ t0,

ϕ(u(t))→ f(b)

p′(b)
ïðè u→ β, ò.å. ïðè t→ b,

à òîãäà

F1(x) = eixp(t0)
Γ(1/2)f(t0)√

2p′′(t0)

(
i

x

)1/2(
1 +O

(
1√
x

))
− eixp(b) f(b)

p′(b)

i

x

(
1 +O

(
1

x

))
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ è äëÿ ëåâîãî èíòåðâàëà. Íå÷åòíûå â òî÷êå t0 ñëàãàåìûå â
ñóììå ñîêðàùàþòñÿ, òàê ÷òî èìååì îêîí÷àòåëüíî

F (x) = eixp(t0)f(t0)

√
2π

2p′′(t0)

(
i

x

)1/2(
1 +O

(
1

x

))
+

+

(
eixp(a)

f(a)

p′(a)
− eixp(b) f(b)

p′(b)

)
i

x

(
1 +O

(
1

x

))
.

Â ñëó÷àå ìàêñèìóìà èìååì â ãëàâíîì ÷ëåíå√
2π

−2p′′(t0)

(
−i
x

)1/2

.

Çàíÿòèå 7
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3. Ôîðìóëà Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà

Èäåÿ îöåíêè èíòåãðàëà Ôóðüå � èñïîëüçîâàíèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñïîñîáîì, ïðîòè-
âîïîëîæíûì åñòåñòâåííîìó: ìû çàìåíÿåì èíòåãðàë, ãäå ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò
èñõîäíî èññëåäóåìóþ f(t) íà èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé f ′(t). Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóìì:

n∑
k=1

f(k) =
n−1∑
k=1

k(f(k)− f(k + 1)) + (n− 1)f(n)

(ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ). Ýéëåð èñïîëüçîâàë ýòè äâà ïðèåìà îäíîâðåìåííî.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî a è ôóíêöèþ âåùåñòâåííîãî

ïåðåìåííîãî f(x). Èññëåäóåì îòëè÷èå ñóììû

Sn =
1

2
f(a) + f(a+ 1) + . . .+ f(n− 1) +

1

2
f(n), n ∈ Z

îò èíòåãðàëà
∫ n
a
f(x)dx. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì

(3.1) Sn −
∫ n

a

f(x)dx =

∫ n

a

ω1(x)f ′(x)dx, ãäå ω1(x) = x− [x]− 1

2
.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ âñÿêîãî öåëîãî j èìååì, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,∫ j+1

j

(
x− j − 1

2

)
f ′(x)dx =

f(j) + f(j + 1)

2
−
∫ j+1

j

f(x)dx.

Cóììèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî j, ïðèõîäèì ê (3.1). Äðóãîé ñïîñîá âûâîäà - èñïîëüçîâàíèå èíòå-
ãðàëà Ñòèëüòüåñà. Èìååì∫ n

a

f(x)d[x] = f(a+ 1) + . . .+ f(n),

∫ n

a

f(x)d[−x] = −f(a)− . . .− f(n− 1),

òàê ÷òî

Sn −
∫ n

a

f(x)dx =

∫ n

a

f(x)d

(
[x]− [−x])

2
− x
)
.

Áåðÿ èíòåãðàë Ñòèëüòüåñà ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Sn −
∫ n

a

f(x)dx = −
∫ n

a

f ′(x)

(
[x]− [−x])

2
− x
)
dx = −

∫ n

a

f ′(x)

(
[x]− x+

1

2

)
dx

Ïðîäîëæèì, íà÷èíàÿ ñ ôîðìóëû (3.1), ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Çàìåòèì. ÷òî ôóíê-
öèÿ ω1(x) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 1 è åå èíòåãðàë ïî ïåðèîäó íóëåâîé:

ω1(x) = ω1(x+ 1),

∫ 1

0

ω1(x)dx = 0, è ω1(x) = x− 1

2
ïðè 0 ≤ x < 1.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò (òåïåðü óæå íåïðåðûâíàÿ) ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ω2(x) c íóëåâûì èíòå-
ãðàëîì ïî ïåðèîäó, òàêàÿ. ÷òî ω′2(x) = ω1(x). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ω2(x) =
x2

2
− x

2
+

1

12
.

Èíòåãðèðîâàíèå (3.1) ïî ÷àñòÿì äàåò ðàâåíñòâî

(3.2) Sn −
∫ n

a

f(x)dx = ω2(x)f ′(x)|na −
∫ n

a

ω2(x)f ′′(x)dx

è, áîëåå îáùî,

(3.3) Sn −
∫ n

a

f(x)dx =
m∑
s=2

ωs(x)f (s−1)(x)|na + (−1)m+1

∫ n

a

ωm(x)f (m)(x)dx

Ýòî è åñòü ôîðìóëà Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå.
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Ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì 1 ôóíêöèè ωk(x) íàõîäÿòñÿ ðåêóððåíòíî èç óñëîâèé

ω′k+1(x) = ωk(x),

∫ 1

0

ωk(x)dx = 0.

Äëÿ áîëåå ÿâíîãî îïèñàíèÿ ôóíêöèé ωk(x) ñîáåðåì èõ â ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

G(x, t) =
∑
k≥0

ωk(x)tk, 0 ≤ x < 1

ïîëîæèâ ω0(x) = 1. Òîãäà óñëîâèå ω′k+1(x) = ωk(x) çàïèøåòñÿ â âèäå

∂G(x, t)

∂x
=
∑

ω′k(x)tk =
∑

ωk−1t
k = tG(x, t).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ∂G(x,t)
∂x

= tG(x, t) ëåãêî ðåøàåòñÿ:

G(x, t) = g(t)etx,

ãäå g(t) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Åå ïîçâîëÿåò íàéòè ñîîòíîøåíèå
∫ 1

0
ωk(x)dx = δk,0, êîòîðîå â

òåðìèíàõ G èìååò âèä
∫ 1

0
G(x, t)dx = 1:∫ 1

0

g(t)etxdx =
g(t)

t
etx
∣∣1
0

=
g(t) (et − 1)

t
= 1,

îòêóäà g(t) = t
et−1 è G(x, t) = text

et−1 . Â ïðèíÿòûõ ñåé÷àñ îáîçíà÷åíèÿõ (ðàíüøå èñïîëüçîâàëè
òàêæå íîðìèðîâêó áåç ôàêòîðèàëîâ) ôóíêöèÿ G(x, t) åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
Áåðíóëëè Bk(x)

G(x, t) =
∑
k≥0

Bk(x)
tk

k!
, òàê ÷òî ωk(x) =

Bk(x− [x])

k!
.

Áîëåå óïîòðåáèòåëüíûå ÷èñëà Áåðíóëëè îïðåäåëÿþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè â
íóëå, Bk = Bk(0), òàê ÷òî t/(et − 1) ÿâëÿåòñÿ èõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé:

t

et − 1
=
∑
n≥0

Bn

n!
tn.

Ïîëèíîìû Áåðíóëëè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè. Â ñàìîì äåëå, èç âèäà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñëåäóåò ðàâåíñòâî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ïî t: etx

∑
k Bkt

k/k! =∑
nBn(x)tn/n!, ò.å., (∑

l

(xt)l

l!

)(∑
k

Bk
tk

k!

)
=
∑
n

Bn(x)
tn

n!
,

îòêóäà

Bn(x) =
n∑
j=0

Bn−jx
j

(
n

j

)
.

Äàëåå, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ G(x, t) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû x ↔ 1 − x, t ↔ −t,
ïîýòîìó Bn(1 − x) = (−1)nBn(x), â ÷àñòíîñòè, Bn(1) = (−1)nBn(0). Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ωk(x)
ïåðèîäè÷íû è íåïðåðûâíû ïðè n ≥ 3, çàêëþ÷àåì, ÷òî B2k+1 = 0 ïðè k ≥ 1. Ïåðâûå çíà÷åíèÿ

÷èñåë Áåðíóëëè: B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

12
, B3 = 0, B4 =

1

30
. Òåïåðü ôîðìóëû (3.2) è (3.3)

ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(3.4)
n∑
a

f(j) =

∫ n

a

f(x)dx+
1

2
(f(a) + f(n)) +

1

12
(f ′(n)− f ′(a))−

∫ n

a

B2(x− [x])

2
f ′′(x)dx,
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(3.5)
n∑
a

f(j) =

∫ n

a

f(x)dx+
1

2
(f(a) + f(n)) +

m∑
s=2

B2s

(2s)!

(
f (2s−1)(n)− f (2s−1)(a)

)
+Rm,

ãäå îñòàòîê

Rm = −
∫ n

a

B2m+1(x− [x])

(2m+ 1)!
f (2m+1)(x)dx.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî íóëþ íå÷åòíûõ ÷èñåë Áåðíóëëè ñ íîìåðîì, áîëüøèì åäèíèöû.

3.1. Ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà. Ïðåæäå âñåãî õîòåëîñü áû èìåòü õîòü
êàêóþ-íèáóäü îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà Rm, òî÷íåå, ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ B2m(x−[x])

(2m)!
.

Ãðóáàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè G(x, t). Ýòà ôóíê-
öèÿ èìååò ïîëþñà ïî t â òî÷êàõ t = 2πik, ãäå k = ±1,±2, . . .. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∑
k≥0

Bk(x)
k!

tk ðàâåí 2π, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî r, 0 < r < 1 âûðàæåíèå
Bk(x)
k!

(2πr)k ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞. Òàêèì îáðàçîì, èìååì îöåíêó∣∣∣∣Bk(x)

k!

∣∣∣∣ < C(r)
1

(2πr)k

äëÿ ëþáîãî r, 0 < r < 1.
Ôîðìóëó Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü äëÿ ôóíêöèé f(x), ïðîèçâîäíûå f (n)(x)

êîòîðûõ óáûâàþò ñ ðîñòîì n. Äîïóñòèì, ìû íàõîäèìñÿ ðîâíî â òàêîé ñèòóàöèè è õîòèì îöå-

íèòü àñèìïòîòèêó ñóììû
∑n

a f(j) ïî ïàðàìåòðó n. Òîãäà ñëàãàåìûå
B2s

(2s)!
f (2s−1)(a) ñîáèðàþòñÿ

â ñóììó, íå çàâèñÿùóþ îò n. Èìååòñÿ ïðîñòîé èçÿùíûé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé èçáàâèòüñÿ îò
íèõ ñðàçó. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî óæå

∫ +∞
a

f ′′(x)dx àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Ïðåîáðàçóåì
ôîðìóëó (3.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑
a

f(j) =

∫ n

a

f(x)dx+
1

2
(f(a) + f(n)) +

1

12
(f ′(n)− f ′(a))−

∫ n

a

ω2(x)f ′′(x)dx

=

∫ n

a

f(x)dx+
1

2
(f(a) + f(n)) +

1

12
(f ′(n)− f ′(a))−

∫ ∞
a

ω2(x)f ′′(x)dx+

∫ ∞
n

ω2(x)f ′′(x)dx

=

∫ n

a

f(x)dx+
f(n)

2
+
f ′(n)

12
+ C +

∫ ∞
n

ω2(x)f ′′(x)dx,

ãäå

(3.6) C =
f(a)

2
− f ′(a)

12
−
∫ ∞
a

B2(x− [x])

2
f ′′(x)dx.

Òåïåðü áóäåì îïèñàííûì ðàíåå ìåòîäîì èíòåãðèðîâàòü
∫∞
n
ω2(x)f ′′(x)dx ïî ÷àñòÿì:∫ ∞

n

ω2(x)f ′′(x)dx = ω3(n)f (3)(n)−
∫ ∞
n

ω3(x)f (3)(x)dx

è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëó
n∑
a

f(j) =

∫ n

a

f(x)dx+ C +
f(n)

2
+

m∑
s=1

B2s

(2s)!
f (2s−1)(n) +Rm,

ãäå C çàäàíî ñîîòíîøåíèåì (3.6) è

Rm =

∞∫
n

B2m+1(x− [x])

(2m+ 1)!
f (2m+1)(x)dx.

Çàäà÷è 25.02.2016
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1. Âûðàçèòü ñóììó

SN(k) = 1k + 2k + · · ·Nk

÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè.
2. Íàéòè ðàçëîæåíèå è ðÿä Òåéëîðà â íóëå ôêíêöèè y = tg x.

Çàíÿòèå 8

3.2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà è n!. Ïîñêîëüêó(
1

x

)(n)

=
(−1)nn!

xn+1
,

òî ïî ïðåäûäóùåìó èìååì ðàâåíñòâî

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
=

∫ n

1

dx

x
+C +

1

2n
−

m∑
s=1

B2s

(2s)!

(2s− 1)!

n2s
+Rm = log n+C +

1

2
−

m∑
s=1

B2s

2s

1

n2s
+Rm,

ãäå C - íåèçâåñòíàÿ ïîêà ïîñòîÿííàÿ,

Rm =

∫ ∞
n

B2m+1(x− [x])(2m+ 1)!

x2m+2
dx.

Â ÷èñëèòåëå èíòåãðàëà, ïðåäñòàâëÿþùåãî îñòàòîê, ñòîèò ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïîòîìó îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ, òàê ÷òî

|Rm| < C1

∫ ∞
n

dx

x2m+2
= C2

1

n2m+1
= O

(
1

n2m+1

)
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííîé C âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé ôîðìóëû Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà log n è
ïåðåéäåì ê ïðåäåëó n→∞. Ïîëó÷àåì, ÷òî

C = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− log n

)
= γ,

ãäå γ - ïîñòîÿíàÿ Ýéëåðà. Òàêèì îáðàçîì, èìååì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
= log n+ γ +

1

2
−

m∑
s=1

B2s

2s

1

n2s
+O

(
1

n2m+1

)
.

Âìåñòî íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè n! îöåíèì ðîñò åãî ëîãàðèôìà. Ïðåäñòàâèì log n! â âèäå
ñóììû log n! = log 1 + log 2 + . . . + log n è ïðèìåíèì ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè
f(x) = log x. Åå ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä f ′(x) = 1/x, f ′′(x) = −1/x2, f (n)(x) = (−1)n−1(n−1)!/xn.
Â ÷àñòíîñòè,

∫∞
1
f ′′(x)dx = −

∫∞
1

1/x2dx ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó

log 1 + log 2 + . . .+ log n =

∫ n

1

log xdx+
1

2
log n+ C +

m∑
s=1

B2s

(2s)!
f (2s−1)(n) +Rm

= (x log x− x)
∣∣n
1

+
1

2
log n+ C +

m∑
s=1

B2s

(2s)!
f (2s−1)(n) +Rm

=

(
n+

1

2

)
log n− n+ 1 + C +

m∑
s=1

B2s

(2s)(2s− 1)n2s−1 +Rm,

ãäå

C = − 1

12
+

∫ ∞
1

B2s(x− [x])

(2x2)
dx, Rm =

∞∫
n

B2m+1(x− [x])

(2m+ 1)x2m+1
dx.
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, çàìå÷àåì, ÷òî Rm = O(1/n2m). Äëÿ ïîñòîÿííîé C ìîæíî ïîëó÷èòü
äðóãîå âûðàæåíèå, çàìåòèâ, ÷òî â ñèëó îïèñàííîé âûøå ôîðìóëû

C + 1 = lim
n→∞

(
log n!−

(
n+

1

2

)
log n+ n

)
,

è, ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà äëÿ n! = Γ(n+ 1),

n! = nne−n
√

2πn (1 + o(1)) ,

ïîëó÷èì, ÷òî C + 1 = 1
2

log 2π, è â èòîãå ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

log n! =

(
n+

1

2

)
log n− n+

1

2
log 2π +

m∑
s=1

B2s

(2s)(2s− 1)n2s−1 +O

(
1

n2m

)
.

3.3. Ðÿä Ñòèðëèíãà äëÿ log Γ(z). . Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ëîãàðèôìà Γ-ôóíêöèè Ýéëåðà. Âîñïîëüçóìñÿ, ê ïðèìåðó, îïðåäåëåíèåì
Ýéëåðà:

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)
.

Òîãäà

(3.7) log Γ(z) = lim
n→∞

(
(log 1 + . . . log n)− (log z + . . . log(z + n)) + z log n

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ êàæäîé èç ñóìì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì (3.4):

log 1 + . . .+ log n =

∫ n

1

log xdx+
1

2
(log 1 + log n) +

1

12

(
1

n
− 1

)
+

∫ n

1

B2(x− [x])

2x2
dx,

log z+. . .+log(z+n) =

∫ n

0

log(x+z)dx+
1

2
(log z + log(z + n))+

1

12

(
1

z + n
− 1

z

)
+

∫ n

0

B2(x− [x])

2(x+ z)2
dx.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â (3.7), ïîëó÷èì

log Γ(z) =

lim
n→∞

(∫ n

1

log xdx−
∫ n

0

log(x+ z)dx+
1

2

(
log

n

z(n+ z)

)
+

1

12

(
z

n(z + n)
− z − 1

z

)
+ z log n

)
+ C −

∫ ∞
0

B2(x− [x])

2(x+ z)2
dx,

ãäå C =
∫ n
1

B2(x−[x])
2x2

dx.
Âû÷èñëèì âíà÷àëå ïðåäåë âî âòîðîé ñòðîêå ïîñëåäíåé ôîðìóëû:

lim
n→∞

(∫ n

1

log xdx−
∫ n

0

log(x+ z)dx+
1

2

(
log

n

z(n+ z)

)
+

1

12

(
z

n(z + n)
− z − 1

z

)
+ z log n

)
=

lim
n→∞

(
(x log x− x)

∣∣n
1
− ((x+ z) log(x+ z)− (x+ z))

∣∣x=n
x=0
− 1

2
log z + z log n+

1

12z
− 1

)
=

lim
n→∞

(
n log n− (n+ z) log(n+ z) + z log z − 1

2
log z + z log n+

1

12z

)
=(

z − 1

2

)
log z +

1

12z
− lim

n→∞
(n+ z) log

n+ z

n
=

(
z − 1

2

)
log z +

1

12z
− lim

n→∞
(n+ z) log

(
1 +

z

n

)
=(

z − 1

2

)
log z +

1

12z
− lim

n→∞
(n+ z)

z

n
=

(
z − 1

2

)
log z − z +

1

12z
.



21

Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë

F (z) =

∫ ∞
0

B2(x− [x])

2(x+ z)2
dx =

∫ ∞
0

ω2(x)

(x+ z)2
dx

îöåíèì ïðèâû÷íûì ñïîñîáîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèé ωk(x):

F (z) = −
m∑
s=2

B2s

2s(2s− 1)z2s−1
+O

(
1

z2m

)
,

òàê ÷òî

(3.8) log Γ(z) =

(
z − 1

2

)
log z − z + C +

m∑
s=2

B2s

2s(2s− 1)z2s−1
+O

(
1

z2m

)
ãäå C = 1

2
log 2π, íàïðèìåð, èç òîãî æå ñðàâíåíèÿ ñ ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà äëÿ Γ(z).

Îáëàñòü ïàðàìåòðà z, â êîòîðîé ðàáîòàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (3.8), îïðåäåëÿåòñÿ
îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè èíòåãðàëà

F (z) =

∫ ∞
0

B2(x− [x])

2(x+ z)2
dx

ïðè áîëüøèõ z. Äëÿ ýòîãî çíàìåíàòåëü x + z äîëæåí áûòü ðàâíîìåðíî îòäåëåí îò íóëÿ, ò.å.,
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå Ñòèðëèíãà äëÿ log Γ(z) ñïðàâåäëèâî â îáëàñòè | arg z| < π− δ äëÿ
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ.

Çàäà÷è 3.03.2016

1. Íàéäèòå àñèìïòîòèêó ñóììû

1 +
1√
2

+ · · ·+ 1√
n
.

2. Ìû âûâåëè ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ëîãàðèôìà Γ ôóíêöèè. Ìåæäó òåì
ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ñàìîé Γ-ôóíêöèè íåèçâåñòíî. Ïî÷åìó èç îäíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ íåëüçÿ ïîëó÷èòü âòîðîå?


