
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè, ñåìåñòð 2, ëèñòîê 2.
Óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà è åå öåíòð.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �10� ïî äàííîìó ëèñòêó íàäî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè.
Ïóíêò ñî çâåçäî÷êîé çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè. Ñëåäóþùèé ëèñòîê áóäåò âûäàí 15 ôåâ-
ðàëÿ.

Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà A èìååò âîçðàñòàþùóþ ôèëüòðàöèþ, åñëè A =
∪
i∈Z

Ai , ãäå Ai ⊂ Ai+1 è

Ai·Aj ⊂ Ai+j (èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ êàæäîãî i îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ àëãåáðû, èìåþ-
ùèõ ñòåïåíü íå âûøå i). Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèñîåäèíåííîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé íàçûâàåò-
ñÿ grA :=

⊕
i∈Z

Ai/Ai−1 . Ôèëüòðàöèÿ íà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå ââîäèòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: U(g)k � ýòî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ âûðàæåíèé âèäà x1 · x2 · . . . · xl , ãäå xi ∈
g è l ≤ k .

1. à)Äîêàæèòå, ÷òî grU(g) = S(g) . Óêàçàíèå: ýòî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-
Âèòòà. á)Äîêàæèòå, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå àëãåáðû Ëè g íà ñåáå îäíîçíà÷íî ïðîäîëæà-
åòñÿ äî äåéñòâèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè íà S(g) è íà U(g) , ñîõðàíÿþùèìè, ñîîòâåòñòâåííî, ãðà-
äóèðîâêó è ôèëüòðàöèþ.

Îòîáðàæåíèåì ñèììåòðèçàöèè σ : S(g) −→ U(g) íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèÿ åñòåñòâåííîãî
âëîæåíèÿ S(g) â òåíçîðíóþ (ñâîáîäíóþ) àëãåáðó T (g) ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé T (g) −→
U(g) .

2. à)Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ñèììåòðèçàöèè îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì σ(xk) =
xk äëÿ ëþáîãî x ∈ g è k ∈ Z≥0 . á)Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå σ ðàñùåïëÿåò ôèëüòðàöèþ, ò.å.
êîìïîçèöèÿ σ : Si(g) −→ U(g)i ñ ïðîåêöèåé gr : U(g)i −→ Si(g) åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå Si(g) −→ Si(g) . â) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ñèììåòðèçàöèè çàäàåò èçîìîìîðôèçì g-
ìîäóëåé ìåæäó S(g) è U(g) . ã)Ïóñòü ZU(g) � öåíòð àëãåáðû U(g) . Äîêàæèòå, ÷òî ZU(g) = σ(S(g)g)
è, â ÷àñòíîñòè, grZU(g) = S(g)g (çäåñü S(g)g � ïîäàëãåáðà èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ g íà S(g)).

3.Ïóñòü g = gln(C) . à)Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ S(g)g åñòü àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò
íåêîòîðûõ îáðàçóþùèõ Φ1, . . . ,Φn ñòåïåíåé 1, . . . , n . Óêàçàíèå: Ýòî èíâàðèàíòíûå ïîëèíî-
ìèàëüíûå ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö. Îíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿ-
ìè íà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèöàõ. á)Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð àëãåáðû U(g) åñòü àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ
îò îáðàçóþùèõ òàêèõ æå ñòåïåíåé. â) Îïèøèòå öåíòð óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåá-
ðû U(g) äëÿ g = sln .

4∗ . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîêàæèòå, ÷òî à) äëÿ g = sp2n öåíòð àëãåáðû U(g)
åñòü àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò îáðàçóþùèõ ñòåïåíåé 2, 4, 6, . . . , 2n ; á) äëÿ g = so2n+1 öåíòð àëãåá-
ðû U(g) åñòü àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò îáðàçóþùèõ ñòåïåíåé 2, 4, 6, . . . , 2n ; â) äëÿ g = so2n öåíòð
àëãåáðû U(g) åñòü àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò îáðàçóþùèõ ñòåïåíåé 2, 4, 6, . . . , 2n−2, n . Óêàçàíèå:
âî âñåõ ïóíêòàõ äîñòàòî÷íî îïèñàòü ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû êîñîñèììåòðè÷åñêèõ (îò-
íîñèòåëüíîäàííîé áèëèíåéíîé ôîðìû) ìàòðèö ïðè äåéñòâèè ãðóïïû, ñîõðàíÿþùåé äàííóþ
áèëèíåéíóþ ôîðìó, ñîïðÿæåíèÿìè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñëåäû íå÷åòíûõ ñòåïåíåé òàêîâûõ ìàòðèö
íóëåâûå, à ñëåäû ÷åòíûõ ñòåïåíåé ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åñòü åùå ïôàôôèàí.

Â äàëüíåéøåì â ýòîì ëèñòêå g = gln . Çàôèêñèðóåì ñòàíäàòíûé áàçèñ eij èç ìàòðè÷íûõ åäè-
íèö â g = gln . Îïðåäåëèì ïîäàëãåáðû h êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýëåìåíòîâ eii (ýòî àáåëåâà
ïîäàëãåáðà, íàçûâàåìàÿ ïîäàëãåáðîé Êàðòàíà), n− � êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýëåìåíòîâ eij , i >
j , n+ � êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýëåìåíòîâ eij , i < j . Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ g = n− ⊕ h⊕ n+ .
Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà h∗ íàçûâàþòñÿ âåñàìè àëãåáðû Ëè g . Âåêòîð v â g-ìîäóëå V

íàçûâàåòñÿ îñîáûì âåêòîðîì âåñà λ , åñëè n+v = 0 è xv = λ(x)v äëÿ ëþáîãî x ∈ h . Ìîäóëåì



Âåðìà ñî ñòàðøèì âåñîì λ ∈ h∗ íàçûâàåòñÿ g-ìîäóëü Mλ := U(g)/Jλ , ãäå Jλ � ëåâûé èäåàë,
ïîðîæäåííûé n+ è x− λ(x) äëÿ âñåõ x ∈ h .

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü Âåðìà Mλ îáëàäàåò (è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ) ñëåäóþùèì
óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ V è îñîáîãî âåêòîðà v ∈ V âåñà λ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì φ : Mλ −→ V òàêîé, ÷òî φ(vλ) = v . á) Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäóëå
Âåðìà âñå ýëåìåíòû h äåéñòâóþò ïîëóïðîñòî, à âñå ýëåìåíòû n+ � ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî.
â) Íàéäèòå âñå âåñà (ò.å. ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ h), âñòðå÷àþùèåñÿ â
ìîäóëå Âåðìà Mλ .

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé öåíòðàëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû U(g) íà ìîäóëå Âåðìà Mλ äåé-
ñòâóåò ñêàëÿðîì. á)Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ñêàëÿð ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò λ . â)Íàéäèòå ýòîò

ñêàëÿð äëÿ îïåðàòîðà Êàçèìèðà, ò.å. äëÿ öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà C :=
n∑

i,j=1
eijeji .

7. à)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè λi−λi+1 ∈ Z≥0 , òî â ìîäóëå Âåðìà Mλ èìååòñÿ îñîáûé âåêòîð âåñà λ′ =
(λ1, . . . , λi+1−1, λi+1, . . . , λn) . Óêàçàíèå: èç çàäà÷è 5á ñëåäóåò, ÷òî âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî âåñà λ′

â ìîäóëå Mλ àííóëèðóåòñÿ âñåìè ekl ∈ n+ , ãäå (k, l) ̸= (i, i + 1) . Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü,
÷òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî àííóëèðóåòñÿ ei,i+1 , âîñïîëüçóéòåñü àëãåáðîé sl2 , îáðàçîâàííîé e = ei,i+1 ,
h = ei,i−ei+1,i+1 , f = ei+1,i . á)Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëþáîãî öåíòðàëüíîãî ýëå-
ìåíòà àëãåáðû U(g) íà ìîäóëå Âåðìà Mλ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåí λ 7→ λ′ èç ïóíêòà (à)
äëÿ ëþáîãî λ ∈ h∗ .

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn äåéñòâóåò íà h∗ ïåðåñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû. Îïðåäåëèì ñäâèíóòîå
äåéñòâèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íà h∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ σ ∈ Sn ïîëîæèì σ · λ :=
σ(λ+ ρ)− ρ , ãäå ρ := (n−1

2 , n−1
2 − 1, . . . ,−n−1

2 ) .

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñäâèíóòîå äåéñòâèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîðîæäàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. á) Äîêàæèòå, ÷òî âçÿòèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ öåíòðàëüíî-
ãî ýëåìåíòà íà ìîäóëå Âåðìà çàäàåò èçîìîðôèçì öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àë-
ãåáðû íà àëãåáðó S(h)Sn ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà h∗ , èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ñäâèíó-
òîãî äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Ýòîò èçîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì Õàðèø-

×àíäðû. â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îáùèõ çíà÷åíèÿõ λ ∈ h∗ ìîäóëü Mλ íåïðèâîäèì. Óêàçàíèå:
â ïîäìîäóëå äîëæåí áûòü îñîáûé âåêòîð, íà êîòîðîì öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû àëãåáðû U(g)
äåéñòâóþò ñ òåìè æå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ÷òî è íà ñòàðøåì âåêòîðå.


