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Лекция 1 (13 января 2016)

1 Числовые ряды

Рассмотрим последовательность an ∈ R и напишем «бесконечную сумму»:

∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ ak + . . . .

Это выражение называется числовой ряд или просто ряд. Слова «бесконечная сумма» озна-
чают пока лишь формальное математическое выражение: слагаемые, соединённые между собой
знаком «+». Никакого формального определения я пока не давал. Слагаемые an называются
членами этого ряда.

Величина Sn =
n∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ an называется частичной суммой данного ряда.

Частичная сумма — обычная сумма конечного количества слагаемых. Ряд Sn =
n∑
k=1

ak назы-

вается сходящимся, если сходится последовательность частичных сумм, иными словами, если
существует предел S = lim

n→∞
Sn.

Этот предел (если он существует) называется суммой ряда
∑
an и также обозначается

∞∑
k=1

ak = S. Если этот предел не существует, то ряд называется расходящимся и сумма ряда

в этом случае не определена.

Сходимость ряда не зависит от выбрасывания конечного числа элементов. Мы
будем много раз этим пользоваться, даже более того — подразумевать без упоминания. Отсюда
следует, что имеет смысл вопрос о сходимости ряда

∑
an без индексов в сумме: все равно,

откуда начинать.

Члены ряда могут быть выражены через последовательность частичных сумм: an = Sn −
Sn−1 при n > 1 и a1 = S1. Вроде последовательности и ряды — одно и то же, однако задачи
часто разные: у последовательностей — найти предел, у рядов — сходится ли он.

При этом по Sn найти an легко, а по an найти Sn очень трудно, основные 2 случая — про-
грессии и ряды из разностей.

Те же определения могут быть использованы для рядов с комплексными членами, для рядов
в любых линейных нормированных пространствах.



Примеры рядов

1. Геометрическая прогрессия. Пусть an =
(1

2

)n, соответствующий ряд
∞∑
n=1

(1

2

)n изучался
еще в школе. Этот ряд составлен из членов геометрической прогрессии со знаменателем

(1

2

)n
и с первым членом a1 = 1. Так как

Sn = 1 + (
1

2
) + (

1

2
)2 + . . .+ (

1

2
)n = 2− (

1

2
)n, lim

n→∞
Sn = lim

n→∞

(
2− (

1

2
)n
)

= 2,

то рассматриваемый ряд сходится и его сумма равна 2. Аналогично,
∞∑
n=1

qn =
1

1− q
, при |q| < 1.

2. Пусть an = (−1)n, этой последовательности соответствует ряд

∞∑
n=1

(−1)n = −1 + 1− 1 + 1 . . .

Частичные суммы Sn этого ряда равны −1 при нечетных n и 0 при четных n. Последователь-
ность −1, 0,−1, 0,−1, 0, . . . частичных сумм не сходится, следовательно ряд расходится.

3. Гармонический ряд. Пусть an = 1
n
, этой последовательности соответствует ряд

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
. . .

Написать явную формулу для частичных сумм этого ряда не удается. Вопрос о сходимости
или расходимости этого ряда был уже рассмотрен и вы знаете, что он расходится. Этот ряд —
единственный, имеющий особое название, он называется гармонический ряд.

4. Пусть an =
1

n(n+ 1)
, этой последовательности соответствует ряд

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n+ 1)
+ . . .

Частичные суммы этого ряда легко считаются:

Sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n+ 1)
=

=

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
.

Поэтому Sn → 1, значит ряд сходится и его сумма равна 1.

5. Вообще, если самые лёгкие ряды — ряды из сумм
∑

(sn − sn−1), для них Sn = sn − s0.
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Необходимое условие сходимости. Если ряд
∑
an сходится, то an → 0 при n→∞.

Доказательство. Если ряд сходится, то последовательности Sn и Sn+1 сходятся к общему
пределу S — сумме ряда

∑
an. Поэтому lim

n→∞
an = lim

n→∞

(
Sn+1 − Sn

)
= S − S = 0. �

Пример. Ряд
∑

(−1)n+1 расходится, так как его члены не стремятся к нулю.

Критерий Коши сходимости ряда.
Этот критерий нужен для доказательства почти всех теорем о рядах, всех признаков сходи-

мости и расходимости. Непосредственно к исследованию конкретных рядов критерий Коши, как
правило, не применяется. Это просто перефразировка теоремы «последовательность сходится,
если и только если она фундаментальна» для последовательности частичных сумм ряда.

Теорема. Для того, чтобы ряд
∑
an сходился, необходимо и достаточно, чтобы

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∈ N ∀m > 0, n > N справедливо A =

∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

Для доказательства достаточно заметить, что A = Sn+m − Sn и воспользоваться критерием
Коши для последовательностей (последовательность сходится, iff она фундаментальна). �

Важное следствие. Если ряд
∑
|an| сходится, то и ряд

∑
an сходится.

Доказательство: применим дважды признак Коши в обе стороны. �

Определение. Ряд
∑
an абсолютно сходится, если ряд

∑
|an| сходится. Ряд сходится

условно, если он сходится, но не сходится абсолютно.

Следствие произносится теперь по-другому: абсолютно сходящийся ряд сходится.

Важные слова: если ряд сходится условно, то оба ряда, составленные из его членов одного
знака, расходятся. Это будет когда-нибудь позже сформулировано и доказано строго, а пока —
верите мне на слово. Если бы ровно один из этих рядов сходился, то весь ряд бы расходился;
если бы сходились оба, исходный ряд сходился бы абсолютно.

Примеры. Ряд
∑

(−1)n/n сходится условно. Ряд
∑

(−1/2)n сходится абсолютно. Ещё при-
мер условно сходящегося ряда:

1

1
− 1

1
+

1

2
− 1

2
+

1

3
− 1

3
+

1

4
− 1

4
+ . . . = 0.

Расходимость гармонического ряда. Была в листочках и на лекциях, однако вот ещё
конструкция.

Теорема. Гармонический ряд расходится.
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Доказательство. Воспользуемся критерием Коши. Положим m = n, тогда для каждого
натурального n справедлива оценка∣∣∣∣∣

2n∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ =
2n∑

k=n+1

1

k
≥

2n∑
k=n+1

1

2n
= n · 1

2n
=

1

2
.

По критерию Коши гармонический ряд расходится. �

Арифметические свойства сходящихся рядов

Свойство 1. Отбрасывание конечного числа членов ряда (или добавление конечного числа
новых) не влияет на сходимость или расходимость ряда.

Обозначим через s сумму всех отброшенных членов, через m — их число, а через M —
наибольший номер члена, из числа отброшенных-добавленных. Обозначим через sn частичные
суммы ряда, получившегося после отбрасывания. При n > M справедливо равенство Sn =

sn−m + s. Так как m и s — фиксированные конечные числа, то в силу теоремы о пределе
суммы limSn = s+ lim sn, причем пределы в правой и левой части этого равенства существуют
одновременно. �

В силу этого свойства можно говорить о сходимости или расходимости ряда
∑
an, не уточ-

няя, с какого n начинается суммирование.

Свойство 2. Ряд
∑
bn, где bn = c an, сходится или расходится одновременно с рядом

∑
an.

Если ряд
∑
an сходится и

∑
an = S, то

∑
bn = cS.

Иначе говоря, постоянный множитель можно выносить за знак бесконечной суммы.
Обозначим частичные суммы ряда

∑
bn через sn, очевидно, sn = c Sn. Поэтому свойство 2

следует из того, что постоянный множитель можно выносить за знак предела. �

Свойство 3. Если ряды
∑
an и

∑
bn сходятся, то сходится и ряд

∑
cn =

∑
(an + bn).

Обозначим частичные суммы ряда
∑
bn через sn, тогда частичные суммы ряда

∑
cn имеют

вид Sn + sn, из сходимости последовательности частичных сумм рядов
∑
an и

∑
bn следует

сходимость ряда
∑
cn. �

2 Ряды с положительными членами

Теорема. Для сходимости ряда с неотрицательными или положительными членами необ-
ходимо и достаточно, чтобы последовательность частичных сумм была ограничена.

Доказательство. Последовательность частичных сумм ряда с неотрицательными члена-
ми не убывает. Поэтому, если эта последовательность ограничена, то она сходится по теореме
Вейерштрасса. Обратно, если эта последовательность сходится, то она ограничена. �
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Заметим, что сумма сходящегося ряда с положительными членами совпадает с
точной верхней гранью частичных сумм.

Принципы сравнения

Теперь приведём утверждения, позволяющие по сходимости или расходимости одного ряда
устанавливать сходимость или расходимость другого. Это — основной подход к исследованию
сходимости.

Теорема. Пусть даны два ряда
∑
an,

∑
bn, an, bn > 0. Пусть при некотором c > 0 для всех

n справедливо неравенство an 6 cbn. Тогда из сходимости ряда
∑
bn вытекает сходимость

ряда
∑
an, а из расходимости ряда

∑
an вытекает расходимость ряда

∑
bn.

Доказательство. Пусть ряд
∑
bn сходится. Тогда по критерию Коши для каждого ε >

0 существует такое N , что для всех натуральных n > N и m > 0 выполнено неравенство
n+m∑
k=n+1

bk < ε. Но тогда
n+m∑
k=n+1

ak 6
n+m∑
k=n+1

c bk < c ε. Поэтому в силу критерия Коши ряд
∑
an

сходится тоже.
Второе утверждение следует из уже доказанного первого, рассуждение «от противного». �

Теорема. Пусть даны два ряда
∑
an и

∑
bn с положительными членами и пусть суще-

ствует конечный положительный предел

lim
n→∞

an
bn

= L > 0.

Тогда ряды
∑
an и

∑
bn сходятся и расходятся одновременно.

Доказательство. В силу условия при достаточно больших n выполнены неравенства

1

2
Lbn 6 an 6 2Lbn.

Пусть сходится ряд
∑
bn. Тогда сходится и ряд

∑
2Lbn. Но тогда ряд

∑
an сходится.

Пусть сходится ряд
∑
an. Тогда сходится и ряд

∑
1
2
Lbn. Но тогда ряд

∑
bn сходится снова.

�

Теорема. Пусть даны два ряда
∑
an и

∑
bn с положительными членами. Пусть при

достаточно больших n справедливо неравенство

an+1

an
6
bn+1

bn
.

Тогда из сходимости ряда
∑
bn вытекает сходимость ряда

∑
an, а из расходимости ряда∑

an вытекает расходимость ряда
∑
bn.
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Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что неравенство выполня-
ется при всех n. В противном случае выбросим начальную конечную часть ряда, ту, где не
выполнено. Сходимость ряда не зависит от выбрасывания конечного числа элементов.

Выпишем неравенство для n = 1, 2, . . .:

a2

a1

6
b2

b1

,
a3

a2

6
b3

b2

, . . . ,
an
an−1

6
bn
bn−1

и перемножим все эти неравенства между собой. Полученное неравенство

an
a1

6
bn
b1

перепишем в виде an 6
a1

b1

bn.

Теперь утверждения теоремы вытекают из уже доказанного. �

Следующая теорема — весьма практичный метод исследования сходимости рядов с поло-
жительными членами.

Теорема. Пусть последовательность an > 0 монотонная и убывает к нулю. Тогда ряды

∞∑
n=1

an и
∞∑
n=1

2na2n сходятся или расходятся одновременно.

Для доказательства напишем неравенства

a2 6 a2 6 a1,

2a4 6 a3 + a4 6 2a2,

4a8 6 a5 + a6 + a7 + a8 6 4a4,

8a16 6 a9 + a10 + . . .+ a15 + a16 6 8a8,

. . .

2n−1a2n 6 a2n−1+1 + . . .+ a2n 6 2na2n

и сложим их. Положим Rn =
∑n

k=1 2ka2k , получается 1
2
(Rn − a1) 6 S2n − a1 6 Rn. Осталось

воспользоваться теоремами сравнения. �

Примеры применения этой теоремы. Видно, что её доказательство похоже на конструкции,
использованные при исследовании гармонического ряда.

Пример 1. Гармонический ряд an = n−1 расходится, как и ряд 2n2−n = 1.
Пример 2. Ряд an = n−1−σ, σ > 0 сходится, как и ряд 2n2−n−σn = (2−σ)n. Это геометриче-

ская прогрессия со знаменателем меньше 1.
Пример 3. Ряд an = (n lnn)−1 расходится, как и ряд 2n2−nn−1(ln 2)−1 — это гармонический

ряд.
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Пример 4. Ряд an = n−1(lnn)−1−σ, σ > 0 сходится по примеру 2.

Признак Даламбера. Пусть an > 0. Положим Dn =
an+1

an
. Если для всех достаточно

больших n справедливо неравенство Dn 6 q < 1, то ряд
∑
an сходится. Если для всех доста-

точно больших n справедливо неравенство Dn > 1, то ряд
∑
an расходится.

Пусть существует предел lim
n→∞

Dn = d. Если d < 1, то ряд
∑
an сходится; если d > 1, то ряд∑

an расходится (признак Даламбера в предельной форме).
Если существует предел и d = 1, то, используя лишь число d, невозможно дать ответ на

вопрос о сходимости ряда
∑
an.

Все «хитрые» случаи — это либо когда Dn < 1 и Dn → 1, либо когда у последовательности
Dn есть несколько предельных точек, среди которых есть и меньшие 1, и большие 1.

Пример. Ряд может сходиться, несмотря на то, что подпоследовательность Dn имеет 2
предельные точки. Например, ряд 1 + 1/4 + 1/2 + 1/8 + 1/4 + 1/16 + 1/8... (1 умножили на 1/4

потом умножили на 2 и так до бесконечности) сходится, сумма равна 2.5.

Доказательство признака Даламбера основано на сравнении изучаемого ряда с геомет-
рической прогрессией. Если верно q < 1, то сравним ряд

∑
an с геометрической прогрессией

bn = qn со знаменателем q. Основное условие следует из q < 1, ряд из геометрической прогрес-
сии сходится, поэтому сходится и ряд

∑
an.

Если верно d > 1, то не выполнено необходимое условие сходимости ряда: an не убывают и
не могут стремиться к нулю.

Если существует предел и d < 1, то при достаточно больших n выполнено условие Dn 6 q,
где q = (1 + d)/2 < 1 и ряд сходится.

Если существует предел и d > 1, то при достаточно больших n выполнено условие Dn > 1,

и ряд расходится. �

Пример 1. Исследуем сходимость ряда
∞∑
n=1

1

n!
. Воспользуемся для этого признаком Да-

ламбера в предельной форме:
an+1

an
=

n!

(n+ 1)!
=

1 · 2 · . . . · (n− 1) · n
1 · 2 · . . . · (n− 1) · n · (n+ 1)

=
1

(n+ 1)
, поэто-

му lim
n→∞

an+1

an
= 0 < 1. Ряд сходится.

Пример 2. Исследуем сходимость ряда
∞∑
n=1

nn

n!
. Снова воспользуемся признаком Даламбера

в предельной форме:

an+1

an
=

(n+ 1)n+1

(n+ 1)!
:
nn

n!
=

(n+ 1)n+1n!

nn(n+ 1)!
=

(n+ 1)n+1

nn(n+ 1)
=

(n+ 1)n

nn
=

(
n+ 1

n

)n
=

(
1 +

1

n

)n
,

поэтому lim
n→∞

an+1

an
= e > 1. Ряд расходится.
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Лекция 2 (20 января 2016)
На прошлой лекции, неделю назад, мы занимались следующими вещами.
1) Определение ряда, сходящегося ряда;
2) Необходимое условие сходимости ряда (an → 0);
3) Критерий Коши ⇔ фундаментальность последовательности частичных сумм;
4) Абсолютная сходимость, условная сходимость; абсолютно сходящийся ряд сходится;
5) Ряды с положительными членами; аналог теоремы Вейерштрасса: сходимость равносиль-

на ограниченности последовательности частичных сумм;
6) Признак через

∑
2na2n ;

7) Признаки сравнения, признак Даламбера1.

Сейчас мы продолжим изучать положительные ряды.

Признак Коши. Пусть an > 0, положим Cn = n
√
an. Если при достаточно больших n

справедливо неравенство Cn 6 q < 1, то ряд
∑
an сходится, Если при бесконечном множестве

достаточно больших n справедливо неравенство Cn > 1, то ряд
∑
an расходится.

Для доказательства сходимости сравним ряд
∑
an с геометрической прогрессией, для дока-

зательства расходимости заметим, что не выполнено необходимое условие сходимости. �

Признаки Даламбера и Коши устроены сходным образом: по членам ряда выписывается
некоторая последовательность (Dn =

an+1

an
и Cn = n

√
an), если она меньше 1 и отделена от 1,

ответ один, если она больше 1, ответ другой. Если последовательность стремиться к 1 снизу,
ответа признак не даёт.

Если существует limCn = q, то при q < 1 ряд
∑
an сходится, при q > 1 — расходится, при

q = 1 — неизвестно, признак Коши ответа не даёт.

Признаки Даламбера с прошлой лекции и Коши вытекали из сравнения испытуемого ряда
с геометрической прогрессией. Поэтому и годились эти признаки «не часто»: сходимость полу-
чалась, только если члены ряда убывали быстрее геометрической прогрессии, а расходимость,
если члены ряда не стремились к нулю.

Теперь вместо геометрической прогрессии и константы в качестве образца для сравнения
возьмём ряд

∑
n−σ. Как мы знаем уже (и это надо знать наизусть!) этот ряда расходится

при σ 6 1 и сходится при σ > 1. Вот из сравнения с этими рядами получаются признаки
1Д’Аламбер, Жан Лерон, 1717–1783. Лет в 25-30 занимался математикой, потом вместе с Дидро

создавал Энциклопедию. Мысль о том, что время — 4е измерение. Комплексный анализ, уравнение
струны, первое почти строгое доказательство основной теоремы алгебры.
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«похитрее». Мы подробно рассмотрим один из них — признак Раабе2, а сформулирую я ещё и
признак Гаусса3.

Признак Раабе. Пусть an > 0, положим

Rn = n
( an
an+1

− 1
)
.

Если Rn > r при некотором r > 1, то ряд
∑
an сходится, если Rn 6 1 при всех достаточно

больших n, то ряд
∑
an расходится.

Этот признак похож на признак Гаусса, но чуть слабее.
Признак Гаусса. Пусть an > 0 и пусть при некоторых ε, µ, λ > 0 справедливо равенство

an
an+1

= λ+
µ

n
+O(

1

n1+ε
).

Тогда при λ > 1 ряд сходится, при λ < 1 — расходится, при λ = 1 и µ > 1 ряд сходится, при
λ = 1 и µ 6 1 — расходится.

Признак Раабе в предельной форме. Пусть существует limRn = ρ. Если ρ > 1, то
ряд сходится, если ρ < 1 — ряд расходится.

Доказательство признака Раабе.
1. Пусть Rn > r > 1. Тогда n

( an
an+1

− 1
)
> r ⇔ an

an+1

> 1 +
r

n
. Выберем s ∈ (1, r). Так

как lim
n→∞

(1 + n−1)s − 1

n−1
= s, то при достаточно больших n будет

(1 + n−1)s − 1

n−1
< r или

(
1 +

1

n

)s
< 1 +

r

n
.

Поэтому
an
an+1

>
(

1 +
1

n

)s
, то есть

an+1

an
<
( n

n+ 1

)s
=

(n+ 1)−s

n−s
.

Ряд
∑
n−s сходится, значит по теореме сравнения сходится и ряд

∑
an. �

2. Пусть Rn 6 1 при достаточно больших n. Тогда
an+1

an
>

n

n+ 1
=

(n+ 1)−1

n−1
, гармонический

ряд расходится, по признаку сравнения ряд
∑
an тоже расходится. �

2Раабе, Йозеф Людвиг, 1801–1859, родился в г. Броды недалеко от Львова, немец, швейцарец
3Карл Фридрих Гаусс, 1777–1855. Король математиков. Комплексные числа, основная теорема ал-

гебры. В 1820 году Гаусс производит геодезическую съёмку Ганновера. В 1921 году создаёт гауссо-
ву кривизну, дифгеометрию, теорию поверхностей. В 1833 году Гаусс изобретает электромагнитный
телеграф и (вместе с Вебером) строит действующую модель, в 1839 году начато коммерческое ис-
пользование. Электромеханический телеграф запатентован в США в 1940 году Морзе вместе с кодом.
Были и ранние версии телеграфа: электростатический телеграф, 1774, электрохимический телеграф
на пузырьках газа, 1809. В 1843 году передача изображения, в 1858 году — трансатлантический кабель.
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Остаточный член ряда. Если ряд
∑
ak сходится, то при каждом n сходится ряд

∞∑
k=n+1

ak.

Положим rn =
∞∑

k=n+1

ak, величина rn называется остаточным членом ряда
∑
an.

Вроде очевидно, что если ряд
∑
ak сходится, то rn → 0. В самом деле, зафиксируем n,

введём при каждом натуральном m обозначение Rn,m = rn =
n+m∑
k=n+1

ak; это частичная сумма

ряда
∞∑

k=n+1

ak. Теперь rn = limm→∞Rn,m и Sn+m = Sn +Rn,m, поэтому S = Sn + rn и rn → 0.

Если ряд
∑
ak расходится, то величины rn не определены.

О несуществовании предельной критической функции
Напомнить про сходимость-расходимость рядов

∑
1/(n lnn ln lnn). То есть «зазор» между

асимптотиками сходящихся и расходящихся рядов можно сделать маленьким. Вопрос: может
быть можно написать критическую функцию f , которая будет разделять сходящиеся ряды f(n)

и расходящиеся? Ответ на этот вопрос: нет такой функции.

Пусть есть ряд
∑
an, an > 0, an → 0.

Если он расходится, то ∃bn : bn > 0, bn → 0, причем ряд
∑
anbn также расходится.

Если ряд
∑
an сходится, то ∃bn → +∞, причем ряд

∑
anbn также сходится.

Для доказательства первого утверждения рассмотрим суммы Sn =
n∑
k=1

ak и положим

bn =
1√

Sn +
√
Sn−1

, n > 1.

Очевидно, bn → 0 и

k∑
n=2

anbn =
k∑

n=2

Sn − Sn−1√
Sn +

√
Sn−1

=
k∑

n=2

(
√
Sn −

√
Sn−1) =

√
Sk −

√
S1 →∞.

Для доказательства второго утверждения рассмотрим остатки

rn =
∞∑
k=1

ak −
n∑
k=1

ak → 0.

Зафиксируем ε > 0. Полагаем bn = 1 для тех n, для которых ε < rn. Потом полагаем bn = 2 для
тех n, для которых ε > rn < ε/2. Потом полагаем bn = 3 для тех n, для которых ε/2 > rn < ε/4.
И так далее.

Тогда все частичные суммы ряда
∑
anbn не превышают S + ε+ ε/2 + . . . = S + 2ε. �

Кто заметил, где я немножко сжульничал, тот молодец.
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Признак Ермакова (1870). Пусть функция f > 0 невозрастающая. Положим

E(x) =
exf(ex)

f(x)
.

Если при достаточно больших x справедливо E(x) 6 λ < 1, то ряд
∑
f(n) сходится. Если

при достаточно больших x справедливо E(x) > 1, то ряд
∑
f(n) расходится.

Применить к f типа 1/(x lnx) и сказать, что для этого признака зазор минимальный.

Вопрос: придумать функцию, для которой E(x) ≈ cont.

Интегральный признак сходимости ряда.

Рассмотрим ряд
∑
f(n), пусть функция f непрерывная, положительная, монотонная и стре-

мится к нулю на бесконечности. Предположим ещё, что нам известна её антипроизводная («пер-
вообразная» = «неопределенный интеграл»): функция F , производная которой равна f : F ′ = f .

Так как производная функции F положительная, то F монотонно возрастает и у неё есть
предел на бесконечности, либо конечный, либо бесконечный.

Теорема. Если F (x) → ∞ при x → ∞, то ряд
∑
f(n) расходится, если F (x) → K < ∞,

то ряд
∑
f(n) сходится.

Если существует предел lim
x→∞

∫ x

1

f(t) dt, то говорят, что сходится несобственный интеграл

J =

∫ ∞
1

f(t) dt.

Перефразировка. Ряд
∑
f(n) сходится и расходится одновременно с несобственным

интегралом J .

Очевидно, монотонность f существенна, ряд
∑

sin2(πn) сходится, соответствующий инте-
грал расходится.

Для доказательства рассмотрим сумму
∑n

k=1

(
F (k + 1) − F (k)

)
= F (n + 1) − F (1). Эта же

сумма может быть в силу теоремы Лагранжа переписана в виде
∑n

k=1

(
F (k + 1) − F (k)

)
=∑n

k=1 f(ξk). Отсюда и из монотонности все следует:

f(k + 1) 6 f(ξk) 6 f(k) ⇒


F (x)→∞ ⇒

∞∑
k=1

f(k) =∞;

F (x)→ K <∞ ⇒
∞∑
k=1

f(k) <∞.

�
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Рис. 1

Пример 1. Рассмотрим ряд
∑ 1

n lnn
. Воспользуемся равенством (ln lnx)′ =

1

x lnx
.

Так как F (x) = ln lnx→∞, то ряд
∑ 1

n lnn
расходится.

Пример 2. Рассмотрим ряд
∑ 1

n ln2 n
. Так как F (x) = 10− 1

lnx
→ 10, то этот ряд сходится.

Теперь мы переформулируем примерно этот же признак геометрически. Еще раз, пусть
функция f(x) определена при x > 1, непрерывна, положительна и не убывает к 0. Рассмотрим

ряд
∑
f(n). Обозначим через S(x) площадь под графиком функции f : S(x) =

∫ x

1

f(t) dt. Тогда

при n > 1 справедливы оценки

n∑
k=2

f(k) 6 S(n) 6
n−1∑
k=1

f(k).

Поэтому, если мы умеем посчитать S(n) и знаем что при n → ∞ S(n) → S < ∞, то ряд
сходится. А если при n→∞ верно S(n)→∞, то ряд расходится.

Построим график функции f(x) — см. Рис. 1. Из точек этого графика, соответствующих
абсциссам 1, 2, 3, 4, ... проведем горизонтальные линии длиной 1. Площадь S(f) части плоско-
сти, расположенной между графиком функции f(x) и осью абсцисс меньше площади S1 части
плоскости, расположенной между графиком ступенчатой функции f1(x), принимающей зна-
чения f(1) при 1 6 x < 2, f(2) при 2 6 x < 3 и так далее, и осью абсцисс. График этой
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ступенчатой функции на рисунке изображен тонкой линией. Площадь S(f) больше площади S2

части плоскости, расположенной между графиком ступенчатой функции f2(x), принимающей
значения f(2) при 1 6 x < 2, f(3) при 2 6 x < 3 и так далее.

Пример 1. Исследуем сходимость ряда
∞∑
n=1

1

nσ
при положительных σ. К исследованию схо-

димости этого ряда не применимы признаки Даламбера и Коши — соответствующие пределы
существуют, но L = 1. Интегральный признак сходимости даёт ответ, при каких значениях
σ > 0 этот ряд сходится или расходится. Этот ряд порожден функцией f(x) = x−σ. Эта функ-
ция при x ≥ 1 убывает и положительна,

S(x) =

∫ x

1

f(t) dt =

{
x−σ+1

−σ+1
− 1, a 6= 1;

lnx, σ = 1.

Таким образом, при σ > 1 ряд сходится, при σ 6 1 этот ряд расходится.

Пример 2. Ряд
∞∑
n=2

1

n lnn
расходится:

∫ n

2

dx

x lnx
= ln lnn− ln ln 2→∞.

Пример 3. Ряд
∞∑
n=2

1

n ln2 n
сходится:

∫ n

2

dx

x ln2 x
= − 1

lnx

∣∣∣n
2
<∞.

Пример 4. Эта же конструкция позволяет дать геометрическую интерпретацию констан-

ты Эйлера4 γ. Напоминаю формулу:
n∑
k=1

1

k
= lnn+ γ + o(1). На картинке видно, что площадь

под графиком верхней ступенчатой функции — это
n∑
k=1

1

k
, а площадь под гиперболой — это

lnn =

∫ n

1

dx

x
. Таким образом, по картинке видно, что постоянная Эйлера — это сумма площа-

дей криволинейных треугольников, расположенных поверх гиперболы.

3 Перестановки членов ряда и условно сходящиеся ряды

В абсолютно сходящемся ряде от перестановки членов сумма не меняется

Пусть k 7→ nk — биекция N→ N. Перестановкой ряда
∞∑
k

ak называется ряд
∞∑
k

ank .

Основной вопрос: для каких сходящихся рядов все перестановки сходятся причём к той
же сумме. Подчеркнем, что члены ряда-перестановки не меняются, не добавляются, не вычер-
киваются, а только переставляются с места на место. Подчеркнем, что исходный ряд является
перестановкой перестановки.

4Леонард Эйлер, 1707–1783. Автор 850 первоклассных работ, 20 монографий. 14 лет в Санкт-
Петербурге. Видимо, один из величайших математиков в истории.
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Иными (не совсем правильными) словами: когда есть коммутативность бесконечного коли-
чества слагаемых?

Пример, когда сумма ряда меняется:

1

1
− 1

1
+

1

2
− 1

2
+

1

3
− 1

3
+

1

4
− 1

4
+ . . . = 0,

Такой ряд условно сходится, его сумма равна нулю. Переставим его:

1

1
+

1

2
− 1

1
+

1

3
+

1

4
− 1

2
+

1

5
+

1

6
− 1

3
+ . . .

Частичные суммы совпадают с частичными суммами ряда Лейбница(1

1

)
+
(1

2
− 1

1

)
+
(1

3

)
+
(1

4
− 1

2

)
+
(1

5

)
+
(1

6
− 1

3

)
+ . . . = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
. . . = ln 2.

Рассказать, как переставить так, чтобы получился расходящийся ряд.

Теорема. Пусть при перестановке ряда новый номер члена ряда отстоит от старого не
более чем на K ∈ N. Тогда переставленный ряд сходится и к той же сумме.

Теорема вытекает из критерия Коши: рассмотрим дальний кусок ряда и дальний кусок
переставленного ряда. Они мало отличаются. �

Из этой теоремы следует, «немножко» переставлять слагаемые можно в любом ряду. На-
пример, взять и поменять местами соседние члены...

Теорема (Коши). В абсолютно сходящемся ряде от перестановки слагаемых сумма не
меняется: каждая перестановка абсолютно сходящегося ряда сходится к сумме исходного
ряда.

Доказательство. Сначала пусть ряд
∑
ak состоит из положительных членов, пусть S =∑

ak. Тогда все частичные суммы ряда
∑
ank не превышают S, по доказанной когда-то лемме

(положительный ряд сходится, если и только если его частичные суммы ограничены) ряд
∑
ank

сходится и S ′ 6 S.
Итак, от перестановки сумма ряда не возрастает. Но ряд

∑
ak — это перестановка ряда∑

ank , значит S 6 S ′ ⇒ S = S ′.
Теперь пусть ряд ak абсолютно сходится. Введем обозначения a+

k , a
−
k :

a+
k =

{
ak, ak > 0,

0, ak 6 0;
a−k =

{
−ak, ak < 0,

0, ak > 0.

Теперь ak = a+
k − a−k и |ak| = a+

k + a−k , ряды
∑
a+
k ,
∑
a−k сходятся (по теоремам сравнения),

если S+ =
∑
a+
k , S

− =
∑
a−k , то

∑
ak = S+−S−. Теперь ряды

∑
a+
nk
,
∑
a−nk сходятся к тем же

суммам,
∑
ank = S+ − S−. �
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Лекция 3 (22 января 2016)
На прошлой лекции, 2 дня назад, мы занимались следующими вещами.
1) Сформулировали несколько простых и хитрых признаков сходимости рядов (Коши, Ра-

абе);
2) Обсудили вопрос о несуществовании критической функции;
3) Для ряда

∑
f(n) с монотонной непрерывной функцией f сформулирован интегральный

признак сходимости ряда;
4) Изучили вопрос о перестановках абсолютно сходящегося ряда.

Определение. Напомнить: ряд называется условно сходящимся, если он сходится, но не
сходится абсолютно.

Теорема. Если заменить в условно сходящемся ряде все отрицательные (или положи-
тельные) слагаемые на 0, то получится расходящийся знакоопределённый ряд.

Доказательство теоремы для составляющей
∑
a+
n условно сходящегося ряда. Пусть дан ряд∑

a+
n , если этот ряд сходится, то ряд

∑
a−n = −

∑
an +

∑
a+
n также сходится, поэтому ряд∑

|an| =
∑
a−n +

∑
a+
n сходится, это противоречит условной сходимости

∑
an. �

Условная сходимость означает расходимость компонент
∑
a+
n и

∑
a−n и удачную компенса-

цию компонентами друг друга.

Теорема (Риман5). В результате перестановки членов условно сходящегося ряда можно
получить сходящийся ряд с произвольной суммой: ∀Q ∈ R ∃nk : справедливо

∑
ankak = Q.

Кроме того, можно переставить слагаемые так, чтобы последовательность частичных сумм
сходилась к +∞, к −∞. Непростые задачи:

1. Если ряд из комплексных чисел условно сходится, то как описать множество возможных
пределов переставленных рядов?

2. Пусть есть условно сходящийся вещественный ряд. Можно ли переставить его так, чтобы
последовательность частичных сумм имела ровно 2 предельные точки? Ответ: не верно. Мно-
жество предельных точек частичных сумм переставленного условно сходящегося ряда — всегда
замкнутый промежуток.

Перестановки условно сходящегося ряда можно представлять себе так. Есть 2 мешка с чис-
лами, в одном отрицательные, в другом — положительные. Не 2 подмножества R (в мешке
может лежать много одинаковых чисел), не 2 последовательности (в мешке числа никак не
упорядочены нумерацией). Пусть, однако в каждом мешке лежит счётное количество чисел

5Георг Фридрих Бернхард Риман, 1826–1866. Всего 10 трудов. Функция Римана, интеграл Римана,
риманова поверхность, гипотеза Римана, тензор кривизны, теория конформных отображений, осново-
положник газовой динамики, ударные волны
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и пусть для любого ε > 0 чисел, по модулю больших ε лишь конечное число. Пусть ещё из
каждого мешка можно извлечь конечное количество чисел с суммой по модулю сколь угодно
большой.

Утверждение теоремы Римана означает, что можно пронумеровать все числа из мешков так,
чтобы ряд из них сходился, причём сумма может быть произвольная.

Если сложить члены условно сходящегося ряда по мешкам, то как раз так и получится.

Доказательство. Рассмотрим произвольный условно сходящийся ряд
∑
an. Выберем по-

ложительные слагаемые в одну группу, обозначим ее bn, отрицательные в другую: cn. Как уже
отмечалось выше, ряды

∑
bn и

∑
cn расходятся, однако bn и cn — бесконечно малые. Будем

считать, что обе последовательности упорядочены, bn — не убывает, cn — не возрастает. Это
возможно в силу их бесконечной малости.

Будем считать, что нулевых слагаемых в ряду
∑
an нет. Если есть и их конечное число, то

их можно выбрать сначала, а если есть, то мы их поставим на чётные позиции, а на нечётные
будем ставить оставшиеся, не нулевые.

Зафиксируем некоторое произвольное число Q и построим из всех членов обоих этих рядов
новый сходящийся ряд, сумма которого равна Q, без ограничения общности считаем Q > 0.

Мы будем строить этот ряд следующим образом. Мы будем брать по очереди из последова-
тельностей bn и cn по некоторому количеству членов. При этом мы будем каждый раз (может
быть, кроме первого) брать хотя бы по одному элементу, не пропуская ни одного элемента ни
в одной из последовательностей. При этом параллельно будем вычислять очередную частич-
ную сумму при добавлении каждого очередного элемента в новый ряд. Естественно, частичная
сумма будет возрастать при выборе элементов последовательности bn и убывать при выборе
элементов последовательности cn.

Выберем первый элемент b1 и назначим его первым элементом переставленного ряда. Ча-
стичная сумма переставленного ряда равна S1 = b1.

Далее, берем последовательно элементы из последовательности bn до тех пор, пока перемен-
ная частичная сумма не превысит Q. Это может произойти после первого шага, если b1 > Q,
или позднее, но это обязательно произойдет, так как ряд

∑
bn расходится и начиная с неко-

торого момента его частичные суммы превысят Q. Как только накопленная частичная сумма
станет больше Q (это может произойти сразу после первого шага, если b1 > Q), переключаемся
на ряд cn из отрицательных чисел и начинаем черпать новые элементы из него. Накопленная
частичная сумма при этом будет убывать. Как только накопленная частичная сумма станет
меньше Q, переключимся назад на bn.

При таком построении новая последовательность будет переставленной первоначальной:
каждый элемент исходной последовательности войдет в новую и ровно один раз.

Новый ряд сходится и его сумма равна Q. Это следует из необходимого условия сходимости
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ряда: так как an → 0, то и bn → 0, и cn → 0. Поэтому для любого ε > 0 найдется такое
N , что при n > N и |bn| < ε, и |cn| < ε. Как только мы сделаем 2N переключений при
формировании переставленного ряда, так для частичных сумм sn переставленного ряда будет
справедливо неравенство |sn − Q| < ε. Из этой оценки следует утверждение теоремы. Для
доказательства последней оценки надо лишь вспомнить способ выбора переставленного ряда:
перед переключением с ряда bn частичная сумма sn была меньше Q, потом мы добавили один-
единственный элемент, меньший чем ε, и частичная сумма стала больше Q. Но стать больше
чем Q+ ε она не может! А на следующем шаге мы уже будем добавлять отрицательные члены
из последовательности cn. Аналогично, частичная сумма не может стать меньше Q − ε. Итак,
sn < Q+ ε, sn > Q− ε, поэтому |sn −Q| < ε, что и требовалось доказать. �

Признак Лейбница6. Ряд называется знакочередующимся, если все чётные члены име-
ют один знак, а нечётные — другой. Иными словами, знакочередующийся ряд имеет либо вид

∞∑
n=1

(−1)npn, либо
∞∑
n=1

(−1)n+1pn (pn > 0).

Эти ряды отличаются знаком первого члена.

Теорема. Если модули членов знакочередующегося ряда образуют монотонно убывающую
бесконечно малую последовательность, то ряд сходится.

Доказательство проведем для знакочередующегося ряда
∑
an с положительным a1. Обо-

значим, как обычно, через Sn частичные суммы. Так как S1 = a1, S3 = S1 − (a2 − a3) < S1 . . .
S2n+1 = S2n−1−(a2n−a2n+1) < S2n−1, то последовательность частичных сумм с нечетными номе-
рами убывает. Так как S2 = a1−a2, S4 = S2 +(a3−a4) > S2 . . . S2n+2 = S2n+(a2n+1−a2n) > S2n,
то последовательность частичных сумм с четными номерами возрастает.

Кроме того,

S2n+1 = (a1 − a2) + (a3 − a4) + . . .+ (a2n−1 − a2n) + a2n+1 > 0,

S2n = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− . . .− (a2n−2 − a2n−1)− a2n < a1.

Таким образом, последовательность частичных сумм с четными номерами и последователь-
ность частичных сумм с нечетными номерами — это монотонные ограниченные последователь-
ности. Значит, эти последовательности сходятся. А так как S2n+1−S2n = a2n+1 → 0, то пределы
этих последовательностей совпадают. Значит сходится и сама последовательность частичных
сумм, что и требовалось доказать. �

6Лейбниц, Готфрид Вильгельм, 1646–1716, создал комбинаторику, основы анализа с Ньютоном, ло-
гику, двоичную систему счисления, философ, психолог, механик, принцип наименьшего действия.
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Пример. Ряд Лейбница
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− . . . сходится по признаку Лейб-

ница. Так как ряд из модулей совпадает с гармоническим рядом и, поэтому, расходится, то ряд
Лейбница абсолютно не сходится, это условно сходящийся ряд.

Сумма ряда Лейбница равна ln 2. Это следует из формулы
n∑
k=1

1

k
= γ+ln(n)+o(1), где γ =

∞∑
n=1

( 1

n
− ln

(n+ 1

n

))
≈ 0, 57721 — постоянная Эйлера:

2n∑
k=1

(−1)k+1 1

k
=

2n∑
k=1

1

k
− 2 · 1

2
·

n∑
k=1

1

k
= γ + ln(2n)− γ − lnn+ o(1)→ ln 2.

Постоянная γ Эйлера введена в 1735, Маскероне в 1790 вычислил 32 знака, до сих пор не извест-
но, рационально или нет, куча красивых формул в Википедии. Для доказательства сходимости
используем неравенство ln(1 + x) < x, x > −1 (картинку нарисовать!):

0 <
1

n
− ln

(n+ 1

n

)
=

1

n
+ ln

( n

n+ 1

)
<

1

n
− 1

n+ 1
<

1

n2
.

Признаки Абеля7 и Дирихле8. Вначале сформулируем одно равенство, которое назы-

вают тождеством Абеля. Пусть an и bn — произвольные числа, Sn = C +
n∑
k=1

an число C —

некоторая постоянная. Тогда для любой константы C справедливо равенство

n+p∑
k=n

akbk =

n+p−1∑
k=n

Sk(bk − bk+1) + Sn+pbn+p − Sn−1bn.

Тождество Абеля базируется на тождестве ak = Sk − Sk−1, выполненном при любом C, и
вытекает из цепочки соотношений:

n+p∑
k=n

akbk =

n+p∑
k=n

Skbk −
n+p∑
k=n

Sk−1bk =

n+p∑
k=n

Skbk −
n+p−1∑
k=n−1

Skbk+1 =

=

n+p−1∑
k=n

Skbk + Sn+pbn+p −
n+p−1∑
k=n

Skbk+1 − Sn−1bn =

=

n+p−1∑
k=n

Sk(bk − bk+1) + Sn+pbn+p − Sn−1bn. �

7Нильс Хенрик Абель, 1802-1829, слабое здоровье, безудержное пьянство родителей. Его учитель
математики: «С превосходнейшим гением он сочетает ненасытный интерес и тяготение к математике,
поэтому, если он будет жить, он, вероятно, станет великим математиком». Умер от туберкулёза.

8Лежен Дирихле, 1805-1859, принцип Дирихле, арифметическая прогрессия содержит бесконечно
много простых чисел.
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Смысл тождества Абеля. Тождество Абеля — это дискретная формула интегрирования
по частям. Если считать, что сумма — это интеграл, а разности соседних слагаемых — это
некоторый аналог производных, то формула Абеля, переписанная в виде

n+p∑
k=n

(Sk − Sk−1)bk = Sn+pbn+p − Sn−1bn −
n+p−1∑
k=n

Sk(bk+1 − bk),

имеет вид формулы Ньютона–Лейбница
b∫

a

f ′(x)g(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
b∫

a

f(x)g′(x) dx.

Добавлю ещё, что константа C играет роль константы в формуле для первообразных.

Теорема (признак Дирихле). Если последовательность bn > 0 является монотонно
убывающей и бесконечно малой, а частичные суммы Sn ряда

∑
an ограничены, то ряд

∑
anbn

сходится.

Теорема (признак Абеля). Если последовательность bn > 0 является монотонно убы-
вающей и ограниченной, а ряд

∑
an сходится, то ряд

∑
anbn сходится.

Доказательство признаков Абеля и Дирихле основано на тождестве Абеля. В условиях при-
знаков Абеля и Дирихле не предполагается, что an положительные. Эти признаки придуманы
именно для исследования знакопеременных рядов.

Доказательство признака Дирихле. Рассмотрим сумму B(n, p) =

n+p∑
k=n

akbk. По критерию

Коши мы докажем сходимость ряда
∑
anbn, если докажем, что при достаточно больших n и

любом p величина |B(n, p)| сколь угодно мала. Воспользуемся тождеством Абеля (C = 0):

|B(n, p)| 6

∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n

Sk(bk − bk+1)

∣∣∣∣∣+ |Sn+pbn+p|+ |Sn−1bn|

6
n+p−1∑
k=n

|Sk|(bk − bk+1) + |Sn+pbn+p|+ |Sn−1bn|

6 sup
k
|Sk|

n+p−1∑
k=n

(bk − bk+1) + |Sn+pbn+p|+ |Sn−1bn|

= sup
k
|Sk| (bn − bn+p−1) + |Sn+pbn+p|+ |Sn−1bn|.

В последней оценке все Sk ограничены по предположению, а последовательность bn бесконечно
малая. Поэтому |B(n, p)| ограничена сверху бесконечно малой, что и требовалось доказать. �

Доказательство признака Абеля. Рассмотрим величины B(n, p), положим C = −
n−1∑
k=1

ak,
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тогда Sn−1 = 0, Sn+m =
∑n+m

k=n ak при всех m = Z+. Из тождества Абеля имеем

|B(n, p)| 6

∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n

Sk(bk − bk+1)

∣∣∣∣∣+ |Sn+pbn+p| 6 sup
k>n
|Sk| (bn − bn+p−1) + |Sn+pbn+p|.

Величины |Sn+m| при всех m = 0, 1, 2, . . . и supk>n |Sk| при достаточно больших n равномерно
меньше ε (по критерию Коши для ряда ak), отсюда следует утверждение принципа Абеля. �

Вообще-то, признак Абеля следует из признака Дирихле.
Последовательность bn монотонная, значит она стремится к пределу. Пусть bn → B, тогда

bk − bk+1 → 0. Тогда последовательность b∗n = B − bn монотонно убывает к нулю, по признаку
Дирихле ряд

∑
an(B − bn) сходится. Ряд

∑
anB сходится, значит ряд

∑
anbn сходится. �

Пример. Ряд
∞∑
n=1

cosnx

n
при фиксированном x ∈ R (с помощью признака Дирихле).

Положим an = cosnx, bn = 1/n. Последовательность bn удовлетворяет условиям теоремы,

проверим ограниченность частичных сумм Sn =
n∑
k=1

cosnx.Для всех k справедливо соотношение

sin(k +
1

2
)x− sin(k − 1

2
)x = 2 sin

x

2
cos kx,

просуммируем эти соотношения при k = 1, 2, . . . , n. В левой части сократятся все слагаемые,
кроме двух, и мы получим равенство

sin(n+
1

2
)x− sin

1

2
x = 2Sn sin

x

2
. Поэтому |Sn| =

∣∣∣∣∣∣∣
sin(n+

1

2
)x− sin

1

2
x

2 sin
x

2

∣∣∣∣∣∣∣ 6
1

|sin x
2
|
.

Таким образом, при sin x
2
6= 0, то есть x 6= 2mπ при целом m, частичные суммы Sn ограничены

и в силу признака Дирихле ряд сходится. Если x = 2mπ, то cos kx = 1 при всех k и ряд
превращается в гармонический ряд, который расходится.

Произведение рядов

Написать табличку, дать определение произведения рядов. Последовательность обхода —
способ умножения рядов.

Сказать, что если мы знаем только сходимость ряда, составленного из элементов таблички,
то результат зависит от последовательности обхода таблички по теореме Римана.

Разные методы суммирования произведения рядов естественные в разных ситуациях. На-
пример, по прямоугольникам естественно суммировать — это произведение частичных сумм. По
треугольникам естественно суммировать — такое суммирование возникает в степенных рядах.
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По диагоналям — способ Коши. Теорема Мертенса9: если ряд сходится, а второй — абсо-
лютно сходится, то произведение Коши сходится и равно произведению рядов.

Теорема. Если ряды
∑
an и

∑
bn абсолютно сходятся, то ряд, составленный из всех

произведений anbk, также абсолютно сходится. Сумма полученного ряда равна произведению
сумм исходных рядов.

В условиях теоремы все равно, в какой последовательности брать слагаемые в таблице.
Иными словами: абсолютно сходящиеся ряды можно перемножать.

Умножение условно сходящихся рядов не определено.

Доказательство. Выберем удобный для рассуждений порядок «по квадратам», в котором
мы будем записывать члены ряда

∑
wn, составленного из всех произведений

∑
anbk:

w1 = a1b1, w2 = a1b2, w3 = a2b1, w4 = a2b2,

w5 = a1b3, w6 = a2b3, w7 = a3b3, w8 = a3b2, w9 = a3b1, . . .

Покажем сначала, что ряд
∑
wn абсолютно сходится. Ограниченность частичных сумм ряда∑

|wn| вытекает из соотношений

n2∑
k=1

|wk| =

(
n∑
k=1

|ak|

)(
n∑
k=1

|bk|

)
≤

(
∞∑
k=1

|ak|

)(
∞∑
k=1

|bk|

)
.

Две последних бесконечных суммы принимают конечные значения по предположению. Из до-
казанной ограниченности частичных сумм следует сходимость ряда

∑
|wn| и, следовательно,

абсолютная сходимость ряда
∑
wn.

Остается доказать, что последний ряд имеет сумму, равную произведению сумм исходных
рядов. Для этого достаточно отметить, что

n2∑
k=1

wk =

(
n∑
k=1

an

)
·

(
n∑
k=1

bn

)

и устремить n к бесконечности. �

9Франц Мертенс, 1840–1927. Ученик Кронеккера и Куммера. Придумал пару знаменитых теорем, в
частности про задачу 12 из вашего листка. Найти его в Википедии трудно, есть несколько футболистов
с такой фамилией!
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Лекция 4 (27 января 2016)
На прошлой лекции, в пятницу, мы занимались следующими вещами.
1) Теорему Римана о перестановках условно сходящегося ряда;
2) Произведение рядов;
3) Теорему Лейбница о знакочередующихся рядах;
4) Теоремы Абеля и Дирихле, тождество Абеля
и временно завершили на этом числовые ряды.

4 Функциональные ряды

Ряды, как и последовательности, можно рассматривать не только из чисел, но и из любых
линейных метрических пространств. Линейность нужна, чтобы суммы имели смысл.

Линейное метрическое пространство — множество, в которых определены операции сло-
жения и умножения на число и определено расстояние (= метрика). Метрика в линейных про-
странствах обычно предполагается положительно однородной:

ρ(αx, αy) = |α| ρ(x, y).

Вообще, в линейных (векторных) пространствах чаще вместо слова метрика используют слово
норма. Норма вектора x обозначается ‖x‖ или ‖x‖M , это неотрицательная функция переменной
x, предполагается, что ‖x‖ > 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0, ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ и ‖αx‖ = |α|‖x‖. Это в
точности такие требования, чтобы функция ‖x − y‖ двух переменных была метрикой, причём
положительно однородной метрикой.

Ну и наоборот, если есть положительно однородная метрика ρ, инвариантная относительно
сдвигов (ρ(x+ z, y + z) ≡ ρ(x, y)), то она порождает норму ‖x‖ = ρ(0, x).

Я считаю, что линейность у нас относительно вещественных чисел. Практически то же самое
будет для комплексных линейных пространств.

Примеры. Вещественные числа, рациональные числа (линейное пространство над полем
рациональных чисел). Норма — это модуль. Комплексные числа — норма это тоже модуль.
Конечномерное пространство, здесь норма (длина вектора) по-разному может определяться,
например, евклидова норма. Или сумма модулей координат. Или вообще любым центрально
симметрическим выпуклым телом Минковского10, рассказать про это. Пространства функций:

10Минковский, Герман, 1864–1909. Это уже близкая к нам математика, ХХ век. Неравенство Мин-
ковского. Пространство Минковского в специальной теории относительности. Геометрическая теория
чисел. Теорема: если в R3 объём тела Минковского > 8, то оно содержит ненулевую точку с целыми
координатами.
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C[a, b], M(G) — пространство ограниченных функций на G, в предыдущем семестре оно обо-
значалось буквой F. Вот этими пространствами, они называются функциональными простран-
ствам, будем заниматься в ближайшее время.

Напомню, что пространство M(G) ограниченных функций G→ R содержит все ограничен-
ные функции, метрика в нём задаётся равенством ρ(f, g) = supx∈G |f(x)− g(x)|. Так как M(G)

— это всегда линейное пространство (ограниченные функции можно складывать и умножать
на константы), то можно вместо слова метрика говорить слово норма: ‖x‖M(G) = ρ(0, x) =

supx∈G |f(x)|. Например, про пространство C непрерывных функций чаще (Google: 238,000 про-
тив 49,500) говорят именно слово норма.

Рассмотрим теперь ряд, составленный из функций:
∞∑
n=1

fn(x). Мы будем считать, что функ-

ции fn определены на некотором общем для всех функций fn множестве G, а значения прини-
мают в R. Практически всё (где явно не используется монотонность) можно перенести на рядах
из функций со значениями в C или Rn. В некоторых теоремах важно, что функции определены
на компактном множестве, там про это будет специальная оговорка.

Вот такой ряд из функций можно рассматривать как ряд из элементов какого-то функцио-
нального пространства.

Ряд, составленный из функций можно трактовать различными способами.
При каждом фиксированном x ∈ G это будет числовой ряд. Если этот числовой ряд сходится

при каждом x, то мы будем говорить, что ряд сходится поточечно к функции f ∗:

∀x ∈ G ∀ε > 0 ∃N = N(ε, x) ∀k > N : справедливо |f ∗(x)−
k∑

n=1

fn(x)| < ε.

Подчеркнём, что число N , вообще говоря, зависит от x.
Если ряд в Rn, то есть функции заданы на множестве G из n элементов, то поточечная

сходимость — это покоординатная сходимость.

Мы будем говорить, что ряд
∞∑
n=1

fn(x) сходится равномерно на множестве G, если

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∀k > N, ∀x ∈ G : справедливо |f ∗(x)−
k∑

n=1

fn(x)| < ε.

Здесь число N обязательно не зависит от x.

Равномерная сходимость на GGG — сходимость по метрике пространства M(G).
Ещё раз. Поточечная сходимость — это просто сходимость многих числовых рядов. А схо-

димость по норме функционального пространства — это отдельное дело. Кроме сходимости по
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норме M(G) рассматривают сходимость по нормам других пространств. Например, нормы с
интегралами Лебега, пространства L2. Бывают и другие виды сходимости, через год узнаете.

Ещё для некоторых множеств G можно рассмотреть множество ограниченных непрерывных
функций C(G). Обычно при этом множество G — это компакт в метрическом пространстве
(главный пример: G = [a, b]), равномерная сходимость — это сходимость по метрике C. В опре-
делении нормы в C можно писать max вместо sup: ‖x(t)‖C = maxx∈G |x(t)|. Разница в том, что
для f ∈ C на компакте супремум всегда достигается, то есть является максимумом.

Правильно говорить, на каком множестве ряд или последовательность равномерно сходятся.
Иногда я буду про это забывать, когда это очевидно... например, указано только что чуть выше,
где́ определены функции. Я считаю, что есть некоторое множество G и все функции на этом
множестве G определены.

Множество G может быть N, тогда M(G) — пространство ограниченных последовательно-
стей. Множество G может быть конечным, тогдаM(G) — конечномерное пространство с нормой
‖x‖ = max{|xk|}. Но вообще, слушая сейчас лекцию, лучше представлять себе G в виде отрезка.

Полнота M(G). Напомнить про фундаментальные последовательности в R:

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n > N справедливо |xn − xm| < ε.

Фундаментальная последовательность в метрическом пространстве с метрикой ρ(·, ·):

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n > N справедливо ρ(xn, xm) < ε.

Сходящаяся последовательность всегда фундаментальна, в любом пространстве, а вот наоборот
— не всегда: не во всяком метрическом пространстве всякая фундаментальная последователь-
ность сходится.

Основная картинка: выколотая точка.

Определение Метрическое пространство X называется полным, если в нём всякая фун-
даментальная последовательность сходится.

Примеры полных пространств (R,C,Rn, C(G), c0 — пространство сходящихся последователь-
ностей с нормой sup). Примеры неполных пространств: рациональные числа, (многочлены в
C[0, 1], пространство непрерывных функций с метрикой из L1. Любое незамкнутое подмноже-
ство полного пространства.

Замечание 1. Пополнение пространств — сказать, что есть общая конструкция.

Замечание 2. Есть эквивалентное определение полноты пространства X. Я его сформули-
рую без доказательств, они простые.
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Для каждого подмножества Y ⊂ X определим его диаметр: diamY = supx,y∈Y ρ(x, y).
Пространство полное, если и только если любая последовательность вложенных замкнутых

множеств с убывающим к нулю диаметром имеет единственную общую точку.

Интересно, что если не требовать стремление диаметра к нулю, то последовательность вло-
женных замкнутых подмножеств полного пространства может иметь пустое пересечение.

Теорема. Пространство M(G) полное.

Доказательство. Пусть fn ∈ M(G) — фундаментальная последовательность в M(G). То-
гда при каждом x ∈ G числовая последовательность fn(x) фундаментальна, это следует из
определений и полноты пространства R, куда действуют функции.

Поэтому последовательность при каждом x ∈ G числовая последовательность fn(x) сходится
к некоторому числу f ∗(x), поточечному пределу последовательности fn.

Функция f ∗ — ограниченная, следует из равномерной фундаментальности, ∃N ∀x ∈ G, m, n >
N |fn(x)− fm(x)| < 1. Если теперь перейти в последнем неравенстве к пределу при m→∞, то
получится ∀x ∈ G, |fn(x)− f ∗(x)| < 1, отсюда следует ограниченность.

Теперь покажем, что сходимость на самом деле не поточечная, а по норме M . Берем ε > 0,
выбираем N так, чтобы при n, k > N было выполнено ‖fn − fk‖M < ε/2, следовательно при
каждом x выполнено |fn(x)−fk(x)| < ε/2. Теперь при каждом x перейдем в этом неравенстве к
пределу при k →∞ при фиксированном n. Мы знаем, что числовая последовательность fk(x)

сходится к f ∗(x). Следовательно, при каждом x справедливо неравенство |fn(x)− f ∗(x)| 6 ε/2

и ‖fn(x) − f ∗(x)‖M 6 ε/2 < ε Итак, по каждому ε > 0 мы нашли такое N , что при n >

N справедливо ‖fn − f ∗‖M < ε, а это и есть определение сходимости fn к f ∗ в M . �

Замкнутое подмножество Y полного метрического пространства X — само полное метри-
ческое пространство с той же метрикой. В самом деле, если xn ∈ Y — фундаментальная по-
следовательность, то xn фундаментальна в X, поэтому xn сходится в X, в силу замкнутости
limxn ∈ Y .

Таким замкнутым подмножеством вM(G) является подмножество C(G) непрерывных огра-
ниченных функций. Мы доказывали такую теорему в прошлом семестре.

Пусть G — любой множество с метрикой, на котором имеет смысл говорить о непрерыв-
ности11, fn — последовательность непрерывных функций, fn ⇒ f . Тогда f — непрерывная
функция.

Пусть xk → x∗, надо доказать, что f(xk)→ f(x∗). Зададимся ε > 0, выберем и зафиксируем
по равномерной сходимости n, такое что |fn(x)− f(x)| < ε/3 при каждом x ∈ G. Теперь

|f(xk)− f(x∗)| 6 |fn(xk)− f(xk)|+ |fn(x∗)− f(x∗)|+ |fn(xk)− fn(x∗)| < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

11То есть, в G есть предельные точки, что не обязательно!
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Мы доказали, что равномерный предел функций, непрерывных в точке, непрерывен в этой
точке. Соответственно, равномерный предел функций, непрерывных на каком-то множестве,
непрерывен на этом множестве.

Обычно рассматривают пространство непрерывных функций на компакте. Если G — ком-
пакт, то можно слово «ограниченных» опустить: там все функции ограничены.

Итак, пространство C[a, b] — это замкнутое подмножество M([a, b]).
Заметим, что C[a, b] — очень маленькое множество в M([a, b]): у него нет внутренних точек,

оно нигде не плотное. А каждая разрывная функция — внутренняя точка множества M([a, b])\
C[a, b]. Здесь у нас возникает полная аналогия с канторовым множеством.

Пространство C — одно из самых главных пространств функций. Основной вариант: C[a, b],
оно главнее, чем M . Равномерной нормой обычно называют норму в C (хотя и в M). И C[a, b],
и M [a, b] — банаховы пространства: полные линейные нормированные пространства.

Критерий Коши равномерной сходимости. Ряд
∞∑
n=1

fn(x) из ограниченных функций

равномерно сходится, если и только если

∀ε > 0 ∃N ∀k > N, m ∈ N ∀x ∈ G : справедливо
∣∣ k+m∑
n=k+1

fn(x)
∣∣ < ε.

Критерий Коши означает фундаментальность последовательности частичных сумм в M(G)

и следует из полноты пространства M(G). Основное условие можно переписать в виде

∀ε > 0∃N ∀k > N, m ∈ N справедливо sup
x∈G

∣∣ k+m∑
n=k+1

fn(x)
∣∣ < ε или в виде

∀ε > 0∃N ∀k > N, m ∈ N справедливо
∥∥ k+m∑
n=k+1

fn(x)
∥∥
M(G)

< ε или в виде

∀ε > 0∃N ∀k > N, m ∈ N ∀x ∈ G справедливо
∣∣ k+m∑
n=k+1

fn(x)
∣∣ < ε.

Ряд сходится равномерно абсолютно, если равномерно сходится ряд из модулей.

Признак Вейерштрасса.12 Пусть |fn(x)| 6 an, x ∈ G. Пусть ряд
∑
an сходится. Тогда

ряд
∑
fn(x) равномерно абсолютно сходится.

Доказательство следует немедленно из критерия Коши, использованного дважды. Первый
раз для числового ряда

∑
an по ε строим N , второй раз — используем это N для критерия

Коши равномерной сходимости. �

12Карл Вейерштрасс, 1815-1897, отец современного анализа.
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Пример. Ряд
∑ sin(nx)

n2
сходится абсолютно равномерно на R. Очевидно!

Естественно, если ряд
∑
gn абсолютно равномерно сходится, и |fn(x)| 6 |gn(x)| при всех

x ∈ G, то и
∑
fn абсолютно равномерно сходится. Такой же признак, как и для числовых рядов.

Следует из критерия Коши равномерной сходимости. Признак Вейерштрасса — это применение
этого принципа мажоризации для случая gn(x) = an.

Замечание. Если ряд
∑
fn(x) равномерно на G = [0, 1] абсолютно сходится, то отсюда

вовсе не следует, что числовой ряд
∑
‖fn‖M(G) сходится. даже если fn > 0.

Однако, справедливо такое утверждение: если ряд равномерно сходится, то в нём можно
расставить скобки (не меняя порядка суммирования) так, чтобы для ряда из скобок можно
применить признак Вейерштрасса.

Это и для числовых рядов правильно: в сходящемся ряде всегда можно расставить скобки
так, чтобы ряд из сумм скобок получился абсолютно сходящимся.

Теперь приведем ещё одну теорему, специфическую для функций с вещественными значе-
ниями: в ней используется монотонность. Забегу вперед: множество G, на котором определены
функции в этой теореме компактное.

Будем говорить, что последовательность функций fn монотонная, если последовательность
её значений fn(x) при каждом x монотонная, причём либо при всех x не возрастает, либо при
всех x не убывает.

Не путаем! Не функции монотонные, а последовательности функций монотонные. Функции
могут быть определены не на прямой, так что о монотонности функций нечего говорить.

Если ввести в множестве функций M(G) отношение частичного порядка f � g ⇔ ∀x ∈ G :

f(x) > g(x), то монотонность о которой я говорил, это как раз монотонность в пространстве
M(G) по отношению порядка «�».

Как и у числовых рядов, монотонность последовательности частичных сумм — это то же
самое, что неотрицательность членов ряда.

Пусть множество G компактно: из каждой последовательности можно извлечь сходящуюся
подпоследовательность. Например, G = [a, b].

Теорема Ди́ни.13 Пусть неотрицательные функции fn : G → R+ непрерывны, причём

ряд
∞∑
n=1

fn(x) сходится поточечно и пусть сумма f ∗ — непрерывная функция. Тогда ряд
∑
fn

сходится к ней равномерно.
13Улисс Ди́ни, 1845-1918, работал в Пизанском университете, в 1880-1890 годах был его ректором,

его именем в Италии называют теорему о неявной функции.
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Теорема Ди́ни для последовательностей. Пусть функции sn непрерывные, причем по-
следовательность sn(x) монотонная и сходится поточечно на G к непрерывной функции s∗.
Тогда sn сходится к s∗ равномерно.

Эти теоремы эквивалентны, монотонность последовательности частичных сумм эквивалент-
на тому, что все члены ряда имеют при всех x определённый знак, один и тот же.

Доказательство теоремы Ди́ни сначала проведём для случая s∗ ≡ 0 и убывающей последо-
вательности функций sn. Общий случай следует из этого, если рассмотреть последовательность
gn = sn − s∗ или gn = s∗ − sn.

Пусть при каждом x ∈ G последовательность непрерывных функций gn(x) сходится пото-
чечно к нулю, причём монотонно убывает. Надо доказать, что она сходится равномерно.

Рассуждаем от противного, помним, что gn > 0. Пусть это не так:

∃ε > 0 ∀N ∈ N ∃n > N, xn : справедливо gn(xn) > ε.

Выберем из последовательности xn сходящуюся подпоследовательность xnk → x∗ (вот тут я
использовал компактность множества G).

Напишем бесконечную табличку

gn1(xn1) gn1(xn2) gn1(xn3) . . . → gn1(x∗)

gn2(xn1) gn2(xn2) gn2(xn3) . . . → gn2(x∗)

gn3(xn1) gn3(xn2) gn3(xn3) . . . → gn3(x∗)

. . . . . . . . . . . . . . .

↓ ↓ ↓ . . . ↓
0 0 0 . . . 0

Сходимость в каждой строке по горизонтали — это непрерывность каждой из функций gnk и
xnk → x∗. Сходимость в каждом столбце по вертикали — это поточечная сходимость, сходимость
монотонной последовательности чисел gm(x) к 0 при x = xnk .

По предположению, все диагональные элементы (они стоят в рамке) больше ε. По монотон-
ности, все элементы над диагональю тоже больше ε. Поэтому все элементы в правом столбце
тоже больше ε. А это противоречит тому, что gnk(x∗)→ 0.

Теперь теорема Ди́ни для ряда следует из доказанного: последовательность f ∗(x)−
n∑
k=1

fk(x)

состоит из непрерывных функций и поточечно монотонно стремиться к нулю. �

Контрпример. Для последовательностей функций на некомпактном множестве теорема
Дини не верна: последовательность tn монотонно поточечно сходится к нулю (непрерывной
функции!) на (0, 1), но эта сходимость неравномерная: supt∈(0,1) t

n = 1.
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Лекция 5 (03 февраля 2016)
На прошлой лекции, в среду, мы занимались следующими вещами.
1) Равномерная и поточечная сходимость;
2) Полные пространства, полнота пространства C, признак Коши равномерной сходимости;
3) Признак равномерной сходимости Вейерштрасса;
4) Теорема Дини.

На прошлой лекции я пропустил несколько более общий (чем Вейерштрасса) признак. Фак-
тически, это обычный мажорантный признак для положительных числовых рядов. Всюду пред-
полагаем, что x ∈ G, G — некоторое множество.

Теорема. Если an(x) > 0 и
∑
an(x) сходится равномерно, и |bn(x)| 6 an(x) при всех x ∈ G,

то
∑
bn(x) сходится абсолютно и равномерно.

Доказательство следует из признака Коши, применённого дважды.
В обратную сторону теорема не содержит слова «расходится».

Теорема. Пусть an(x) > 0 и ряд
∑
an(x) не сходится равномерно. Тогда бо́льший ряд∑

bn(x), bn(x) > an(x) также не сходится равномерно.

Здесь надо написать отрицание к признаку Коши равномерной сходимости
∑
an(x):

∃ ε > 0 ∀N ∃n > m > N ∃x ∈ G :
n∑

k=m

ak(x) > ε,

заменой an на bn получится отрицание к признаку Коши равномерной сходимости
∑
bn(x). �

Справедливы аналоги признаков Дирихле и Абеля равномерной сходимости рядов вида
∞∑
k=1

an(x)bn(x). (вроде их сформулировали и придумали после Дирихле и Абеля). При доказа-

тельстве используется функциональное тождество Абеля, такое же как в числовых рядах.

Пусть an и bn — произвольные числовые последовательности, Sn = C +
n∑
k=1

an. Тогда

n+p∑
k=n

akbk =

n+p−1∑
k=n

Sk(bk − bk+1) + Sn+pbn+p − Sn−1bn.

Выберем функцию C(x) и положим Sn(x) = C(x) +
n∑
k=1

an(x). Тождество Абеля для функций

n+p∑
k=n

ak(x)bk(x) =

n+p−1∑
k=n

Sk(x)(bk(x)− bk+1(x)) + Sn+p(x)bn+p(x)− Sn−1(x)bn(x).
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Признак равномерной сходимости Дирихле. Есть 2 функциональных ряда,
∑
an(x) и∑

bn(x). Пусть все частичные суммы ряда
∑
an(x) равномерно ограничены, а последователь-

ность функций bn ⇒ 0 монотонная. Тогда ряд
∑
an(x)bn(x) равномерно сходится.

Признак равномерной сходимости Абеля. Есть 2 функциональных ряда,
∑
an(x) и∑

bn(x), Пусть ряд
∑
an равномерно сходится, а последовательность функций bn монотонная

и равномерно ограниченная. Тогда ряд
∑
an(x)bn(x) равномерно сходится.

Доказательство признаков Дирихле и Абеля равномерной сходимости такое же, как и у
признаков Дирихле и Абеля сходимости числовых рядов. Снова признак Абеля следует из
Дирихле. Доказательство признака Дирихле совершенно такое же, как для числовых рядов.

Естественно, в условиях признаков Дирихле и Абеля равномерной сходимости абсолютной
равномерной сходимости может не быть.

Доказательство признака Дирехле. Рассмотрим функции B(n, p)(x) =

n+p∑
k=n

ak(x)bk(x).

Положим C(x) = 0, тогда Sn(x) =
n∑
k=1

an(x), Sn+m(x) =
n+m∑
k=1

ak(x) при всех m = Z+. Из тожде-

ства Абеля

|B(n, p)(x)| 6

∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n

Sk(x)(bk(x)− bk+1(x))

∣∣∣∣∣+ |Sn+p(x)bn+p(x)| 6

6 sup
k>n
|Sk(x)| (bn(x)− bn+p−1(x)) + |Sn+p(x)bn+p(x)|+ |Sn−1(x)bn(x)|.

Теперь ∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n

Sk(x)(bk(x)− bk+1(x))

∣∣∣∣∣ 6 sup
k
|Sk(x)|

n+p−1∑
k=n

(bk(x)− bk+1(x))

= sup
k
|Sk(x)|

(
bn(x)− bn+p(x)

)
⇒ 0,

|Sn+p(x)bn+p(x)| 6 sup
k
|Sk(x)| |bn+p(x)|⇒ 0, |Sn−1(x)bn(x)| 6 sup

k
|Sk(x)| |bn(x)|⇒ 0.

При достаточно большом n в силу равномерной сходимости bn ⇒ 0, последовательность ча-
стичных сумм ряда

∑
an(x)bn(x) фундаментальная, а сам ряд равномерно сходится. �

Из Дирихле следует аналог Лейбница: если bn(x)⇒ 0 монотонно, то
∑

(−1)nbn(x) сходится
равномерно. Нужно только сказать, что суммы

∑
(−1)n заведомо ограничены.

Если все функции, которые упоминались в признаках, непрерывны, то и суммы рядов по-
лучатся непрерывные.

Перестановка ряда и предела. Философия: самые разные пределы иногда можно пере-
ставлять местами. Часто, хотя и не всегда, справедливо что-то вроде

lim
x→a

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→a

fn(x),

30



где a — число, ∞, элемент пространства. Сюда же относится перестановка предела с интегра-
лом, с производной, ряда с пределом, ряда с интегралом, двух рядов или интегралов.

Мы знаем, что предел можно переставлять с непрерывными функциями, с конечными сум-
мами и произведениями (в частности).

Важное утверждение. Переставлять пределы можно не всегда!
Контрпример 1: fn(x) = xn, x ∈ (0, 1), lim

x→1
lim
n→∞

fn(x) = 0 6= 1 = lim
n→∞

lim
x→1

fn(x).

Контрпример 2: lim
n→∞

lim
m→∞

n2 −m2

n2 +m2
= −1 6= 1 = lim

m→∞
lim
n→∞

n2 −m2

n2 +m2
.

Ситуация усугубляется частым желанием применить перестановку пределов при вычисле-
ниях. Очень так часто бывает: вычисляем что-то, и если переставить пределы, то сразу всё
вычисляется. А доказывать, что это правильно долго и трудно.

Вы знаете вариант теоремы о перестановке пределов: равномерный предел последователь-
ности непрерывных функций — непрерывная функция. Эту теорему можно переписать в виде

fn(x)⇒ f(x), lim
x→x∗

fn(x) = fn(x∗) ⇒ lim
x→x∗

f(x) = f(x∗)

или, что то же, lim
x→x∗

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x∗

fn(x), это тоже теорема о перестановке пределов.

Обычно, теоремы о перестановках пределов — не очень простые, нужны дополнительные
условия, часто используется равномерная сходимость. Приведем теорему в общем виде.

Теорема. Пусть ряд
∞∑
n=1

fn(x) сходится к f ∗(x) равномерно на некотором множестве G ∈

X. Пусть a 6∈ G — предельная точка G (конечная или бесконечная) и пусть при каждом n

существует limx→a fn(x) = cn. Тогда ряд
∑
cn сходится, существует предел limx→a f

∗(x) = c

и можно переставлять предел с рядом:

lim
x→a

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑
n=1

lim
x→a

fn(x) ⇔ lim
x→a

f ∗(x) =
∞∑
n=1

cn.

Про условие a 6∈ G. Если a 6∈ G, то теорема превращается в теорему о непрерывности
равномерного предела непрерывных в точке a функций.

Переформулировка для последовательностей. Пусть последовательность sn(x) схо-
дится к s∗(x) равномерно на множестве G ∈ X. Пусть a 6∈ G — предельная точка G (конечная
или бесконечная) и пусть при каждом n существует limx→a sn(x) = cn. Тогда последователь-
ность cn сходится, существует предел limx→a s

∗(x) и можно переставлять пределы:

lim
x→a

lim
n→∞

sn(x) = lim
n→∞

lim
x→a

sn(x) ⇔ lim
x→a

s∗(x) = lim
n→∞

cn.
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Доказательство. 1. Ряд
∑
cn сходится. Это следует из Коши: пишем критерий Коши рав-

номерной сходимости
∞∑
n=1

fn(x) ряда, в неравенстве |
∑m+k

n=m fn(x)| < ε переходим к пределу при

x→ a (сначала переставляем предел с модулем, это можно делать из-за непрерывности модуля,
потом переставляем предел с суммой, это можно делать так как сумма конечная), получаем
неравенство |

∑m+k
n=m cn| 6 ε, это критерий Коши сходимости числового ряда

∑
cn, этот ряд

сходится, полагаем c∗ =
∑
cn.

2. Теперь при всех x ∈ G и всех n

|f ∗(x)− c∗| 6 |f ∗(x)−
n∑
k=1

fk(x)|+ |
n∑
k=1

ck − c∗|+
n∑
k=1

|fk(x)− ck|.

Выберем n, чтобы первое и второе слагаемые были меньше ε/3 при всех x ∈ G. Для этого n
конечная сумма бесконечно малых |fk(x)− ck| при x→ a меньше ε/3 при x близких к a. �

Эта теорема довольно общая, в простом случае G = (a, b], функции fn непрерывны на [a, b].

Следствие 1. Пусть
∑
fn ⇒ f ∗ на (a, b]. Тогда

∑
fn(a) = limx→a f

∗(x), причём ряд сходится.

Следствие 2. Пусть
∑
fn → f ∗ на (a, b]. Пусть

∑
fn(a) 6= limx→a f

∗(x), например, ряд слева
расходится. Тогда сходимость на (a, b] не является равномерной.

В завершение отмечу, что равномерная сходимость была определена как сходимость вM(G),
это не совсем так. Равномерная сходимость рядов и последовательностей определена и для
неограниченных функций.

Примеры легко придумать, например, на R: x + 1/n ⇒ x. Или можно взять функцию tg x

на интервале (−π/2, π/2), а потом нарезать на отрезки длины 1/n и рассмотреть ступенчатую
функцию xn(t) = k/n при tg t ∈ [k/n, (k + 1)/n). Очевидно, что 0 6 xn(t)− tg t < 1/n, поэтому
xn(t) ⇒ tg t. Такие конструкции будут использоваться через год при определении интеграла
Лебега. А пока мы будем говорить только о равномерной сходимости ограниченных функций.

Замечу, признак Коши равномерной сходимости сохраняется. Пространство M(G) не рабо-
тает, а как бы «полнота» остаётся.

5 Важнейший пример: степенные ряды
∞∑

n=0

anx
n

Лемма. Если степенной ряд сходится для x = x∗, то он сходится абсолютно для любого x,
удовлетворяющего |x| < |x∗|, сходимость на множестве {x : |x| 6 r < |x∗|} равномерная.

Можно считать, что x ∈ R, а можно — что x ∈ C. Рассуждения и смысл одинаковые.
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Доказательство. Так как ряд сходится для x = x∗, то последовательность anxn∗ стремится
к нулю, поэтому эта последовательность ограничена: при всех n справедлива оценка |anxn∗ | 6 K.

Отсюда |anxn| 6 K
∣∣∣ x
x∗

∣∣∣n. Теперь ряд
∞∑
n=0

|anxn| сходится при каждом x, |x| < |x∗|, так как он

меньше геометрической прогрессии
∑
Kqn со знаменателем q = |x/x∗| < 1.

Степенной ряд равномерно сходится по признаку Вейерштрасса на множестве {x : |x| 6 r <

|x∗|} по тем же соображениям: |anxn| < Kqn, где q 6 r/|x∗| < 1. �

Радиус сходимости степенного ряда. Таким образом, множество значений x, при ко-
торых степенной ряд сходится, это промежуток (−R,R). Промежуток может вырождаться в
точку, может быть всей прямой, может (при конечном R 6= 0) сходиться или нет в точках
±R. Величина R называется радиус сходимости. Слово радиус пришло из комплексных ря-
дов, там область сходимости — круг. Я буду говорить и для вещественных рядов слова «круг
сходимости».

Непрерывность суммы степенного ряда на интервале (−R,R) следует из равномерной схо-
димости на меньшем замкнутом промежутке.

Формула Коши–Адамара. Формулу установил Коши, далее она была забыта, потом Ада-
мар14 её переоткрыл. Формула для радиуса сходимости:

R =
1

ρ
, ρ = lim

n→∞
n
√
|an|

(если ρ = 0, то R =∞, если ρ =∞, то R = 0).
При применении формулы надо помнить, что lim n

√
nα = 1, lim

n
√
e
√
n = 1.

Для доказательства надо рассмотреть 3 случая: ρ = 0, ρ =∞, ρ > 0 — конечное число.
1) Если ρ = 0, то по признаку Коши Cn = n

√
|an| · |x|n = |x| n

√
|an| → 0 при любом |x|.

2) Если ρ =∞, то при каждом x 6= 0 общий член ряда не стремится к нулю.
3) Пусть 0 < ρ <∞. Зафиксируем x, для которого |x| < 1/ρ, Выберем ε > 0 такое, что |x| <

1/(ρ+ ε). По этому ε построим такое число N , что для всех n > N справедливо n
√
|an| < ρ+ ε.

Отсюда следует, что Cn = n
√
|an| · |x|n = |x| n

√
|an| < |x|(ρ+ ε) < 1. По признаку Коши для этого

x ряд сходится.
Теперь возьмём x, удовлетворяющий |x| > 1/ρ. Тогда при некотором ε > 0 справедливо |x| >

1/(ρ − ε). По определению, для бесконечного количества значений n выполнено n
√
|an| · |x|n >

ρ− ε. Поэтому для таких n справедливо anx
n > 1 и ряд расходится.

Мы доказали, что степенной ряд сходится при |x| < R и расходится при |x| > R, то есть R
— степенной радиус. Формула Коши–Адамара доказана. �

14Адамар, Жак-Соломон, 1865–1963. Первые работы в 19 лет, работы по алгебре, геометрии, функ-
циональному анализу, дифференциальной геометрии, математической физике, топологии, теории ве-
роятностей, механике, гидродинамике и др.
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Если ряд не сходится при x = R, то нет равномерной сходимости на [0, R).
В самом деле, если бы сходимость была равномерной, то можно было бы воспользоваться

теоремой о перестановке ряда и предела вопреки предположению.

Если ряд сходится при x = R, то сходимость на [0, R] равномерная.

Для этого перепишем ряд в удобном виде
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n ·
( x
R

)n
. Воспользуемся при-

знаком Абеля (я говорил, что признаки Абеля–Дирихле для знакопеременных рядов, это как
раз этот случай!). Ряд

∑
anR

n сходится (равномерно, так как не зависит от x), а множители
(x/R)n образуют монотонную и равномерно ограниченную последовательность.

Отсюда следует теорема Абеля: если есть сходимость в крайней точке, то есть и непре-
рывность суммы ряда в ней.

Выводы. Есть «круг» сходимости, на самом деле промежуток. На любом строго мень-
шем замкнутом промежутке [−R + ε, R − ε] (ε ∈ (0, R)) сходимость равномерная, поэто-
му к непрерывной функции, то есть внутри круга сходимости предельная функция всегда
непрерывная. В крайней точке числовой ряд сходится, если и только если сходимость на
соответствующей замкнутой половинке промежутка ([−R, 0] или [0, R]) равномерная и, од-
новременно, если и только если сходимость на соответствующей не замкнутой половинке
промежутка ((−R, 0] или [0, R)) равномерная.
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Лекция 6 (05 февраля 2016)
На прошлой лекции, в среду, мы занимались следующими вещами.
1) Признаки равномерной сходимости Абеля и Дирихле.
2) Теорема о перестановке ряда и предела.
3) Степенные ряды, формула Коши–Адамара
4) Сходимость на концах круга сходимости.
Замечание 1. Ряды в C. Радиус сходимости (= 1) ряда

∑∞
n=0(−1)nx2n = 1/(1 + x2) — это

расстояние от 0 до точки i.
Вопрос о сходимости в граничных точках комплексных степенных рядов сложный. Там не

2 точки, а целая окружность, монотонности не бывает, все не так просто.
Простейший пример: где сходится ряд

∑
zn/n? Для исследования этого вопроса можно

воспользоваться перефразировкой признака Дирихле для комплексных рядов.
Есть 2 функциональных ряда,

∑
an(x) ∈ C и

∑
bn(x) ∈ R, Пусть все частичные суммы

ряда
∑
an(x) равномерно ограничены в C, а последовательность функций bn ⇒ 0 монотонная.

Тогда ряд
∑
an(x)bn(x) равномерно сходится.

Доказательство можно провести такое же точно, как в R, а можно воспользоваться сходи-
мостью вещественной и мнимой части отдельно.

Теперь
n∑
k=1

zn =
1− zk+1

1− z
. Эта сумма равномерно по z (|z| 6 1) ограничена при всех n, если

и только если |1 − z| > ε. В точке z = 1 у нас получается гармонический ряд, он расходится.
Если убрать окрестность точки z = 1, то на остатке сходимость будет равномерная.

Замечание 2. Радиус сходимости «по Даламберу». Пусть предел lim
n→∞

an
an+1

= A суще-

ствует. Тогда число R = |A| и есть радиус сходимости.

Следует из обычного признака Даламбера: lim
n→∞

|anxn|
|an+1xn+1|

=
|A|
|x|

.

Если предел не существует, то все не просто. Пример: ряд
∑
anx

n при an = 1, 2, 2
3
, 4

3
, 4

9
, . . . ,

a2n =
(

2
3

)n
, a2n+1 = 2

(
2
3

)n имеет радиус сходимости√2/3 (по Коши–Адамару), а последователь-
ность дробей an+1/an скачет между 2 и 1/3.

Замечание 3. Почленное дифференцирование степенного ряда. Степенной ряд лег-
ко и приятно почленно дифференцировать. Ряды, полученные почленным дифференцирова-
нием или интегрированием имеют тот же радиус сходимости — по формуле Коши–Адамара
lim n

√
n|an+1| = lim n

√
|an|.

Пусть радиус сходимости положительный. Можно ли почленно дифференцировать равен-
ство g(x) =

∑
anx

n внутри круга сходимости? Справедливо ли равенство g′(x) =
∑
g′n(x)?

Это типичный вопрос о перестановке предела и ряда.
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Пусть есть ряд g(x) =
∑
gn(x) из дифференцируемых функций. Я пока не конкретизирую,

где и как ряд сходится, чуть позже. Пусть n от 0 до ∞. Интересует равенство g′(x) =
∑
g′n(x):

lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h
?
=
∑

lim
h→0

gn(x+ h)− gn(x)

h
.

То есть

lim
h→0

∑
gn(x+ h)−

∑
gn(x)

h
= lim

h→0

∑ gn(x+ h)− gn(x)

h
?
=
∑

lim
h→0

gn(x+ h)− gn(x)

h
.

Пределы по h справа существуют, это производные степенной функции, ряд справа сходится в
круге сходимости. А про предел слева мы пока ничего не знаем.

Зафиксируем x и положим fn(h) = (gn(x+ h)− gn(x))/h. То что, нам бы хотелось доказать
выглядит как перестановка ряда и предела:

lim
h→0

∑
fn(h)

?
=
∑

lim
h→0

fn(h).

Функции fn(h) определены при h 6= 0 и всех целых n > 0. По теореме с прошлой лекции,
если бы удалось показать, что

∑
fn(h) ⇒ f(h) = (g(x + h) − g(x))/h при всех h ∈ [−δ, δ] \ {0}

для какого-то δ > 0, то предел limh→0(g(x + h) − g(x))/h существовал бы и можно было бы
переставлять ряд и предел.

Теперь вспомним, что ряд у нас был степенной, gn(x) = anx
n. Пусть радиус сходимости у

него R, пусть x ∈ (−R,R), тогда при маленьком δ имеем [x − δ, x + δ] ∈ [−r, r], где r < R.
Теперь по Лагранжу fn(h) = f ′n(θn) при некотором θn ∈ [−δ, δ], то есть |fn(h)| 6 |an|n|θn|n 6
|an|n rn = bn. Так как r < R, то ряд

∑
bn сходится, значит по признаку Вейерштрасса ряд∑

fn(h) сходится равномерно. И можно почленно дифференцировать степенной ряд в открытом
круге сходимости.

Для степенного ряда все сходимости внутри замкнутого круга радиуса, меньшего радиуса
сходимости, равномерные и абсолютные,

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ⇒ f ′(x) определена и f ′(x) =

∞∑
n=1

nanx
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n

во всех точках внутри круга сходимости.
На границе круга сходимости все может быть как угодно.
Естественно, мы сразу получили, что дифференцировать функцию f внутри круга сходи-

мости степенного ряда можно сколько угодно раз и

f ′′(x) =
∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2x
n, f (k)(x) =

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!
an+kx

n.

Из этой формулы следует, что fk(0) = k!ak, поэтому для функции — суммы степенного
ряда с ненулевым радиусом сходимости, этот ряд есть её ряд Маклорена.
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Ряд Тейлора. Разложения элементарных функций. Теперь мы можем исследовать
ряды Тейлора (точнее, Маклорена) на сходимость и равномерную сходимость, не зная остаточ-
ных членов.

Пример 1. arctg x = x− 1

3
x3 +

1

5
x5 − . . .+ (−1)k−1 x

2k−1

2k − 1
+ . . .. Радиус сходимости равен 1.

Ряд справа сходится при x = ±1 как знакочередующийся, следовательно, ряд Тейлора для
арктангенса сходится равномерно на промежутке [−1, 1].

Вспомнить, если продифференцировать ряд, то будет тот же радиус сходимости. А у произ-
водной арктангенса (1 + x2)−1 есть «деление на ноль» (полюс) в точке i. Отсюда и происходит
радиус круга сходимости. То, что есть сходимость в концах — довольно естественно, арктангенс
— хорошая гладкая функция на всей оси.

Пример 2. ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 − . . .+ (−1)k−1x

k

k
+ . . .. Радиус сходимости равен 1.

Ряд справа сходится при x = 1 и расходится при x = −1. Ряд Тейлора сходится равномерно на
[0, 1] и не сходится равномерно на (−1, 0]. И не удивительно: ведь ln(1 + x)→ −∞ при x→ −1.

Пример 3. (1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + . . . при α 6∈ Z+. Мы этот

ряд исследовали, знаем, что R = 1. Этот же результат можно получить, заметив, что

lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

n+ 1

α− n
= −1.

Здесь при x = 1 знакочередующийся с некоторого момента ряд сходится, ряд Тейлора сходится
равномерно на [0, 1]. При x = −1 ряд знакопостоянный, исследуем по признаку Раабе: при
больших n

Rn = n
( an
an+1

− 1
)

= n
( n+ 1

n− α
− 1
)

= α + 1.

Значит при α > 0 есть сходимость, а при α < 0 нет сходимости, это и не странно, при α > 0

функция (1 + x)α в точке −1 непрерывна и всем хороша, а при α < 0 она стремится к ∞.
Соответственно, при α > 0 степенной ряд сходится равномерно на [−1, 1], при α < 0 степенной
ряд сходится не равномерно на (−1, 0].

Суммирование расходящихся числовых рядов.

Физики в процессе научной работы давно сталкивались (и регулярно сталкиваются до сих
пор) с преобразованиями формул, содержащими расходящиеся ряды. Физики пишут эти фор-
мулы, часто они не имеют математического смысла, однако после некоторых преобразований
оказывается, что всё становится корректно и полученные формулы имеют правильный физи-
ческий смысл. От любого средства, которое приводит к хорошим результатам отказываться
нельзя, хотя математики и пытались.

Несмотря на возражения математиков, физики не отказались от использования такой «ма-
тематики». Тогда математики придумали, как расширить понятие сходимости ряда: научились
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так приписывать расходящимся рядам значения их суммы, чтобы полученное выражение име-
ло хоть какой-то смысл. Иногда, некоторым рядам разные учёные приписывали разный смысл.
Типичный пример: ряд

∑
(−1)n+1 = 1− 1 + 1− 1 . . .. Можно сказать, что его сумма S = 1− S

равна 1/2. Можно к этому же результату прийти по-другому:

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . .

Полагаем в этой формуле (она верна при x ∈ (−1, 1)) x = 1, получаем S = 1/2 (так делал
Эйлер!). Но можно написать формулу

1 + x

1 + x+ x2
=

1− x2

1− x3
= (1− x2)(1 + x3 + x6 + . . .) = 1− x2 + x3 − x5 + x6 − . . .

из неё следует при x = 1, что S = 2/3. А можно получить и еще «что угодно».
Правило, как по ряду выводить число, которое мы называем суммой ряда называют ме-

тод суммирования. Придумали, какие методы суммирования приемлемые. Во-первых, метод
суммирования должен быть линейным, во-вторых, — регулярным, то есть сходящийся ряд
должен быть суммируемым этим методом и его сумма, полученная этим методом, должна сов-
пасть с настоящей суммой.

Я расскажу 2 линейных и регулярных метода суммирования: метод Пуассона15 (степенными
рядами) и метод Чезаро16 (средние арифметические). Если ряд суммируемый по методу Чезаро,
то он суммируемый по Пуассону и к той же самой сумме.

Суммирование по Пуассону. Берем ряд
∑
an, который собираемся суммировать. Рас-

сматриваем степенной ряд
∑
anx

n. Если этот ряд сходится при x ∈ (0, 1) и существует предел

lim
x→1

∞∑
n=1

anx
n,

то число S называется суммой ряда
∑
an по Пуассону.

Линейность метода очевидна.
Регулярность следует из теоремы Абеля (он доказал эту теорему вне связи с обобщен-

ным суммированием, а Пуассон использовал): если ряд
∑
an сходится в обычном смысле, то

существует его сумма по Пуассону и она совпадает с обычной суммой.

Доказательство. Если радиус сходимости степенного ряда
∑
anx

n больше 1, то всё оче-
видно, ряд сходится равномерно на [−1, 1] к непрерывной функции.

Радиус сходимости не может быть меньше 1, так как в 1 он сходится.
15Пуассон, Симеон Дени, 1781–1840, физик и математик, скобка Пуассона, поток Пуассона и много-

много всего ещё.
16Чезаро Эрнесто (1859–1906) — итальянский математик.
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Пусть радиус круга сходимости равен 1. А тогда у нас была теорема о том, что если ряд
сходится в правом конце, то от сходится равномерно на «полукруге» сходимости [0, 1]. А значит,
сходится к непрерывной функции на [0, 1]. Значит, все в порядке: limx→1

∑
anx

n =
∑
an. �

Суммирование по Чезаре. Говорим, что ряд
∑
an сходится по Чезаре, если сходится

последовательность αn = 1
n
Sn, где Sn, как обычно, — частичные суммы ряда

∑
an. Число

limαn называем суммой ряда по Чезаре.

Линейность очевидна, регулярность следует из теоремы, которая у вас была когда-то в
листках: если последовательность сходится, то и последовательность средних арифметических
тоже сходится к тому же пределу.

Фробениус показал, что если (расходящийся) ряд сходится по Чезаре, то он сходится и по
Пуассону, причём к той же сумме.

Есть еще куча разных других методов суммирования расходящихся рядов, они связаны с
великими именами: Теплиц, Гельдер, Таубер, Борель, Харди, Эйлер.

6 Повторные и двойные ряды

Повторные ряды. Определение. Геометрическая интерпретация в виде таблицы.
Повторный ряд

∑∞
k=1

∑∞
`=1 ak,` называется сходящимся, если сходятся все внутренние ряды

и сходится ряд из сумм внутренних рядов.
Двойной ряд. Определение. Геометрическая интерпретация в виде таблицы.
Двойной ряд

∑∞
k,`=1 ak,` называется сходящимся, если его частичные суммы Sm,n сходятся к

пределу S при n,m → ∞: ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n,m > N справедливо |Sm,n − S| < ε. Число S
называется суммой двойного ряда.

Пример и Парадокс Бернулли17.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

1 · 2
1

2 · 3
1

3 · 4
1

4 · 5
1

5 · 6
. . . = 1

1

2 · 3
1

3 · 4
1

4 · 5
1

5 · 6
. . . =

1

2
1

3 · 4
1

4 · 5
1

5 · 6
. . . =

1

3
1

4 · 5
1

5 · 6
. . . =

1

4
1

5 · 6
. . . =

1

5

. . .

=
1

2
=

1

3
=

1

4
=

1

5
=

1

6
. . . ???

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1 1 −1 . . .

−1 1 −1 −1 −1 −1 . . .

1

2
−1

2

1

2
−1

2

1

2
−1

2
. . .

−1

2

1

2
−1

2

1

2
−1

2

1

2
. . .

1

3
−1

3

1

3
−1

3

1

3
−1

3
. . .

−1

3

1

3
−1

3

1

3
−1

3

1

3
. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Здесь сходится двойной ряд к 0, сходятся все

ряды по столбцам, тоже к 0, а ряды по стро-

кам расходятся.
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Лекция 7 (10 февраля 2016)
На прошлой лекции, в пятницу, мы занимались следующими вещами.
1. Рассмотрели степенные ряды в C;
2. Доказали теорему о почленном дифференцировании степенных рядов и сделали из неё

выводы о разложении функций–сумм степенных рядов в ряд Тейлора;
3. Обсудили суммирование расходящихся рядов;
4. Начали двойные ряды, я дал определения и пару примеров.

Продолжаем двойные ряды.

Теорема. Если сходится двойной ряд и сходятся все ряды по строкам, то сходится по-
вторный ряд и его сумма совпадает с суммой двойного.

Введем обозначения Sm,n =
∑m

k=1

∑n
`=1 ak,` (частичные суммы двойного ряда по прямоуголь-

никам), Sm =
∑∞

`=1 am,` — суммы рядов по строкам.
Зафиксируем ε > 0. Выберем в силу сходимости двойного ряда по сумме S двойного ряда

такое N , что при m,n > N справедливо |Sm,n−S| < ε. Фиксируем m и переходим к пределу по
n в неравенстве, получаем |Sm − S| 6 ε. Отсюда следует сходимость ряда из сумм рядов к S.�

Напоминаю, на прошлой лекции я приводил пример, когда двойной ряд сходился и один
повторный ряд сходился — в самом деле, к той же сумме, а второй был не определен. Вот
теорема как раз был про тот двойной ряд.

Как мы видим, переставлять повторные ряды «просто так» нельзя.

Как обычно, мы будем говорить, что двойной (или повторный) ряд абсолютно сходится,
если сходится двойной (или повторный) ряд из модулей.

Рассмотрим двойной ряд, 2 повторных ряда и ещё какой-то обычный ряд, содержащий все
слагаемые двойного ряда, взятого в каком-то порядке.

Теорема. Если абсолютно сходится какой-то из этих рядов, то сходятся все остальные,
причём суммы всех совпадают.

Сначала докажем теорему для рядов с положительными членами. Здесь для доказательства
нужно пользоваться принципом: ряд с положительными членами сходится, если все частичные
суммы равномерно ограничены. Принцип справедлив для двойного ряда, и для повторного и
для обычного. Фактически, надо показать, что для каждой частичной суммы любого из пере-
численных рядов найдется большая частичная сумма любого другого ряда. Тогда все супрему-
мы будут равны, а они и есть суммы рядов.

Для примера, докажем один вариант этой части теоремы. Пусть сходится один повторный
ряд

∑∞
i=1

∑∞
j=1 aij = S, докажем сходимость двойного ряда к той же сумме.
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По определению, ограничены все частичные суммы внешнего ряда:
∑N

i=1

∑∞
j=1 aij 6 S. То-

гда, очевидно, ограничены все частичные суммы частичных сумм внутренних рядов одной дли-
ны:

∑N
i=1

∑M
j=1 aij 6 S. Итак, двойной ряд тоже сходится, суммы обоих рядов совпадают в силу

предыдущей теоремы.

Для общего случая, когда ряд не из неотрицательных членов, но сходимость абсолютная,
надо разбить ряд на положительную часть и отрицательную часть и отдельно для каждой из
частей все доказать. �

Замечания.

1. Суммировать абсолютно сходящийся двойной ряд можно не только по прямоугольни-
кам, но и «как угодно». Например, по треугольникам–диагоналям (как было при произведении
рядов).

2. Теорема про абсолютно сходящийся двойной ряд аналогична будущей теореме Фубини
про интегралы, одной из важных теорем в теории интеграла Лебега, теории вероятностей.

3. В случае абсолютной сходимости всё хорошо: можно переставлять ряды, считать суммы
в любом порядки, менять слагаемые произвольным образом.

4. Естественно, вместо двойных рядов можно рассматривать тройные и иные кратные ряды.

5. Справедливы признаки сравнения для положительных двойных рядов и интегральные
признаки сходимости, но теперь уже нужно считать двойные интегралы, который будут, скорее
всего, в конце 2-го курса.

6. Пример. Исследовать двойной ряд
∞∑

k,`=1

1(
k + `

)s . Он сходится при s > 2 и расходится при

s 6 2. Следует из равенства (суммирование по треугольникам):
∞∑

k,`=1

1(
k + `

)s =
∞∑
n=2

n− 1

ns
.
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7 Бесконечные произведения.

Сходимость. Бесконечное произведение:
∏∞

k=1 uk.
Классический объект, Эйлер применял бесконечные произведения для вычисления коли-

чества p(n) всех разбиений натурального числа (количество различных представлений в виде
суммы натуральных чисел), p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7, ..., p(100) = 190569292,
это было известно ещё в 19м веке.

Через бесконечные произведения получалась пентагональная теорема

∞∏
k=1

(1− xk) =
∞∑

q=−∞

(−1)qx(3q2+q)/2

и рекуррентная формула для p(n) (не привожу). Эйлер доказал придуманную им пентагональ-
ную теорему через 14 лет.

Определение. Произведение называется сходящимся, если ∃ lim pn 6= 0, pn =
∏n

k=1 uk;
произведение называется расходящимся, если lim pn не существует; произведение называется
расходящимся к нулю, если lim pn = 0.

Необходимое условие сходимости: limun = 1. В частности, отрицательных сомножителей не
более конечного числа.

Необходимое и достаточное условие сходимости. Пусть un = 1 + an, an > −1, тогда

∞∏
n=1

(1 + an) сходится ⇔ ряд
∞∑
n=1

ln(1 + an) сходится.

Доказательство очевидно, следует из непрерывности логарифма и экспоненты.

Абсолютная сходимость. Определение: если
∑∞

n=1 | ln(1 + an)| сходится.

Теорема.
∞∏
n=1

(1 + an) абсолютно сходится ⇔ ряд
∞∑
n=1

|an| сходится.

Доказательство. Если ряд из модулей или из логарифмов сходится, то |an| → 0, значит
при больших n справедливы оценки 1

2
|an| < ln(1 + |an|) < 2|an|. Значит ряды

∑∞
n=1 | ln(1 + an)|

и
∑∞

n=1 |an| сходятся и расходятся одновременно. �

Теорема. Если ряд
∑
an сходится, то

∞∏
n=1

(1 + an) сходится одновременно с рядом
∞∑
n=1

a2
n.

Следует из неравенств (1/2− c)x2 < | ln(1 + x)− x| < (1/2 + c)x2.

Это означает, что
∏∞

n=2(1 + (−1)n/
√
n) расходится. А

∏∞
n=2(1 + (−1)n/n2/3) — сходится.
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Пример Эйлера:
∞∏
n=1

e1/n

1 + 1/n
= eγ, γ — константа Эйлера,

n∑
k=1

1

k
= ln(n+ 1) + γ + o(1)

N∏
n=1

e1/n

1 + 1/n
=

e1+ 1
2

+...+ 1
N

(1 + 1
1
)(1 + 1

2
) . . . (1 + 1

(N+1)
)

=
eln(N+1)+γ+o(1)

N + 1
→ eγ

Разложение синуса, формула Валлиса18

sinx = x ·
∞∏
k=1

(
1− x2

π2k2

)
Формула Валлиса

π

2
=
∞∏
k=1

4k2

4k2 − 1
=

22 42 62 . . .

12 32 52 . . .

1)
2

π
x ≤ sinx 6 x при x ∈ [0,

π

2
]

2)
∣∣ n∏
k=m

(1 + ak)− 1
∣∣ 6 n∏

k=m

(1 + |ak|)− 1 Раскрыть скобки, вроде, очевидно.

3) sin(2n+ 1)x = (2n+ 1) sinx Pn(sin2 x), где Pn — многочлен. По индукции.

4) В этом равенстве sin(2n+ 1)x = 0 при x = πk/(2n+ 1), k = 1, . . . , n.
Поэтому у многочлена Pn известны n разных корней sin2(πk/(2n+ 1)). Значит

Pn(y) = A
n∏
k=1

(
y − sin2 k

2n+ 1

)
, где A — коэффициент.

5) Найдем A. Подставим y := sin2 x:

A
n∏
k=1

(
sin2 x− sin2 πk

2n+ 1

)
=

sin(2n+ 1)x

(2n+ 1) sinx

sin(2n+ 1)x

(2n+ 1) sinx
= A

n∏
k=1

(
− sin2 πk

2n+ 1

) n∏
k=1

(
1− sin2 x

sin2 πk
2n+1

)
= An

n∏
k=1

(
1− sin2 x

sin2 πk
2n+1

)
Если теперь перейти к пределу при x→ 0, получим, что An = 1.

6) Заменим x := (2n+ 1)x,

sinx

(2n+ 1) sin x
2n+1

=
n∏
k=1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2n+1

)
возьмем m : πm < 2n+ 1 и разобьем

∏n
k=1 . . . =

∏m
k=1 . . .

∏n
k=m+1 . . ..

18Джон Валлис, 1616–1703, английский математик, старший современник Ньютона.
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7) Сначала оценим второе произведение

Pn,m =
n∏

k=m+1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2n+1

)
.

В силу неравенства 2)

|1− Pn,m| 6
n∏

k=m+1

(
1 +

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2n+1

)
− 1.

А так как в силу неравенств 1)
sin2 x

2n+1

sin2 πk
2n+1

≤ x2

4k2
,

то

|1− Pn,m| 6
n∏

k=m+1

(
1 +

x2

4k2

)
− 1 6

∞∏
k=m+1

(
1 +

x2

4k2

)
− 1→ 0 при m→∞.

8) Теперь вернемся к первому сомножителю-произведению
∏m

k=1 . . .. Перейдем в равенстве

sinx

(2n+ 1) sin x
2n+1

=
m∏
k=1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2n+1

)
Pn,m

к пределу при n→∞. Левая часть стремится к sinx/x, справа стоит сомножитель

lim
n→∞

m∏
k=1

(
1−

sin2 x
2n+1

sin2 πk
2n+1

)
= lim

n→∞

m∏
k=1

(
1−

( x
2n+1
πk

2n+1

)2)
=

m∏
k=1

(
1− x2

π2k2

)

Теперь получили
sinx

x
=
∞∏
k=1

(
1− x2

π2k2

)
�
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Лекция 8 (17 февраля 2016)
На прошлой лекции мы завершили двойные ряды, рассмотрели бесконечные произведения,

венцом всего было разложение синуса в бесконечное произведение.

8 Неопределённый интеграл

1. Определение неопределённого интеграла = первообразной = антипроизводной. Поговорить
про константу, формулу Лагранжа. Поговорить про логарифм и 2 константы. Поговорить про
то, что каждый разрыв — это + константа. Поговорить про область определения.

2. Таблица антипроизводных∫
0 · dx = C,

∫
1 · dx = x+ C,

∫
xµ dx =

xµ+1

µ+ 1
, x > 0∫

dx

x
= ln |x|+ C±,

∫
dx

1 + x2
= arctg(x) + C,

∫
dx√

1− x2
= arcsin(x) + C, |x| < 1∫

axdx =
ax

ln a
+ C,

∫
exdx = ex + C,

∫
sinx dx = − cosx+ C,∫

cosx dx = sinx+ C,

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ Ck, x 6= πk,

∫
dx

cos2 x
= tg x+ Ck, x 6= π/2 + πk,∫

shx dx = chx+ C,

∫
chx dx = shx+ C,

∫
dx

sh2 x
= − cthx+ C,∫

dx

ch2 x
= thx+ C. arcsinx = − arccosx+

π

2
, arctg x = − arcctg x+

π

2
.

Поговорить, про арксинус и арктангенс.

3. Линейность:
∫

(af(x) + bg(x)) dx = a

∫
f(x) dx+ b

∫
g(x) dx.

4. Линейная замена переменных:

если
∫
f(t) dt = F (t) + C, то

∫
f(ax+ b)dx =

1

a
F (ax+ b) + C.

5. Произвольная замена переменных:

если
∫
g(t) dt = G(t) + C, то

∫
g(w(x))w′(x)dx = G(w(x)) + C.

Становится понятно, зачем дифференциал в обозначении первообразной: w′(x)dx = d(w(x)).

Пример.
∫
x sin(x2) dx =

{ y = x2

dy = 2xdx

}
=

1

2

∫
sin y dy = −1

2
cos y + C = −1

2
cos(x2) + C.
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6. Интегрирование по частям. Так как

(fg)′ = f ′g + fg′ ⇒
∫
f ′(x)g(x)dx+

∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x) + C∫

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)−
∫
f(x)g′(x)dx,

∫
f(x) dg(x) = f(x)g(x)−

∫
g(x) df(x).

Примеры. Вычисление интегралов
∫
x sinx dx,

∫
x lnx dx,

∫
xex dx,

∫
lnx ex dx,

∫
ex sinx dx.

7. Интегралы, не получающиеся в элементарных функциях:
∫

sin(x2)dx,
∫

cos(x2)dx,∫
e−x

2

dx,

∫
sinx dx

x
= six,

∫
cosx dx

x
= cix,

∫
exdx

x
=

∫
dy

ln y
= li y, x = ln y,

Здесь было бы хорошо, конечно, выбрать C. На этот счёт есть разные трактовки. Бывают
разные функции Si(x), si(x), в зависимости от выбора константы. Si(0) = 0, si(0) = −π

2
, li(0) = 0,

Ci(∞) = 0.
Посмотрите Википедию на «Trigonometric integral».

Эллиптические интегралы (Лиувилль, Лежандр, Эйлер)∫
dx√

1− k2 sin2 x
,

∫ √
1− k2 sin2 x dx,

∫
dx

(1 + h sin2 x)
√

1− k2 sin2 x
.

Это — форма Лежандра. Эллиптические они, так как длина эллипса описывается через них

Биномиальный интеграл: Jp,q =

∫
(a+ bz)pzqdz. Вычисляется довольно громоздкими

рекуррентными формулами. Берется через элементарные функции только если хотя бы одно
из трёх чисел p, q, p+ q является целым. К биномиальному сводится (z = sin2 x) интеграл∫

sinγ x cosµ x dx =
1

2
Jµ−1

2
, γ−1

2
.

8. Интегрирование рациональных функций.

Метод Остроградского. Следую странице 332, том 1, учебника Зорича.

Основная теорема алгебры: всякий многочлен степени n (вещественный или комплекс-

ный) имеет ровно n корней (комплексных). Поэтому Q(x) = c0

∏̀
k=1

(x− xk)αk , здесь ` — это ко-

личество различных корней xk кратностей αk,
∑
αk = n.

Вещественный многочлен может иметь вещественные корни и пары комплексно сопряжен-
ных равных кратностей. Поэтому всякий вещественный многочлен имеет вид

Q(x) = c0

∏̀
k=1

(x− xk)βk ·
m∏
j=1

(x2 + ajx+ bj)
γj .
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Здесь корни многочлена xk — вещественные,
∑
βk +

∑
γj = n, все квадратные трехчлены

x2 + ajx+ bj различны и имеют пары невещественных корней.

Правильная дробь: отношение двух многочленов, причем степень числителя строго мень-
ше степени знаменателя.

8.1. Всякая правильная дробь P (x)/Q(x) допускает единственное представление в виде сум-
мы правильных дробей вида

P (x)

Q(x)
=
∑̀
k=1

pk(x)

(x− xk)βk
+

m∑
j=1

qj(x)

(x2 + ajx+ bj)γj
, deg pk < βk, deg qj < 2γj.

8.2. Всякая правильная дробь вида p(x)/(x− a)k допускает единственное разложение вида

p(x)

(x− a)k
=

k∑
i=1

Ai
(x− a)i

.

Это равенство умножаем на (x− a)k, получаем p(x) =
∑k

i=1 Ai(x− a)k−i — формула Тейлора в
точке a, единственность формулы Тейлора и возможность разложения очевидны.

8.3. Всякая правильная дробь вида p(x)/(x2 + ax + b)k допускает единственное разложение
вида

p(x)

(x2 + ax+ b)k
=

k∑
i=1

Aix+Bi

(x2 + ax+ b)i
.

Можно сделать так: снова умножить на знаменатель, получить 2k линейных уравнений с 2k

неизвестными коэффициентами. При этом надо ещё убедиться, что определитель отличен от
нуля.

8.4. Примеры.

2

x2 − 1
=

1

x− 1
− 1

x+ 1
,

2

x(x− 1)(x− 2)
=
A

x
+

B

x− 1
+

C

x− 2
, A = 1, B = −2, C = 1,

x6 − x5 + x4 + x3 + 2x2 − x+ 1

(x− 1)3(x2 + 2x+ 2)2
=

A

(x− 1)3
+

B

(x− 1)2
+

C

x− 1
+

Dx+ E

(x2 + 2x+ 2)2
+

Fx+G

x2 + 2x+ 2

Следуем Зоричу: «доказательство на алгебраическом языке излагается в курсе алгебры, на
аналитическом — в курсе комплексного переменного».

9. Теперь надо научиться интегрировать элементарные слагаемые формулы Остроградского.∫
dx

(x− a)k
= − 1

(k − 1)(x− a)k−1
+ C,

∫
dx

x− a
= ln |x− a|+ C.

∫
(px+ q)dx

(x2 + ax+ b)k
=

∫
(αy + β)dy

(y2 + 1)k
2 замены переменных.
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∫
(αy + β)dy

(y2 + 1)k
приводим к интегралам

∫
y dy

(y2 + 1)k
и

∫
dy

(y2 + 1)k
.∫

y dy

(y2 + 1)k
=

1

2

∫
d(y2 + 1)

(y2 + 1)k
=

1

2

∫
dz

zk
= . . .

Jk =

∫
dy

(y2 + 1)k
=

y

(y2 + 1)k
+ 2k

∫
y2dy

(y2 + 1)k+1
=

y

(y2 + 1)k
+ 2kJk − 2kJk+1,

Jk+1 =
y

2k(y2 + 1)k
+

2k − 1

2k
Jk, J1 = arctg y.

10. Интегрирование выражений вида R(sinx, cosx), замена t = tg(x/2).

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, x = 2 arctg t, dx =

2dt

1 + t2
,

R(sinx, cosx)dx = R
( 2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

) 2dt

1 + t2
dt.

Упрощения: если R(u, v) нечетная по u, то R(u, v) = R1(u2, v)u, поэтому

R(sinx, cosx)dx = −R(1− cos2 x, cosx)d(cosx),

то есть замена y = cosx. Аналогично, замена y = sinx.
Если R(u, v) = R(−u,−v), то к интегрированию приводит замена y = tg x.

11. Теперь рассмотрим интеграл
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx. Выделяем полный квадрат, делаем

соответствующую линейную замену и получаем один из трёх интегралов

I1 =

∫
R(t,
√
t2 + 1)dt, I2 =

∫
R(t,
√
t2 − 1)dt, I3 =

∫
R(t,
√

1− t2)dt.

Для рационализации этих интегралов теперь можно положить (Эйлер)

I1 :
√
t2 + 1 = tu+ 1, или

√
t2 + 1 = tu− 1, или

√
t2 + 1 = t− u;

I2 :
√
t2 − 1 = u(t− 1), или

√
t2 − 1 = u(t+ 1), или

√
t2 − 1 = t− u;

I3 :
√

1− t2 = u(1− t), или
√

1− t2 = u(1 + t), или
√

1− t2 = tu± 1.

Например, пусть
√
t2 + 1 = tu+ 1. Тогда t = 2u/(1− u2) и всё рационализуется.

Пример.
∫
dx/(x+

√
x2 + 2x+ 2) =

∫
dt/(t− 1 +

√
t2 + 1) = . . .. замена

√
t2 + 1 = u− t.

12. Квадратный трёхчлен. Вообще, в таблице неопределённых интегралов есть выраже-
ния вида 1 + x2 и 1/

√
1− x2. Поэтому все квадратные трёхчлены неглупо перевести из вида

ax2 + bx+ c к виду k(z2± 1). Сначала выделяем полный квадрат, получаем a(x± s)2±h, потом
заменяем x± s на y, получаем ay2 ± h, тут заменяем

√
ay на

√
hz, получаем что надо.
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Пример.
∫

dx√
−x2 − 2x+ 2

=

∫
dy√
−y2 + 3

=

∫
dz√

1− z2
= arcsin z = arcsin(y/

√
3− 1).

13. Определённый интеграл — формула Ньютона–Лейбница, интеграл, как функция верх-
него предела.

14. У каких функций существует первообразная? Про непрерывные вы знаете, хитрый слу-
чай. Свойство Дарбу.

15. Сказать, что нахождение первообразных от громоздких функций — задача сложная, гро-
моздкая, хитрая. Что часто надо сначала выполнить какие-то тождественные преобразования
и до чего-то догадаться.

16. Философия. Вернёмся к интегралам, которые трудно берутся или совсем «не берутся».
Часто так бывает, что отображение простое, а обратное к нему — очень сложное. Типичный
пример: умножать числа в столбик легко, а разлагать длинные числа на множители — трудно.
Как вы знаете, надеюсь, именно на этом построены все современный шифровальные алгоритмы.

Трудоемкость операции «антидифференцирования», в частности, тем, что эта операция вы-
водит функции из класса элементарных функций.

Вообще, не следует отождествлять фразу «найти первообразную» с порой невыполнимым
заданием «выразить первообразную данной элементарной функции через элементарные функ-
ции». Класс элементарных функций — вещь очень условная. Многие неэлементарные функции
(эллиптические функции, интегральный синус и прочее) изучены и затабулированы не хуже
классических элементарных.

Добавим интегральные синус-косинус в класс используемых функций. Вот типичный при-
мер: ∫

si(x) dx = x si(x)−
∫
x d(si(x)) = x si(x)−

∫
sinx dx = x si(x) + cos x.

17. Есть специальные таблицы антипроизводных. Например, Градштейн И.С., Рыжик И.М.
Таблицы интегралов, сумм и произведений, 3 тома. Есть сайты, которые умеют замечательно
считать интегралы.
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Лекция 9 (19 февраля 2016)
На прошлой лекции состоялось обсуждение неопределённого интеграла. Я рассказал о неко-

торых практических путях нахождения первообразных.

9 Определённый интеграл Римана

Ранее мы разобрали известное ранее понятие неопределенного интеграла — первообразной —
антипроизводной. Перейдём к совершенно другим интегралам, которые не есть обратная опе-
рация к дифференцированию, а имеет другой смысл.

Интегралы бывают разные: бывает интеграл Римана, мы его сейчас будем проходить, бывает
интеграл Лебега, его будете проходить в следующем году, вместе с интегралом Стильтьеса.
Бывает интеграл Донжуа, интеграл Даниэля, интегралы Ито и Стратоновича и различные
другие, которые в курсе матанализа были упомянуты последний раз.

Определение разбиения отрезка [a, b]: конечная система точек τ = {xi : x0 = a < x1 <

. . . < xn = b}. Разбиение τ так называется потому, что точки τ разбивают отрезок [a, b] на
отрезки ∆i = [xi, xi−1], i = 1, . . . , n. Обычно разбиение подразумевает дизъюнктное разбиение,
здесь это не так, обращаю внимание.

Определение мелкости разбиения: λ(τ) = max(xi − xi−1). Ещё в некоторых книжках на-
зывают диаметр разбиения.

Допустим, что есть разбиение τ , и пусть на каждом ∆i выбрана точка ξi ∈ ∆i. Тогда инте-
гральной суммой называется число

σ = σ(f, τ, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) =
n∑
i=1

f(ξi)|∆i|,

всюду |∆| — длина промежутка ∆. Буду заглавной буквой ∆ (дельта) обозначать промежутки.
Нарисовать картинку с непрерывной функцией. Поговорить про площадь криволинейной

трапеции. Нарисовать картинку с кусочно непрерывной функцией. Определить площадь для
неё.

Предел по λ(τ ) → 0. Ниже я буду регулярно произносить слова «предел при мелкости
разбиения, стремящейся к 0». Означают эти слова следующее.

lim
λ(τ)→0

a(τ) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ : λ(τ) < δ ⇒ |a(τ)− A| < ε.

Ничего необычного в таком пределе нет, такой предел удовлетворяет всем естественным
свойствам пределов. Например, линейность такого предела очевидна. Чуть сложнее вопрос:
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справедлив ли критерий Коши:

∃ lim
λ(τ)→0

a(τ) ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ1, τ2 : λ(τ1), λ(τ2) < δ ⇒ |a(τ1)− a(τ2)| < ε?

Ответ, да, справедлив, пользоваться не будем.

Определение интеграла. Пусть дана функция f : [a, b]→ R. Число I называется инте-
гралом от f по отрезку [a, b], если существует

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ : λ(τ) < δ, ∀ξi ∈ ∆i справедливо |I − σ| < ε.

Если интеграл от f по отрезку [a, b] существует, то говорят, что функция f интегрируемая.

Обозначается I =

b∫
a

f(x) dx := lim
λ(τ)→0

σ(f, τ, ξ). Множество функций f : [a, b]→ R, для которых

существует интеграл I =

b∫
a

f(x) dx, обозначается R(a, b).

Свойство 1. Линейность. f, g ∈ R(a, b) ⇒ αf + βg ∈ R(a, b), то есть R(a, b) — это
линейное пространство при фиксированных a < b.

Доказательство. Интегральные суммы σ(αf + βg, τ, ξ) удовлетворяют соотношению

σ(αf + βg, τ, ξ) = ασ(f, τ, ξ) + βσ(β, τ, ξ).

Теперь пределы сумм в правой части существуют, поэтому и предел интегральной суммы слева
существует и равен сумме пределов. �

Примеры.

1. f(x) = 1, x ∈ [a, b] ⇒ f ∈ R(a, b),
b∫

a

1 dx = b− a.

2. Функция Дирихле не интегрируема на [0, 1]. Объяснить!

3. Пусть F ′(x) = f(x) при x ∈ [a, b]. Пусть f ∈ C[a, b]. Тогда функция f интегрируема и
справедлива формула Ньютона–Лейбница:

F (b)− F (a) =

b∫
a

f(x) dx.

Доказательство. Выберем ε > 0, так как f = F ′ непрерывна на компакте, то она равно-
мерно непрерывна, по ε постоим δ так, чтобы из |x− y| < δ ⇒ |F ′(x)− F ′(y)| < ε/(b− a).
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Теперь возьмем произвольное разбиение τ = {xi : x0 = a < x1 < . . . < xn = b} мелкости
λ(τ) < δ. Выражение F (b)− F (a) перепишем по формуле Лагранжа в виде

F (b)− F (a) =
n∑
k=1

(
F (xk)− F (xk−1)

)
=

n∑
k=1

f(ck)|∆k|,

где ck ∈ ∆k — некоторые конкретные значения, определяемые функцией F и разбиением τ .
Теперь возьмём произвольные точки ξk ∈ ∆k и составим интегральную сумму σ(f, τ, ξ). По
построению

∣∣σ(f, τ, ξ)−(F (b)−F (a))
∣∣ =

∣∣ n∑
k=1

(
f(ξk)−f(ck)

)
|∆k|

∣∣ 6 n∑
k=1

∣∣f(ξk)−f(ck)
∣∣|∆k| <

ε

b− a

n∑
k=1

|∆k| = ε.

Формула Ньютона–Лейбница доказана по определению. �

Эта теорема не утверждает, что любая непрерывная функция интегрируема. Эта теорема не
утверждает, что у любой непрерывной функция есть первообразная. Такие теоремы мы дока-
жем позже. Зато это вполне используемая теорема и для её доказательства не нужны никакие
вспомогательные конструкции. Мы по-прежнему не знаем, для каких f найдётся первообраз-
ная F . Пока что формула носит «случайный» характер: угадали (посчитали первообразную) —
вычислили интеграл.

Далее, мы увидим, что у всех непрерывных функций есть первообразная и что все непре-
рывные f интегрируемы, то есть формула Ньютона–Лейбница справедлива.

4. Пример–вопрос. Пусть функция χc — это характеристическая функция канторова мно-
жества c: она определена на отрезке [0, 1], равна 1 в точках c и равна 0 в остальных точках
отрезка. Будет ли она интегрируемой? Чему равен интеграл?

Свойство 2. f ∈ R(a, b) ⇒ f ограничена на [a, b].
Пусть функция f не ограничена. Тогда найдется последовательность ηn такая, что f(ηn)→

∞. Без ограничения общности считаем, что ηn сходится. теперь берем любое разбиение τ . На од-
ном из отрезков ∆k лежит бесконечное число элементов последовательности ηn. Теперь выберем
ξm на всех отрезках, кроме ∆k и зафиксируем их, а на ∆k будем выбирать ξk последовательно
элементами последовательности ηn, лежащими на ∆k. При этом интегральные суммы, очевид-
но, будут стремиться к бесконечности, то есть предела у интегральных сумм быть не может.
�

Свойство 3. Пусть a < c < b и пусть f ∈ R(a, c), f ∈ R(c, b). Тогда f ∈ R(a, b).
Доказать, используя предыдущее свойство (ограниченность). Объяснить, что справедливо

обратное утверждение (f ∈ R(a, b) ⇒ f ∈ R(a, c)), мы его позже докажем.
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Суммы Дарбу. Пусть f : [a, b]→ R — ограниченная функция, τ — разбиение. Положим

S(f, τ) =
n∑
i=1

sup
x∈∆i

f(x) |∆i|, s(f, τ) =
n∑
i=1

inf
x∈∆i

f(x) |∆i|.

Это — верхняя (с супремумом) и нижняя (с инфимумом) суммы Дарбу, обе определены для
любой ограниченной функции f и любого разбиения τ .

Лемма. Очевидно, что ∀τ справедливо s(f, τ) 6 σ(f, τ, ξ) 6 S(f, τ) для любого набора ξ.

Лемма. Пусть τ1 ⊂ τ2. Тогда s(f, τ1) 6 s(f, τ2), S(f, τ1) > S(f, τ2).

Для доказательства надо порисовать картинки и увидеть, как меняются площади, опреде-
ляемые суммами Дарбу, при добавлении точки в разбиение.

Рисунок 3. Добавление точки в разбиение и изменение сумм Дарбу
(верхние — слева, нижние — справа).

Лемма. Для любых двух разбиений τ1, τ2 справедливо неравенство s(f, τ1) 6 S(f, τ2).
Вытекает из предыдущей леммы: τ = τ1

⋃
τ2 ⇒ s(f, τ1) 6 s(f, τ) 6 S(f, τ) 6 S(f, τ1). �

Лемма. Для любых разбиений τ, τ1, τ2 (τ1, τ2 ⊂ τ) и любого набора ξi справедливы неравен-
ства

s(f, τ1) 6 σ(f, τ, ξ) 6 S(f, τ2), ⇒ если f ∈ R(a, b), то s(f, τ1) 6

b∫
a

f(x) dx 6 S(f, τ2).

Для доказательства левого неравенства надо написать s(f, τ1) 6 s(f, τ) 6 σ(f, τ, ξ). �

Лемма. Пусть дано фиксированное разбиение τ . Тогда

s(f, τ) = inf
ξi∈∆i

σ(f, τ, ξ), S(f, τ) = sup
ξi∈∆i

σ(f, τ, ξ).

Для доказательства (например для инфимумов) достаточно показать, что для любого ε > 0

можно выбрать ξi так, чтобы σ(f, τ, ξ) − s(f, τ) < ε. Пусть в разбиении τ всего n отрезков ∆i,
выберем ξi так, чтобы f(ξi)− infx∈∆i

f(x) < ε/(n(b− a)). �
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Введем обозначения
J∗ = sup

τ
s(f, τ), J∗ = inf

τ
S(f, τ).

Называется нижний интеграл и верхний интеграл. Для ограниченной f существуют всегда.

Из леммы следует неравенство J∗ 6 J∗, по построению для любой f ∈ R(a, b)

J∗ 6

b∫
a

f(x) dx 6 J∗.

Теорема Дарбу. Для любой ограниченной функции f справедливы равенства

J∗ = lim
λ(τ)→0

s(f, τ), J∗ = lim
λ(τ)→0

S(f, τ).

Эти равенства следует воспринимать в духе определения интеграла:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ : λ(τ) < δ справедливо |J∗ − s(f, τ)| < ε,

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ : λ(τ) < δ справедливо |J∗ − S(f, τ)| < ε.

Доказательство проведем для верхних сумм. Возьмем сначала такое разбиение τ1, что
S(f, τ1) < J∗ + ε/2 (это возможно, так как J∗ = infτ S(f, τ) ).

Пусть разбиение τ1 содержит N точек. Положим δ = ε/(4NM), где M = sup |f |. Теперь
рассмотрим произвольное разбиение τ , λ(τ) < δ, пусть τ2 = τ1

⋃
τ .

Рассмотрим суммы Дарбу S(f, τ), S(f, τ2). Во-первых, S(f, τ2) 6 S(f, τ1) < J∗+ ε/2. Слагае-
мые в суммах почти все совпадают, отличаются не более чем на N промежутках общей длины
Nδ, колебания на каждом не более 2M). Поэтому, во-вторых, |S(f, τ)−S(f, τ2)| ∈ (0, ε/2). Таким
образом, S(f, τ)− J∗ < ε. �

В частности, из теоремы Дарбу следует, что при любой ограниченной f

lim
λ(τ)→0

(
S(f, τ)− s(f, τ)

)
= J∗ − J∗.

Колебание w(f, E) функции на отрезке E, на множестве E:

w(f, E) = sup
x,y∈E

|f(x)− f(y)| = sup
x∈E

f(x)− inf
x∈E

f(x).

Очевидно, что S(f, τ)− s(f, τ) =
n∑
i=1

w(f,∆i)|∆i|.

При дополнении точек в разбиение τ сумма
∑
w(f,∆i)|∆i| уменьшается (не увеличивается).
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Критерий интегрируемости. Ограниченная функция f интегрируема на [a, b], если и
только если J∗ = J∗, при этом

b∫
a

f(x) dx = J∗ = J∗.

Эквивалентная формулировка: ограниченная функция f ∈ R(a, b), если и только если

lim
λ(τ)→0

n∑
i=1

w(f,∆i)|∆i| ≡ lim
λ(τ)→0

(
S(f, τ)− s(f, τ)

)
= 0.

Именно эта формулировка — главный инструмент при доказательстве теорем об интегрируе-
мости.

Доказательство. В одну сторону. Пусть J∗ 6= J∗. Возьмем ε = (J∗ − J∗)/3. Зафиксируем
произвольное разбиение τ . Как мы знаем, S(f, τ) > J∗ и J∗ > s(f, τ) (нарисовать картинку!).

По вчерашней лемме выберем 2 набора точек ξ, один набор так, чтобы S(f, τ ∗)−σ(f, τ ∗, ξ) <

ε, другой набор так, чтобы σ(f, τ ∗, ξ)− s(f, τ ∗) < ε. По построению, расстояние между соответ-
ствующими интегральными суммами будет всегда больше ε.

Разбиение произвольное, значит функция f не интегрируема.

В другую сторону. Теперь пусть J∗ = J∗ = I. Тогда покажем, что I есть предел инте-
гральных сумм. Любая интегральная сумма лежит между соответствующими суммами Дарбу,
они сходятся к I. �

Свойство 4. Пусть f ∈ R(a, b). Тогда |f | ∈ R(a, b).
Следует из критерия интегрируемости, так как на любом промежутке ∆ справедливо нера-

венство w(|f |,∆) 6 w(f,∆).

Свойство 5. Пусть a < c < d < b и пусть f ∈ R(a, b). Тогда f ∈ R(c, d).
Также следует из критерия интегрируемости.
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Лекция 10 (24 февраля 2016)
На прошлой лекции мы завершили начали интеграл Римана. Дали определение, сформули-

ровали несколько свойств. Основное свойство я повторю, буду им пользоваться сегодня.
Критерий интегрируемости: ограниченная f интегрируема на [a, b], если и только если

lim
λ(τ)→0

n∑
i=1

w(f,∆i)|∆i| = 0.

Напомнить про равномерную непрерывность. Сказать, что функция f равномерно непре-
рывна на [a, b], если и только если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀∆ = [ξ, η] ∈ [a, b], |∆| < δ справедливо w(f,∆) < ε.

Теорема. Непрерывная функция интегрируема на [a, b].

Доказательство. Пишем сумму
∑
w(f,∆i)|∆i|, надо показать, что эта сумма сколь угодно

мала при малой мелкости разбиения:∑
w(f,∆i)|∆i| 6 sup

i
w(f,∆i)

∑
|∆i| = sup

i
w(f,∆i)(b− a).

По каждому ε > 0 по равномерной непрерывности строим по ε/(b−a) соответствующее дельта.
Получаем, что

∑
w(f,∆i)|∆i| < ε. �

Теорема. Пусть функция f ограничена на [a, b] и непрерывна на (a, b). Тогда f — интегри-
руемая на [a, b] функция.

Эта теорема вроде такая же, как и предыдущая. Однако не совсем, крайние точки надо
отдельно «обработать».

Доказательство. Надо доказать, что при малом λ(τ) величина V =
∑
w(f,∆i)|∆i| мала.

Пусть |f(x)| 6 M . Выберем δ = ε/(4M). И пусть мелкость разбиения меньше δ. Мы её потом
сделаем еще меньше.

Теперь рассмотрим функцию f на отрезке [a + δ, b − δ]. На этом отрезке f непрерывна,
поэтому сумму

∑
w(f,∆j)|∆j| по всем ∆j ∈ [a+ δ, b− δ] можно считать достаточно малой при

достаточно малой меткости разбиения.
На промежутках (a, a+ δ] и [b− δ, b) интегральная сумма по всем промежуткам разбиения,

задевающим промежутки (a, a+ δ] и [b− δ, b) не превосходит ε/2. �

Следствие. Пусть функция f ограничена на [a, b] и имеет конечное множество точек
разрыва. Тогда f — интегрируемая на [a, b] функция.

В частности, интегрируема любая кусочно непрерывная функция.

Теорема. Монотонная ограниченная функция интегрируема.
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Доказательство. Для монотонной функции w(f, [ξ, η]) = |f(ξ)− f(η)|. Поэтому∑
w(f,∆i)|∆i| 6 sup

i
|∆i|

∑
w(f, τ) = λ(τ)|

∑
(f(xi+1)− f(xi))| = λ(τ) |f(b)− f(a)|.

Теперь при λ(τ) < ε|f(b)− f(a)|−1 справедливо соотношение
∑
w(f,∆i)|∆i| < ε. �

Пример 1. Функция Римана — интегрируемая. Рассуждение в лоб: покажем, что интеграл
по [0, 1] равен нулю. Для этого выберем произвольное разбиение мелкости δ, так как значений
функции Римана, больших ε > 0, конечное число N(ε), то при малых δ любая интегральная
сумма меньше N(ε)δ + ε. Теперь выберем сначала малое ε, а потом по N(ε) выберем малое δ,
интегральная сумма сколь угодно мала. �

Пример 2. Композиция интегрируемых функций — не обязательно интегрируема. Пример:
f функция Римана — интегрируемая, g — функция равная 1 при x 6= 0 и 0 в нуле, эта функция
тоже интегрируемая. Композиция g(f(·)) — неинтегрируемая функция Дирихле.

Свойство 6. f, g ∈ R(a, b) ⇒ fg ∈ R(a, b).
Доказательство. Так как f, g ∈ R(a, b), то |f |, |g| 6M . Поэтому

w(fg,∆) = sup
x,y∈∆

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| = sup
x,y∈∆

|f(x)g(x)− f(y)g(y) + f(x)g(y)− f(x)g(y)| 6

6 sup
x,y∈∆

|f(x)g(x)− f(x)g(y)|+ sup
x,y∈∆

|f(y)g(y)− f(x)g(y)| 6

6 sup
x∈∆
|f(x)|w(g,∆) + sup

x∈∆
|g(x)|w(f,∆).

Теперь
n∑
i=1

w(fg,∆i)|∆i| 6M
n∑
i=1

w(f,∆i)|∆i|+M
n∑
i=1

w(g,∆i)|∆i|. �

Свойство 7. f ∈ R(a, b), f > δ > 0, ⇒ f−1 ∈ R(a, b).
Доказательство аналогичное. Так как f ∈ R(a, b), то |f | 6M . Теперь

w(f−1,∆) = sup
x,y∈∆

|f−1(x)− f−1(y)| = sup
x,y∈∆

|f(x)− f(y)|
|f(x) f(y)|

6 sup
x,y∈∆

|f(x)− f(y)|
δ2

6 δ−2w(f,∆),

поэтому
n∑
i=1

w(f−1,∆i)|∆i| 6 δ−2

n∑
i=1

w(f,∆i)|∆i| → 0. �

Множества, имеющее меру Лебега 0.
Определение. Множество G называется множеством меры 0 по Лебегу, если для любого

ε > 0 это множество может быть покрыто не более чем счётным семейством интервалов ∆n,
причём

∑
|∆n| < ε.

Нормальное, обычное определение меры Лебега будет на 2м курсе, там будет мера Лебега
и будет рассказано, почему слова «мера 0 по Лебегу» — это действительно означает, что есть
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мера и она равна 0. А пока мы воспринимаем эти слова, как единое определение. Иногда я могу
сегодня опускать слова «по Лебегу» и говорить просто «меры ноль».

Примеры множеств меры 0 по Лебегу: счётное множество, в частности, рациональные
точки отрезка [0, 1], канторово множество, объединение счётного количества множеств меры 0
по Лебегу.

Про Канторово множество. На 1м шаге мы выбросили интервал длины 1/3, осталось 2
отрезка общей длины 2/3. На 2м шаге мы выбросили 2 интервала по 1/9, осталось 4 отрезка
общей длины 4/9 = 2/3−2/9. На 3м шаге мы выбросили 4 интервала по 1/27, осталось 8 отрезков
общей длины 8/27 = 4/9 − 4/27. И так далее. На n-м шаге мы выбросили 2n−1 интервалов
по 1/3n, осталось 2n отрезков общей длины (2/3)n. Прервем процедуру, выбросив конечное
количество интервалов. Для любого ε > 0 в какой-то момент число 2n/3n станет строго меньше
ε, канторово множество лежит внутри. �

Замечу, что если есть замкнутое множество меры 0 по Лебегу, то его можно накрыть конеч-
ным семейством интервалов сколь угодно малой суммарной длины. Следует из компактности.

Отрезок не является множеством меры 0 по Лебегу.

Сказать про слова «почти всюду»: свойство H выполнено почти всюду, iff оно не выполнено
на множестве меры 0 по Лебегу.

Критерий Лебега. Функция интегрируема по Риману, если и только если множество её
точек разрыва имеет меру 0 по Лебегу (почти всюду непрерывна).

Ниже используется понятие колебания w(f, x) функции f в точке x:

w(f, x) = lim
δ→+0

w
(
f, (x− δ, x+ δ)

)
,

Легко видеть, что функция f непрерывна в точке x iff w(f, x) = 0.
Примеры: f(x) = sign(x), w(f, 0) = 2; f(x) = sin(1/x), w(f, 0) = 2.

Лемма. Пусть на отрезке U задана функция f , пусть в каждой точке x ∈ U справедливо
w(f, x) 6 s. Тогда найдётся такое ζ, что из x, y ∈ U , |x− y| < ζ следует |f(x)− f(y)| < 2s.

В самом деле, покроем каждую точку x ∈ U интервалом, на котором колебание меньше
2s, выберем конечное подпокрытие, получим покрытие отрезка U интервалами, выберем по
этому покрытию δ так, чтобы любые 2 точки x и y, лежащие ближе δ, принадлежали одному
интервалу.

Доказательство достаточности.
1. Пусть функция почти всюду непрерывна (то есть, множество точек разрыва имеет меру

0 по Лебегу). Рассмотрим множество Ωs точек, в которых w(f, x) > s.
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2. Это замкнутое множество (докажите!). И оно меры 0 по Лебегу (оно меньше множе-
ства точек разрыва). Тогда оно может быть покрыто конечным числом интервалов Wm сколь
угодно малой суммарной длины η (покроем бесконечным и выберем конечное подпокрытие).

3. Теперь у нас есть отрезок, на нём выброшено N интервалов Wm суммарной длины η.
Возьмём произвольное разбиение маленькой мелкости λ и посчитаем сумму

∑n
i=1 w(f,∆i)|∆i|.

4. На всех отрезках ∆i, которые не пересекаются с Ωs колебание функции мало, меньше s,
там сумма

∑
w(f,∆i)|∆i| не превышает s(b− a).

5. А все отрезки, которые пересекаются с Ωs, покрыты отрезкамиWm, И их суммарная длина
не превосходит η + 2Nλ, на них сумма

∑
w(f,∆i)|∆i| не превышает (η + 2Nλ)w(f, (a, b)).

6. Числа s, η и λ сколь угодно малы, по критерию интегрируемости f интегрируема. �

Доказательство необходимости.
1. Пусть множество точек разрыва не есть множество меры 0 по Лебегу. Рассмотрим мно-

жества Ws точек, колебания в которых не меньше s.
2. Множество точек разрыва — это

⋃
W1/n. Объединение счётного числа множеств меры 0

по Лебегу — множество меры 0. Поэтому какое-то из множеств W1/n — множество W1/n0 — не
есть множество меры 0 по Лебегу. Зафиксируем n0 и W1/n0 .

3. Следовательно, найдется такое ε, что множество W1/n0 нельзя покрыть интервалами сум-
марной длины ε.

4. Берём произвольное разбиение τ отрезка. Часть отрезочков ∆i пересекается с множеством
W1/n0 , а часть не пересекается, про них забудем.

5. Рассмотрим сумму Θ =
∑n

i=1 w(f,∆i)|∆i| только по пересекающимся отрезочкам ∆i. На
каждом таком ∆i колебание больше 1/n0.

6. Значит Θ > ε/n0, значит критерий интегрируемости не выполнен. �

Интеграл по ориентированному промежутку. Интеграл определялся по промежутку
[a, b], причём предполагалось, что b > a. По определению полагаем

b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx,

a∫
a

f(x) dx = 0.

Свойство 8. Пусть f ∈ R(min(a, b, c),max(a, b, c)). Тогда
b∫

a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx.

По определению. Мнемонически запоминается как сумма векторов по правилу треугольника.

Свойство 9. Если f ∈ R(a, b) и f > 0, b > a, то
b∫

a

f(x) dx > 0.

Каждая интегральная сумма неотрицательна, значит и интеграл неотрицателен.
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Свойство 10. Если f ∈ R(a, b) и f > 0, b > a, то
b∫

a

f(x) dx > 0.

Функция интегрируема, в силу критерия Лебега у неё есть точка непрерывности, в некоторой
окрестности этой точки функция отделена от нуля, там f > α > 0.

Свойства 9, 10 означают, что неравенства можно интегрировать:

f, g ∈ R(a, b), f(x) > g(x), x ∈ [a, b],

b∫
a

f(x) dx >

b∫
a

g(x) dx.

Теорема. Если f ∈ R(a, b), то
∣∣∣ b∫
a

f(x) dx
∣∣∣ 6 b∫

a

|f(x)| dx 6 |b− a| sup |f |.

Интегрируемость функции |f | была на прошлой лекции, как следствие основного критерия.
Неравенства следуют, например, из неравенств для интегральных сумм:∣∣∣ lim

λ(τ)→0

n∑
i=1

f(ξi)|∆i|
∣∣∣ 6 lim

λ(τ)→0

n∑
i=1

|f(ξi)| |∆i| 6 sup |f | |b− a|.

Простейшая теорема о среднем. f ∈ R(a, b) ⇒ m = inf f 6
1

b− a

b∫
a

f(x) dx 6 sup f = M.

Очевидно. Допускаются переформулировки. Например: пусть f непрерывна на [a, b]. Най-
дется такое ξ ∈ [a, b], что

1

b− a

b∫
a

f(x) dx = f(ξ).

Геометрический смысл этого такой. Можно так разрезать график непрерывной функции гори-
зонтальной прямой, что площадь между прямой и графиком разобьется прямой пополам.

Интеграл как функция верхнего предела

Пусть f ∈ R(a, b),M = sup |f |. Тогда при всех x ∈ [a, b] определена функция F (x) =

x∫
a

f(t) dt.

Теорема. Функция F удовлетворяет условию Липшица |F (x)− F (y)| 6M |x− y|.
Следует из соответствующей теоремы о среднем. �

Отсюда следует непрерывность интеграла, как функции верхнего предела.
Замечание. В теории интеграла Лебега доказывается, и это следствие сложной теории, что

все липшицевы функции не только непрерывны, но и дифференцируемы почти всюду.
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Лекция 11 (02 марта 2016)
На прошлой лекции мы воспользовались критерием интегрируемости через колебания функ-

ций и доказали кучу простых теорем и одну сложную, критерий интегрируемости Лебега: функ-
ция интегрируема по Риману iff она почти всюду непрерывна.

Прошлая лекция завершилась утверждением о лишицевости (и непрерывности) функции

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt при любой интегрируемой f .

Теорема. Пусть f непрерывна в точке x0. Тогда F дифференцируема в точке x0 и спра-
ведливо равенство F ′(x0) = f(x).

Доказательство. Так как

F (x0 + h)− F (x0) =

x0+h∫
x0

f(t) dt = µhh, где inf
t∈[x0,x0+h]

f(t) 6 µh 6 sup
t∈[x0,x0+h]

f(t),

то |F (x0 + h)− F (x0)− f(x0)h| = o(h) в силу непрерывности f в точке x0. �

Если f ∈ C[a, b], то
d

dt

(∫ x

a

f(t) dt

)
= f(x).

Сложная функция (f ∈ C[a, b], ϕ ∈ C1[a, b]):
d

dt

(∫ ϕ(x)

a

f(t) dt

)
= f(ϕ(x))ϕ′(x).

«Обратная» формула: для f ∈ C1 верна формула
∫ x

a

f ′(t) dt = f(x)− f(a).

Все функции Fc(x) =

∫ x

c

f(t) dt отличаются друг от друга на константу. Не все первообраз-

ные имеют вид интеграла по верхнему пределу: постоянная, на которую отличаются первооб-
разные может быть слишком большая. Например, если f(x) — это 0 при |x| > 1 и f(x) = 1−|x|
иначе. Тогда

∫
f dx = c + F (x), где F (x) = сначала −1/2 потом −x|x|/2 потом 1/2. Но не все

первообразные описываются как функции верхнего предела.

Формула Ньютона–Лейбница. Пусть f ∈ C[a, b], пусть Φ — её первообразная, тогда∫ b

a

f(t) dt = Φ(b)− Φ(a) = Φ(t)
∣∣∣t=b
t=a

= Φ(t)
∣∣∣b
a
.

Для непрерывных f формулу уже доказали в начале, «по определению». Теперь знаем одну

из первообразных непрерывной функции F (x) =

x∫
a

f(t) dt. Так как две первообразные отлича-

ются на постоянную, то Φ(x) ≡ F (x) +C. Положим тут x = a, получим F (a) = 0 и c = Φ(a), то

есть Φ(x) ≡ Φ(a) +

x∫
a

f(t) dt. При x = b получается формула Ньютона–Лейбница. �
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Равенство
b∫

a

f(t) dt = F (t)
∣∣∣b
a
, F (x) =

x∫
c

f(t) dt — это аддитивность по промежутку.

Далее, нам будет удобно рассматривать кусочно непрерывные функции — функции, име-
ющие конечное число точек разрыва первого рода. Будем называть первообразными такой
функции непрерывные функции, дифференцируемые всюду, кроме конечного множества точек
разрыва, и производная которых удовлетворяет обычному равенству.

Условие непрерывности существенно — обсудить! Если нет непрерывности, то константы
могут быть любые, разные. А именно условие непрерывности гарантирует единственность с
точностью до константы.

Пример: f(x) = sign(x), F (x) = |x|+ C.

Справедлива простая теорема: если f — кусочно непрерывная и ограниченная на [a, b], то

f ∈ R(a, b), любая её первообразная F имеет вид F (x) =

x∫
a

f(t) dt+ C, справедлива формула

Ньютона–Лейбница
b∫

a

f(t) dt = F (b)− F (a).

Первая теорема о среднем. Пусть f, g ∈ R(a, b), g > 0, тогда ∃ µ ∈ [inf f, sup f ]:∫ b

a

f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a

g(x)dx. Если f непрерывна, то при некотором ξ ∈ [a, b] верно равенство

∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx.

Доказательство. Если
∫ b

a

g(x)dx = 0, то

∣∣∣ n∑
i=1

f(ξi)g(ξi)|∆i|
∣∣∣ 6 n∑

i=1

|f(ξi)|g(ξi)|∆i| 6 sup |f |
n∑
i=1

g(ξi)|∆i| ⇒
b∫

a

f(x)g(x)dx = 0.

Теперь пусть a < b и
∫ b

a

g(x)dx > 0. Пишем неравенство inf f 6 f(x) 6 sup f, поэтому

g(x) inf f 6 g(x)f(x) 6 g(x) sup f. Интегрируем по [a, b], получаем всё, что надо при

µ =

b∫
a

f(x)g(x)dx

 b∫
a

g(x)dx

−1

.

Если f ∈ C, то по теореме о промежуточном значении существует ξ : f(ξ) = µ. �
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Интегрирование по частям.

Теорема. Пусть u, v ∈ C1[a, b]. Тогда
∫ b

a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx.

Доказательство. Проинтегрируем на [a, b] равенство (uv)′ = u′v+v′u и применим формулу
Ньютона–Лейбница. Все работает, так как все производные непрерывны. �

Можно ли что-то сказать аналогичное для случая не таких хороших функций?
Пусть f, g ∈ R(∆), где ∆ — некоторый отрезок, a, b ∈ ∆. Положим

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt, G(x) =

∫ x

d

g(t) dt, c, d ∈ ∆.

Функции F,G — не обязательно первообразные f, g. Можно считать, что ∆ = [a, b],

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt+ C, G(x) =

∫ x

a

g(t) dt+ C1.

Теорема. Справедливо равенство
∫ b

a

G(x)f(x) dx+

∫ b

a

F (x)g(x) dx = F (x)G(x)
∣∣∣b
a
.

В этом равенстве вроде нет никаких производных, однако, для непрерывных f, g — это
обычное интегрирование по частям для первообразных F,G.

Доказательство. Разобьём [a, b] точками a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b на n отрезков,
разбиение будем считать «маленькой мелкости», тогда

F (x)G(x)
∣∣∣b
a
=

n∑
k=1

(
F (xk)G(xk)− F (xk−1)G(xk−1)

)
=

=

n∑
k=1

(
F (xk)G(xk)− F (xk−1)G(xk)

)
+

n∑
k=1

(
F (xk−1)G(xk)− F (xk−1)G(xk−1)

)
=

=

n∑
k=1

G(xk)
(
F (xk)− F (xk−1)

)
+

n∑
k=1

F (xk−1)
(
G(xk)−G(xk−1)

)
=

=

n∑
k=1

G(xk)

∫ xk

xk−1

f(t) dt+

n∑
k=1

F (xk−1)

∫ xk

xk−1

g(t) dt =

=

n∑
k=1

∫ xk

xk−1

f(t)G(t) dt+

n∑
k=1

∫ xk

xk−1

g(t)F (t) dt+

+

n∑
k=1

∫ xk

xk−1

(G(xk)−G(t))f(t) dt+
n∑
k=1

∫ xk

xk−1

g(t)(F (xk−1)− F (t)) dt =

=

∫ b

a
G(x)f(x) dx+

∫ b

a
F (x)g(x) dx+ o(1).

Слагаемое, обозначенное o(1) мало в силу равномерной непрерывности функций F,G. �
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Формула Тейлора. Пусть теперь на отрезке f ∈ Cn+1[a, x]. Тогда справедлива следующая
цепочка формул:

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(t)dt = −
∫ x

a

f ′(t)(x− t)′dt = −f ′(t)(x− t)
∣∣∣x
a

+

∫ x

a

f ′′(t)(x− t)dt =

= f ′(a)(x− a)− 1

2

∫ x

a

f ′′(t)
(

(x− t)2
)′
dt =

= f ′(a)(x− a)− 1

2
f ′′(t)(x− t)2

∣∣∣x
a

+
1

2

∫ x

a

f ′′′(t)(x− t)2dt =

= f ′(a)(x− a) +
1

2
f ′′(a)(x− a)2 − 1

2 · 3

∫ x

a

f ′′′(t)
(

(x− t)3
)′
dt = . . . =

=
n∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

n!

∫ x

a

f (n+1)(t)(x− t)ndt.

Это формула Тейлора с остаточным членом rn(x) в интегральной форме. Из теоремы о среднем
следует формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа:

rn(x) =
1

n!

∫ x

a

f (n+1)(t)(x− t)ndt =
1

n!
f (n+1)(ξ)

∫ x

a

(x− t)ndt =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− a)n+1.

Можно теоремой о среднем пользоваться и так: rn(x) =
f (n+1)(ξ)(x− ξ)k(x− a)n−k+1

n!(n− k + 1)
, k = 0, 1, . . .

Вторая теорема о среднем. Пусть f, g интегрируемы на [a, b], пусть f — монотонная,
тогда для некоторого ξ ∈ [a, b]

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(a)

ξ∫
a

g(x)dx+ f(b)

b∫
ξ

g(x)dx

Докажем сначала похожую формулу, называется — первая формула Бонне19: пусть f, g
интегрируемы на [a, b], f(a) > 0 и не возрастает, тогда для некоторого ξ ∈ [a, b]

I =

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(a)

ξ∫
a

g(x)dx.

Доказательство формулы Бонне в простейшем случае. Я докажу здесь формулу
Бонне в простом случае, когда функция f непрерывно дифференцируемая, а функция g —
непрерывная. Итак, f > 0 и f ′ 6 0.

19Pierre Ossian Bonnet, 1819–1892. Кроме этой формулы известен ещё формулой Гаусса-Бонне из
дифференциальной геометрии.
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Положим G(x) =

∫ x

a

g(t) dt. Если мы докажем, что f(a) minG 6 I 6 f(a) maxG, то формула

Бонне будет сразу доказана: f(a) > 0 по условию, I/f(a) ∈ [minG,maxG], значит I/f(a) = G(ξ)

при некотором ξ. Из равенств

I =

b∫
a

f(x)g(x) dx = f(x)G(x)
∣∣∣b
a
−

b∫
a

G(x)f ′(x) dx = f(b)G(b) +

b∫
a

G(x)(−f ′(x)) dx

(при интегрировании по частям выскакивает что надо!) и теоремы о среднем следует

f(b)G(b) + minG

b∫
a

(−f ′(x)) dx 6 I 6 f(b)G(b) + maxG

b∫
a

(−f ′(x)) dx,

отсюда

f(b)G(b) + minG(f(a)− f(b)) 6 I 6 f(b)G(b) + maxG(f(a)− f(b)) ⇒

minGf(a) + f(b)(G(b)−minG) 6 I 6 maxGf(a)− f(b)(maxG−G(b))

и всё доказано. �

Вторая формула Бонне: пусть f, g интегрируемы на [a, b], f > 0 и не убывает, тогда
для некоторого ξ ∈ [a, b]

I =

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(b)

b∫
ξ

g(x)dx.

Доказательство второй теоремы о среднем. Пусть, например, f — функция не убыва-
ющая. Тогда функция f ∗(x) = f(b) − f(x) — не возрастает и неотрицательная, то есть в силу
формулы Бонне при некотором ξ∫ b

a

f ∗(x)g(x)dx = f ∗(a)

∫ ξ

a

f(x)g(x)dx.

Теперь
∫ b

a

f ∗(x)g(x)dx = f(b)

∫ b

a

g(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx и

∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(b)

∫ b

a

g(x)dx− f ∗(a)

∫ ξ

a

g(x)dx = f(b)

∫ b

a

g(x)dx−
(
f(b)− f(a)

) ∫ ξ

a

g(x)dx,

следовательно, справедлива вторая теорема о среднем. �

Замена переменных. Про замену переменных в определенном интеграле будут сформу-
лированы два утверждения. Первое — простое и понятное, но имеющее более узкую область
применимости. Второе — посложнее.
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Теорема. Пусть g : [α, β]→ [a, b] ∈ C1[a, b], причём g(α) = a, g(β) = b. Пусть f ∈ C[min g,max g].

Тогда ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f
(
g(t)

)
g′(t)dt.

Обозначим F — первообразную непрерывной функции f на [a, b]. Тогда (по теореме о диф-
ференцировании сложной функции) функция F

(
g(t)

)
является первообразной для функции

f
(
g(t)

)
g′(t) на [α, β]. Таким образом левый интеграл равен F (a) − F (b), а правый интеграл

равен F
(
g(β)

)
− F

(
g(α)

)
, но по условию g(α) = a, g(β) = b. �

Эта теорема очень хороша, но применима исключительно для довольно гладких функций.
Следующая теорема посложнее, но она применима для негладких ситуаций, когда никаких
первообразных не существует. Мы её сформулируем для возрастающих функций g.

Теорема. Пусть g : [α, β] → [a, b] ∈ C1[α, β] — строго монотонная, g(α) = a, g(β) = b.
Пусть f ∈ R(a, b). Тогда функция f

(
g(t)

)
g′(t) ∈ R(α, β) и∫ g(β)

g(α)

f(x)dx =

∫ β

α

f
(
g(t)

)
g′(t)dt.

Доказательство. 1) Рассмотрим разбиение τ отрезка [α, β] мелкости λ(τ).
2) На отрезке [a, b] индуцируется разбиение g(τ), мелкость λ(g(τ)) этого разбиения стремится

к нулю при λ(τ)→ 0. Это следует из равномерной непрерывности g.
3) Теперь напишем цепочку формул

σ(f, g(τ), ξ) =
∑

f(ξi)(xi − xi−1) =
∑

f(ξi)(g(ti)− g(ti−1)) =
∑

f(ξi)g
′(θi)(ti − ti−1) =

=
∑

f(g(τi))g
′(τi)(ti − ti−1) +

∑
f(g(τi))[g

′(θi)− g′(τi)](ti − ti−1) = A+B

4) Вторая сумма B стремиться к нулю при увеличении мелкости разбиений:

|B| 6 sup |f | sup |g′(θi)− g′(τi)|
∑

(ti − ti−1) 6 sup |f |(b− a)o(1).

Здесь использована непрерывность функции g′ и теорема Кантора для неё.
5) ВеличинаA— это интегральная сумма функции f

(
g(t)

)
g′(t) по [α, β], величина σ(f, g(τ), ξ)

— это интегральные суммы f для интеграла по [a, b], устремим мелкость разбиения к нулю по-
лучим равенство интегралов. �

Вопрос: где использована монотонность функции g?
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Лекция 12 (04 марта 2016)
На прошлой лекции мы прошли много теорем.
1) Теоремы о производной интеграла, как функции верхнего предела. Отсюда — формула

Ньютона–Лейбница;
2) Интегрирование по частям — 2 факта;
3) Формула Тейлора;
4) Первая теорема о среднем;
5) Вторая теорема о среднем - формула Бонне;
6) Замена переменных — 2 факта.

Пусть g : [α, β]→ [a, b] ∈ C1[a, b], g(α) = a, g(β) = b и пусть
Вариант 1. f ∈ C[min g,max g].
Вариант 2. g : [α, β] → [a, b] ∈ C1[α, β] — строго монотонная, g(α) = a, g(β) = b. Пусть

f ∈ R(a, b). Тогда функция f
(
g(t)

)
g′(t) ∈ R(α, β)∫ g(β)

g(α)

f(x)dx =

∫ β

α

f
(
g(t)

)
g′(t)dt.

Вчера я принимал задачу про
∫ 2π

0

dx

1 + ε cosx
. и она вызвала множественные затруднения.

Попытка сделать «замену» t = tg(x/2) приводит к неудаче, так как при этом получается
∫ 0

0

...,

а исходный интеграл заведомо положительный. Вопрос: почему так?
Ответ. Дело в том, что при замене переменных x = g(t) каждому t соответствует одно

единственное значение x. А при замене t = tg(x/2) всем значениям t соответствует 2 разных
значениях x на промежутке интегрирования.

Теперь пусть функция g не является строго возрастающей. Например, пусть она кусочно
монотонная. Как и все разумные функции. Пусть её область определения состоит из двух кусков
[α, γ] и [γ, β], причём g монотонно возрастает на [α, γ] и монотонно убывает на [γ, β]. Пусть
функция f определена и интегрируема «где надо», то есть на [g(α), g(γ)] и [g(β), g(γ)], чтобы
можно было интегрировать сложную функцию. Применим предыдущую теорему отдельно на
обоих промежутках:∫ g(γ)

g(α)

f(x)dx =

∫ γ

α

f
(
g(t)

)
g′(t)dt

∫ g(β)

g(γ)

f(x)dx =

∫ β

γ

f
(
g(t)

)
g′(t)dt

Сложим оба равенства, получим формулу для замены переменных для кусочно монотонных
функций.
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10 Длина кривой и интеграл по кривой

Кривая на плоскости — непрерывный образ отрезка в плоскость.
Простая кривая — кривая без самопересечений (биекция).
Замкнутая кривая — образы концов отрезка совпадают.
Гладкая кривая — гладкий образ отрезка. Иногда кривой называют образ функции [a, b] 7→

R2, а иногда и саму параметризацию, то есть функцию f : [a, b] → R2. Иногда, дополнительно
требуют, чтобы производная не обращалась в 0.

Почему так? Угол «x» — не гладкая кривая, излом мешает. Однако, угол можно запа-
раметризовать непрерывно дифференцируемой сколько угодно раз функций (пример в C1:
(x(t), y(t)) = (0, t2), t ∈ [−1, 0]; (x(t), y(t)) = (t2, 0), t ∈ [0, 1]), только при этом x′(0) = y′0 = 0.

Слово «гладкий» может означать разное: C1, Ck, C∞. Если важно, что именно подразуме-
вается, то надо говорить, если достаточно C1, можно просто говорить гладкий.

Кусочно гладкая кривая — кусочно гладкий образ отрезка. Типичный пример — много-
угольник.

Кривая на плоскости — сложный объект, бывают кривые Пеано, фрактальные кривые и
прочие непредставляемые вещи. Гладкие и кусочно гладкие кривые — это то, что мы обычно
называем кривой или линией.

Пусть на плоскости задана система координат. Пусть заданы две функции x(t), y(t) ∈ C[a, b].
Тогда определена кривая Γ.

Рассмотрим разбиение отрезка τ точками ti. При отображении t 7→ (x(t), y(t)) на кривой
возникнут точки {(x(ti), y(ti))}, соединим их на кривой отрезками–хордами ∆i. Рассмотрим
сумму s(τ) длин хорд.

Длина хорды определяется по теореме Пифагора — это
√(

x(ti+1)− x(ti)
)2

+
(
y(ti+1)− y(ti)

)2
.

Если множество сумм длин хорд при всех разбиениях ограничено, то говорят, что кривая
спрямляемая или, что у кривой есть длина, или конечная длина. Длина спрямляемой кривой
— это супремум длин всех ломанных.

Пример неспрямляемой кривой: x(t) = t, y(t) = t sin(1/t). Сказать почему.

При добавлении точек разбиения длина ломанной всегда не убывает.
Вместо sup длин ломанных можно писать предел длин ломанных, если мелкость разбиения

стремиться к нулю: число ` называется длиной кривой, если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ : λ(τ) < δ справедливо
∣∣`−∑ |r(tj−1)− r(tj)|

∣∣ < ε.

Теорема. Оба определения эквивалентны.
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Доказательство в одну сторону: если существует ` = sup, то существует предел и он равен
sup. Выберем разбиение τ , при котором длина ломаной больше `− ε/2. Пусть в нём N точек.

Выберем по равномерной непрерывности δ так, чтобы |t− s| < δ ⇒ |r(t)− r(s)| < ε/(2N).
Теперь возьмём произвольное разбиение τ ′ мелкости меньше δ и λ(τ)/3. Выберем к каждой
точке tk разбиения τ ближайшую точку t′k из τ ′, или одну из двух ближайших. Составим раз-
биение τ ′′ из точек t′k. Длина ломанной L, соответствующей τ ′′, отличается от длины ломанной,
соответствующей разбиению τ не больше чем на ε/2. Поэтому L ∈ (` − ε, `]. Следовательно, и
длина ломанной, соответствующей разбиению τ ′ ⊃ τ ′′, также лежит в этом же интервале.

Доказательство в другую сторону очевидно, надо доказать только ограниченность. �

Теорема. Гладкая C1 кривая Γ = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b] спрямляема и её длина ` может
быть определена формулой

` =

∫ b

a

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt.

Рассмотрим разбиение τ отрезка [a, b] значений параметра t, посчитаем длину соответству-
ющей ломанной, воспользуемся формулой Лагранжа:

s(τ) =
∑√(

x(ti+1)− x(ti)
)2

+
(
y(ti+1)− y(ti)

)2
=
∑√(

x′(ξi)
)2

+
(
y′(θi)

)2 |ti+1 − ti| =

=
∑√(

x′(ξi)
)2

+
(
y′(ξi)

)2 |ti+1 − ti|+ δ,

где

δ =
∑(√(

x′(ξi)
)2

+
(
y′(ξi)

)2 −
√(

x′(ξi)
)2

+
(
y′(θi)

)2
)
|ti+1 − ti| 6 δ∗(b− a),

δ∗ = sup
t,τ∈[ti,ti+1]

∣∣∣√(x′(t))2
+
(
y′(t)

)2 −
√(

x′(t)
)2

+
(
y′(τ)

)2
∣∣∣.

Теперь по определению интеграла при увеличении мелкости разбиения∑√(
x′(ξi)

)2
+
(
y′(ξi)

)2 |ti+1 − ti| →
∫ b

a

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt.

Функция двух переменных (t, τ) 7→
√(

x′(t)
)2

+
(
y′(τ)

)2 непрерывна на квадрате [a, b] × [a, b],
следовательно, она равномерно непрерывна. Значит, если мелкость разбиения стремится к ну-
лю, то и δ∗ → 0. �

Эту же формулу можно написать иначе.

Пусть кривая задана вектор–функцией r(t) ∈ C1([a, b];R2). Тогда ` =

∫ b

a

|r′(t)| dt.
Эта формула физически означает примерно следующее: пройденный путь зависит только

от модуля скорости и не зависит от направления. Это так, если считать, что наше формальное
понятие о длине кривой совпадает с интуитивным понятием «пройденный путь».
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Длина кривой в R3. Пусть кривая задана функциями x(t), y(t), z(t) ∈ C1. Тогда

` =

∫ b

a

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
+
(
z′(t)

)2
dt

Длина кривой не зависит от параметризации — в рассказанной конструкции это оче-
видно «по определению». Мы нигде не использовали никаких условий типа |r′(t)| 6= 0. Если
предположить, что есть 2 параметризации (x(t), y(t)), t ∈ [a, b] и (x̄(τ), ȳ(τ)), τ ∈ [c, d], то
в естественных условиях определена строго монотонная гладкая вещественная функция t(τ),
тогда 2 формулы для длины одной и той же кривой имеют вид

` =

∫ b

a

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt =

∫ d

c

√(
x̄′(τ)

)2
+
(
ȳ′(τ)

)2
dτ,

эти 2 интеграла равны по формуле для замены переменных, так как x(t(τ)) = x̄(τ).

Пример — чему равна длина эллипса. Пусть эллипс задан уравнением
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Выбе-

рем параметризацию x(t) = a sin t, y(t) = b cos t, t ∈ [0, 2π].

` =

∫ 2π

0

√
(a cos t)2 + (−b sin t)2 dt =

∫ 2π

0

√
a2 − (a2 − b2) sin2t dt = 4a

∫ π/2

0

√
1− k2 sin2 t dt,

где k =
√
a2 − b2/a — эксцентриситет эллипса. Интеграл

E(k, ϕ) =

∫ ϕ

0

√
1− k2 sin2 t dt

не выражается в элементарных функциях, E(k, ϕ) называется эллиптический интеграл вто-
рого рода в форме Лежандра. Величина E(k) = E(k, π/2) называется полным эллиптическим
интегралом второго рода.

Длина кусочно гладкой кривой. Кусочно гладкая кривая — кривая, составленная из
конечного числа гладких кривых. Длина кусочно гладкой кривой равна сумме длин её кусков.

Вопрос к залу. Пусть кривая определена дифференцируемой функцией, причем произ-
водные координат интегрируемы. Будет ли тогда кривая иметь длину и будет ли справедлива
доказанная формула для длины кривой?

Криволинейные интегралы

Бывают криволинейные интегралы по неориентирумым кривым, а бывают — по ориентиру-
емым. На кривых разные интегралы принимают уже разные значения, интегрируются разные
объекты, они имеют разный геометрический и физический смысл.

Такая ситуация связана в первую очередь с тем, что оба типа интегралов востребованы при
решении физических задач.
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Криволинейные интегралы первого рода

Пусть задана непрерывно дифференцируемая функция r : [a, b] → R3 без особых точек
(r′ 6= 0). Она определяет кривую Γ в пространстве, кривую без особых точек, но с возможными
самопересечениями.

Определение. Пусть функция f со значениями в R определена на множестве Γ и непре-
рывна. Тогда величина∫

Γ

f(x, y, z) ds :=

∫ b

a

f
(
r(t)

)
|r′(t)| dt ≡

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
+
(
z′(t)

)2
dt

называется криволинейным интегралом первого рода от функции f по кривой Γ.

Физик легко видит, что этот интеграл позволяет найти массу материальной кривой при
переменной линейной плотности, центр её тяжести, моменты инерции, сопротивление при пе-
ременном удельном сопротивлении.

КИ не зависит от параметризации. Пусть g(τ) : [α, β] → [a, b] — монотонная непрерывно
дифференцируемая функция, g′ 6= 0. Либо g(α) = a, g(β) = b, sign g′ ≡ 1, либо g(α) = b, g(β) =

a, sign g′ ≡ −1. Теперь∫ β

α

f
(
r(g(τ))

)
|r′(g(τ))| |g′(τ)| dτ = (sign g′)

∫ β

α

f
(
r(g(τ))

)
|r′(g(τ))| g′(τ) dτ =

= (sign g′)

∫ g(β)

g(α)

f
(
r(t)

)
|r′(t)| dt =

∫ b

a

f
(
r(t)

)
|r′(t)| dt

Гладкая кривая является спрямляемой (напомнить). В качестве хорошего параметра удобно
выбирать переменную длину кривой от одного из концов. Тогда (S — длина кривой)∫

Γ

f(x, y, z) ds =

∫ S

0

F (r(s)) ds,

∫
Γ

ds = S.

Формулы получаются короче, однако для подсчета не очень годятся.
Можно определять криволинейный интеграл для спрямляемой кривой. Со случая непрерыв-

ной функции можно получить обобщение на интегрируемые по Лебегу или по Риману функции.
Я писал в R3, можно написать в R2 или в Rn.
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Лекция 13 (09 марта 2016)
На прошлой лекции мы прошли следующее.
1) Завершили замену переменных в определённом интеграле.
2) Разобрали длину кривой и вывели формулу для длины гладкой кривой.
3) Криволинейный интеграл 1го рода.
4) Начали интегралы от 1-форм — интегралы 2го рода.

Криволинейные интегралы второго рода.
Я начну с понятия ориентации кривой в R3. Пока всё равно, то же самое в R2 или в Rn.
Пусть есть непрерывно дифференцируемая функция ~r : [a, b]→ R3 без особых точек (~r′ 6= 0).

Тогда Γ = ~r([a, b]) — гладкая ориентированная кривая в R3 (непрерывно дифференцируемая и
производная не обращается в 0).

Если задать систему координат в R3, то в координатах получается ~r(t) = (x(t), y(t), z(t)),
условие отсутствия особых точек (невырожденности) имеет вид (x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 6= 0.

Ориентированная — это означает, что на ней выбрано начало-конец, или, что на ней выбрано
направление (тогда можно и для замкнутого контура определить ориентацию).

Это определение ориентируемости кривой хорошее, интуитивно понятное... Обычно говорят
несколько по-другому. Надо понять, что такое направление на кривой — интуитивно это ясно,
а формально — ничего не сказано.

Для гладкой кривой в каждой точке ~r0 = ~r(t0) определена касательная прямая. Кривая
задаётся функцией ~r, касательная прямая — это прямая ` точек вида ~r0+~r′(t0)t. В координатной
параметрической форме: x = x0 + x′(t0)t, y = y0 + y′(t0)t, z = z0 + z′(t0)t.

Единичный вектор e = e(t) касательной к Γ имеет вид e = r′(t)/|r′(t)| (| · | — норма в R3)
или e = (cosα, cos β, cos γ), где α, β, γ — углы касательного вектора e c базисными векторами.
В каждой точке кривой (при каждом t) есть ровно 2 разных касательных единичных вектора:
e(t) и −e(t).

Ориентация на кривой — это выбор непрерывного поля единичных касательных. Если мы
рассмотрим гладкую кривую и 2 её параметризации, то есть при гладкой переменных в пара-
метризации t = g(τ), g′ 6= 0 мы получим либо поле единичных касательных e = r′(t)/|r′(t)|,
либо поле −e. То есть ориентацию можно выбрать двумя способами, это интуитивно очевидно.

Такое определение хорошее. Похожим образом можно определить ориентацию на поверх-
ностях. На гладкой двумерной поверхности в R3 можно (или нельзя, как на листе Мёбиуса)
выбрать непрерывное поле единичных нормалей.

Пусть на кривой задано векторное поле ~F = {P,Q,R}. Можно сказать, что на кривой задана
1-форма Pdx+Qdy +Rdz = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz. Это одно и то же.
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Определение. Величина
∫

Γ

Pdx+Qdy +Rdz :=

∫ b

a

(F, r′)dt =

∫ b

a

(Px′ +Qy′ +Rz′) dt на-

зывается криволинейным интегралом второго рода от формы или от векторного поля по Γ.

В частности, например,
∫

Γ

P dx =

∫ b

a

P (x(t), y(t), z(t))x′(t) dt. Легко запомнить: в формуле

для интеграла нужно всего лишь подставить вместо x, y, z параметризацию x(t), y(t), z(t) кривой
и дифференциалы dx, dy, dz записать как дифференциалы от t: dx = x′dt и т.д.

Естественно, на плоскости тоже можно рассмотреть кривую, на ней рассмотреть плоское
векторное поле и определить интеграл по этой кривой:∫

Γ

Pdx+Qdy :=

∫ b

a

(F, r′)dt =

∫ b

a

(Px′ +Qy′) dt.

В элементарной физике — это работа переменной силы при движении точки по кривой линии.
Для того, чтобы определение интеграла по кривой было осмысленным, надо, чтобы соответ-

ствующие интегралы существовали. Будем все время предполагать непрерывность векторного
поля, поэтому интегралы по кусочно гладким кривым существуют.

Интеграл второго рода можно выразить через интеграл от первого рода:∫
Γ

Pdx+Qdy +Rdz =

∫
Γ

(P cosα +Q cos β +R cos γ)ds,

следует из x′ = cosα|r′|, y′ = cos β|r′|, z′ = cos γ|r′|, ориентация спрятана в знаки косинусов.
Криволинейный интеграл второго рода не зависит от параметризации фиксированной ори-

ентации и меняет знак при параметризации другой ориентации. Это значит, что при гладкой
замене параметризации t = g(τ), g′ 6= 0 интеграл умножается на sign g.

Оба криволинейных интеграла обладают свойством аддитивности по кривым: если разбить
гладкую кривую на два куска, то интеграл по кривой будет равен сумме интегралов по кускам.
Это свойство — определение интеграла по кусочно гладким непрерывным кривым.

На кусочно гладкой Γ нельзя вводить ориентацию через гладкое поле касательных. Надо
ввести ориентацию на каждом куске и согласовать обычным способом, через начало и конец.

Определение интеграла по кусочно гладкой кривой, как суммы интегралов по гладким кускам.

Рассмотрим интеграл по кривой «туда и назад». По определению получается, что сумма
двух интеграла равна нулю. Рассказать, про разбиения и про сумму, порисовать картинки.

Пусть есть простая кусочно гладкая ориентированная замкнутая кривая, ограничивающая
фигуру D. Выберем на ней 2 точки и соединим их спрямляемой кривой. Фигура D разбивается
на 2 фигуры D1 и D2. Тогда интеграл по ∂D равен сумме интегралов по границам ∂D1 и ∂D2:∫

∂D

Pdx+Qdy =

∫
∂D1

Pdx+Qdy +

∫
∂D2

Pdx+Qdy.
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Аналогичное равенство выполнено и в R3.

Потенциальные векторные поля.

Определение. Векторное поле ~F = (P,Q,R) называется потенциальным, если есть та-

кая функция f(x, y, z), что P =
∂f

∂x
, Q =

∂f

∂y
, R =

∂f

∂z
.

Функция f называется потенциалом поля ~F , ~F = grad f = ∇f или df = P dx+Qdy+Rdz.

Здесь ∇ — символический вектор «набла»
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
.

Пусть в пространстве задана гладкая C1 функция f(x, y, z), потенциал. Тогда интеграл от
df по любой кусочно гладкой кривой Γ, выходящей из (x1, y1, z1) в (x2, y2, z2) не зависит от пути:∫

Γ

(∇f, dr) =

∫
Γ

f ′x(x, y, z)dx+ f ′y(x, y, z)dy + f ′z(x, y, z)dz = f(x2, y2, z2)− f(x1, y1, z1).

Это равенство очевидно следует из определения. Пусть кривая Γ задаётся параметризацией
(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b]. Тогда∫

Γ

f ′x(x, y, z)dx+ f ′y(x, y, z)dy + f ′z(x, y, z)dz =

∫ b

a

(f ′x(x, y, z)x′ + f ′y(x, y, z)y′ + f ′z(x, y, z)z′)dt =

=

∫ b

a

d

dt

(
f(x(t), y(t), z(t))

)
dt = f(x2, y2, z2)− f(x1, y1, z1).

Справедливо обратное свойство. Пусть интеграл от векторного поля ~F = (P,Q,R) в одно-
связной области не зависит от кривой. Тогда поле ~F потенциально: ~F = ∇f , то есть P = f ′x, Q =

f ′y, R = f ′z. Зафиксируем точку A = (Ax, Ay, Az) и положим

f(B) =

∫
Γ

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz,

где гладкая кривая Γ начинается в точке A и кончается в точке B. По предположению о неза-
висимости от пути функция f определена корректно. Покажем, что ∇f = ~F .

Установим только равенство ∂f/∂x = P . Обозначим C = (x, y, z), C∆x(x+ ∆x, y, z)

∆f = f(x+ ∆x, y, z)− f(x, y, z) =

∫
CC∆x

Pdx+Qdy +Rdz =∫ 1

0

P (x+ t∆x, y0, z0)d(x+ t∆x) =

∫ x+∆x

x

P (t, y0, z0)dt = ∆xP (θ, y, z),

где θ ∈ [x, x+ ∆x]. отсюда следует ∂f/∂x = P . �

Простую замкнутую кривую называют также замкнутый контур. Мы доказали теорему:
интеграл по замкнутому контуру равен нулю, если и только если поле потенциальное.
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Следствие. Интеграл от константы по замкнутому контуру равен нулю: если A =

(az, ay, az), B = (bx, by, bz), то
∫
AB

dx = bx − ax,
∫
AB

dy = by − ay,
∫
AB

dz = bz − az.

Вытекает из потенциальности постоянного поля (c, c, c), потенциал f(x, y, z) = cx+ cy + cz.

Верна оценка
∣∣∣ ∫

Γ

(F, dr)
∣∣∣ 6 ` sup |F |, где ` — длина кривой, |F | — евклидова норма вектора

F . Следует из обычного неравенства Коши–Буняковского:∣∣∣ ∫ b

a

(Px′ +Qy′ +Rz′) dt
∣∣∣ 6 ∫ b

a

√
P 2 +Q2 +R2

√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 dt 6

6 sup |F |
∫ b

a

√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 dt = ` sup |F |.

Лемма. Пусть есть компакт E ⊂ R3, пусть есть кусочно гладкая кривая Γ ⊂ E, её
параметризация r(t), разбиение τ отрезка [a, b] точками tk, возникающая ломанная Λτ ⊂ E,
векторное поле P,Q,R, непрерывное на E. Тогда (δ(τ) — мелкость разбиения.)

lim
δ(τ)→0

∫
Λτ

Pdx+Qdy +Rdz =

∫
Γ

Pdx+Qdy +Rdz

Доказательство проведем для случая Q ≡ R ≡ 0.
Разобьем отрезок [a, b] на мелкие кусочки точками ti. Так, чтобы точки rti разбили кривую

Γ настолько мелко, что |P (r(t))−P (r(ti))| < η при t ∈ [ti, ti+1] при всех i. Рассмотрим ломанную
с разбиением такой мелкости и сравним каждый интеграл по дуге с интегралом по хорде:

∆i =

∫
̂rti ,rti+1

P dx−
∫
rti ,rti+1

P dx =

∫
̂rti ,rti+1rti+1 ,rti

P dx =

∫
̂rti ,rti+1rti+1 ,rti

(P − P (r(ti))) dx

(интеграл по замкнутому контуру от константы равен нулю!). Теперь |∆i| < 2η(s(ti+1)− s(ti)),
следовательно,

∑
|∆i| 6 2ηS (S — длина кривой Γ). �

Естественно, для криволинейных интегралов справедливы и другие теоремы о предельном
переходе. Например, если всё непрерывно и Pn ⇒ P,Qn ⇒ Q,Rn ⇒ R на Γ, то

lim
n→∞

∫
Γ

Pndx+Qndy +Rndz =

∫
Γ

Pdx+Qdy +Rdz.

Эту формулу легко увидеть, например, из определений. Однако, она ниже не используется и в
виде отдельной теоремы такой факт не формулируется.

Самый замечательный криволинейный интеграл на плоскости.
Пусть кривая Γ∂D ограничивает криволинейную трапецию D, как на картинке, чтобы па-

раллельные прямые были вертикальны. И пусть кривая ориентирована против часовой стрелки.
Вычислим интеграл −

∫
Γ
y dx. Интеграл по графику функции y = ψ(x) равен∫ a

b

ψ(x) dx = −
∫ b

a

ψ(x) dx,
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интеграл по графику функции y = ϕ(x) равен
∫ b

a

ψ(x) dx, интегралы по вертикальным отрез-

кам, на которых x = a или x = b равны 0, так как d(const) = 0.
y

xa b

A

B

C
K

0

D

ϕ(x)

ψ(x)

Собираем всё вместе:

−
∫

Γ

y dx =

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ψ(x) dx = SD.

Теперь представим себе, что фигуру D можно разрезать на 2 части, так что обе — криво-
линейные трапеции с вертикальными параллельными сторонами. Тогда для такой фигуры D

площадь — сумма двух площадей, интеграл по границе — сумма интегралов по границам. То
есть формула для площади справедлива для фигур, которые можно разбить на конечное число
криволинейных трапеций. В частности, треугольник тоже является криволинейной трапецией.
Значит, для всех многоугольников.

Пусть спрямляемая кривая Γ ограничивает фигуру D. Тогда по лемме можно вписать в неё
мелкую ломанную. Теперь площадь многоугольника стремится к площади фигуры (это теорема
такая, что площадь (мера Жордана) ε-окрестности спрямляемой кривой стремится к нулю, но
я считаю это естественным), интеграл по ломанной стремится к интегралу по Γ, получается,
что формула для площади справедлива в общем виде.

Точно так же доказывается формулы

SD =

∫
∂D

x dy =
1

2

∫
∂D

−y dx+ x dy = −
∫
∂D

y dx.

Все эти формулы можно получить в виде следствия из формулы Грина: Пусть D — огра-
ниченная связная плоская область, граница которой ∂D удовлетворяет некоторым простым
условиям гладкости и ориентирована против часовой стрелки. Пусть на замыкании D̄ обла-
сти D задано непрерывно дифференцируемое векторное поле (P,Q). Тогда∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
∂D

Pdx+Qdy.
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Лекция 14 (16 марта 2016)
На предыдущей лекции мы ввели понятие ориентации гладкой кривой и разобрали криво-

линейный интеграл 2го рода, интеграл от векторного поля, от дифференциальной формы.
Про него мы доказали два утверждения: про потенциальные векторные поля и про то, как

померить площадь фигуры D, посчитав криволинейный интеграл −
∫
∂D
y dx по её границе ∂D.

Во всех конструкциях про интегралы по кривым мы предполагали, что кривая гладкая или
кусочно гладкая, а функции и векторные поля, которые интегрировались, — непрерывные. И
все нюансы, которые были в определении интеграла, все мы не использовали.

11 Несобственные интегралы

Определения. Понятие сходимости несобственных интегралов∫ ∞
a

f(x)dx,

∫ b

a

f(x)dx, f(a) =∞.

Предполагаем, что подинтегральные функции непрерывны, можно в большей общности (на-
пример, кусочно непрерывны на каждом конечном промежутке). Как минимум, функции ин-
тегрируемые на каждом конечном промежутке.

Рассмотрим функцию f(x), определённую на луче [a,∞) и интегрируемую на каждом ко-
нечном промежутке.

Определение 1. Если существует конечный предел I = lim
y→∞

∫ y

a

f(x)dx, то говорят, что

сходится несобственный интеграл
∫ ∞
a

f(x)dx и его величина равна I.

Таким образом, значок
∫ ∞
a

f(x)dx — это обозначение предела lim
u→∞

∫ u

a

f(x)dx.

Формула
∫ ∞

f(x)dx < ∞ при f ≥ 0 означает сходимость интеграла
∫ ∞
a

f(x)dx < ∞ при

некотором a. Формула
∫ ∞

f(x)dx = ∞ при f ≥ 0 означает расходимость интеграла, в данном

случае равенство lim
u→∞

∫ u

a

f(x)dx =∞.

Примеры:
∫ ∞

0

dx

1 + x2
= lim

y→∞

∫ y

0

dx

1 + x2
= lim

y→∞
(arctg y − arctg 0) =

π

2
,∫ ∞

1

dx

xα
= lim

y→∞

∫ y

1

dx

xα
= lim

y→∞

1

1 + α
(yα+1 − 1)) = ...

∫ ∞
0

e−xdx = −ex
∣∣∣∞
0

= 1.

Сходство и отличие с рядами. 1. Берем ограниченную непрерывную функцию f , Ясно,
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что сходимость интеграла почти совпадает со сходимостью ряда
∑
an, an =

∫ n+1

n

f(x) dx. Как

предел последовательности f(n) — это почти то же самое, что предел функции limx→∞ f(x).

2. Точно так же как и ряд, обозначение
∫ ∞
a

f(x)dx это некоторый предел.

3. Признаки сходимости ну очень похожие. И ответы — например, ряд
∑
n−α и интеграл∫∞

x−αdx сходятся и расходятся одновременно.
4. Если есть ряд, то можно взять кусочно постоянную функцию так, чтобы сходимость ряда

и сходимость интеграла совсем было бы одно и тоже.
Основное различие: частичные суммы рядов считать можно в двух случаях: 1) если ряд

составлен из разностей и всё сокращается, 2) это геометрическая прогрессия. А интегралы
можно считать самые разнообразные.

Ещё отличие: в ряде слагаемые можно переставлять, про это были 2 теоремы. Абсолютно
сходящиеся ряды можно было переставлять, результат перестановки условно сходящегося ряда
не определён (теорема Римана). Вопрос о перестановке промежутков интегрирования даже не
обсуждается: порядок жёстко зафиксирован.

Рассмотрим функцию f(x), определённую и непрерывную на (a, b] и не ограниченную в
окрестности точки a. Основной вариант: lim

x→a+0
f(x) =∞, (+∞ или −∞). Однако, может быть

и что-то вроде f(x) = x−1 sin(x−1) (кстати, этот интеграл сходится!).

Определение 2. Если существует конечный предел I = lim
y→a+0

∫ b

y

f(x)dx, то говорят, что

сходится несобственный интеграл
∫ b

a

f(x)dx и его величина равна I.

Аналогично можно определить интеграл
∫ a

−∞
f(x)dx и интеграл для случая, когда функция

f(x) определена и непрерывна на промежутке [a, b) и не ограничена в окрестности точки b.

Подчеркнем, что интегралы с двумя особенностями пока что не рассматриваем.
Этого всегда можно добиться, разбивая интеграл на 2 интеграла по 2м промежуткам.

Критерии сходимости интеграла
∫ ∞

a

f(x)dx, f > 0.

1. Критерий Коши — сходится, если и только если

∀ε > 0 ∃N = N(ε) : ∀M1,M2 > N справедливо
∣∣ ∫ M2

M1

f(x)dx
∣∣ 6 ε.

Аналог критериев Коши существования пределов функций–последовательностей–рядов.

Доказательство. В одну сторону очевидно: из сходимости интеграла следует Коши.
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В другую сторону. Пусть выполнено условие признака Коши, тогда нарежем промежуток
интегрирования на примыкающие кусочки длины 1 и рассмотрим сумму соответствующего
ряда. Из условия Коши для интеграла следует условие Коши для получившегося ряда, следо-
вательно этот ряд сходится. Докажем, что это и есть значение интеграла. Для этого заметим,
что интегралы по коротким дальним отрезкам сколь угодно маленькие, далее — очевидно. �

2. Интеграл называется абсолютно сходящимся, если сходится интеграл от модуля функции.
В силу признака Коши сходимость следует из абсолютной сходимости:∣∣∣ ∫ ∞

a

f(x)dx
∣∣∣ 6 ∫ ∞

a

|f(x)|dx.

3. Если интеграл от положительной функции сходится, обязательно ли она стремится к
нулю на бесконечности?

Контрпример с неограниченной функцией: для n = 2, 3, . . . ∈ Z

f(x) = 0, если |n− x| > 1/n3 ; f(n) = n; f(x) линейна на оставшихся промежутках.

Функция не ограничена, интеграл от 0 до ∞ сходится. Другой пример — сходящиеся инте-

гралы Френеля20, используемые в оптике:
∫ ∞

0

sin(x2) dx,

∫ ∞
0

cos(x2) dx. Подынтегральная

функция не стремиться к нулю, а интегралы сходятся.

4. Ещё связь с рядами — интегральный критерий Коши (монотонная функция, интеграл∫ ∞
f(x)dx сходится одновременно с рядом

∞∑
f(n)).

5. Ещё примеры несобственных интегралов.∫ ∞
1

1

x
dx =∞,

∫ ∞
2

1

x lnx
dx =∞,

∫ ∞
1

1

x1+σ
dx <∞,

∫ ∞
2

1

x ln1+σ x
dx <∞.

Критическая функция: 1/(x · lnx · . . . · lnα x), α > 1. Так же, как и в рядах, граничная
функция не существует:

∀ f > 0,

∫ ∞
f(x) dx <∞, ∃g(x)→∞,

∫ ∞
f(x)g(x) dx <∞,

∀ f > 0,

∫ ∞
f(x) dx =∞, ∃g(x)→ 0,

∫ ∞
f(x)g(x) dx =∞.

6.Признаки сравнения.Пусть есть 2 положительные интегрируемые на каждом конечном
промежутке функции f > g. Тогда из сходимости интеграла на бесконечности от f следует

20Френель, ОгюстенЖан, 1788–1827, физик, бипризма Френеля, изучал когерентную интерференцию
элементарных волн, излучаемых вторичными источниками.
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сходимость интеграла от g и, наоборот, и из расходимости интеграла от g следует расходимость
интеграла от f .

Точно так же если существует конечный предел lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= K, то интегралы от f и g

сходятся или расходятся одновременно. Подчеркну, что это всё справедливо только для поло-
жительных функций (как и аналог для рядов)!

7. В несобственных интегралах можно переходить к пределам в неравенствах:

f > g ⇒
∫ ∞
a

f(x) dx >
∫ ∞
a

g(x) dx.

8. Простейшие свойства несобственного интеграла: линейность и аддитивность по проме-

жутку, в частности интегралы
∫ ∞
a

f(x)dx,

∫ ∞
b

f(x)dx сходятся или расходятся одновременно.

Вычисление несобственных интегралов. Основные методы: определение, замена пе-
ременных и интегрирование по частям.

По определению я считал в самом начале лекции. Посчитали интеграл по конечному
промежутку, потом перешли к пределу.

Замена переменных. Пусть ϕ ∈ C1 — строго монотонная функция переменной t ∈
[a,∞), ϕ : [a,∞)→ [ϕ(a),∞). Тогда если сходится один из интегралов∫ ∞

a

f(x) dx,

∫ ∞
ϕ(a)

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt,

то сходится и второй, причём значения интегралов совпадают.

Доказательство этой формулы следует из формулы для замены переменной на ограниченном
промежутке и предельного перехода.

Теорему о заменах переменных, переводящие неограниченный промежуток в ограниченный
(например, замена x = 1/y) не формулирую. Основной смысл всех таких теорем: заменяем
несобственный интеграл на предел и собственный интеграл, в собственном интеграле делаем
замену переменной, потом переходим к пределу. Если на всех этапах всё в порядке, значит
формула верна.

Интегрирование по частям. Пусть f, g ∈ C1[a,∞), пусть существует конечный предел

lim
x→∞

f(x)g(x) = K
def
= (f · g)(∞).

Тогда функции fg′ и f ′g одновременно интегрируемы или не интегрируемы на промежутке
[a,∞) и справедлива формула интегрирования по частям∫ ∞

a

f(x)g′(x)dx = (f · g)(∞)− f(a)g(a)−
∫ ∞
a

f ′(x)g(x)dx.
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Это простое утверждение следует из той же конструкции: пишем формулу интегрирования
по частям для собственного интеграла переходим к пределу.

Признаки Абеля и Дирихле. Для сходимости
∫ ∞
a

f(x)g(x)dx достаточно условий:

Дирихле. Функция G(u) =

∫ u

a

g(x)dx ограничена, f монотонная и lim
x→∞

f(x) = 0.

Абель. Сходится интеграл
∫ ∞
a

g(x)dx, f монотонна и ограничена.

Доказательство признака Дирихле. Признак Дирихле следует из второй теоремы о
среднем и критерия Коши.

Раз f монотонная и lim
x→∞

f(x) = 0, то функция f сохраняет знак: либо f > 0 и f монотонно
убывает, либо f < 0 и f монотонно возрастает. Пусть f > 0 и f не возрастает. Первая формула
Бонне утверждает: пусть f, g ∈ R(a, b]), f > 0 и не возрастает, тогда для некоторого ξ ∈ [a, b]∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ξ

a

g(x)dx

Применим формулу Бонне к промежутку [M,M +N ] при большом M и N > 0:∣∣∣ ∫ M+N

M

f(x)g(x)dx
∣∣∣ =

∣∣∣f(M)

∫ ξ

M

g(x)dx
∣∣∣ 6 2|f(M)| sup |G| → 0. �

Доказательство признака Абеля. Следует из признака Дирихле. Раз функция f моно-
тонная и ограниченная, тогда существует конечный предел A = lim

x→∞
f(x). Применим признак

Абеля к функции f1(x) = f(x)− A. �

Интегральный синус, пример интеграла, который сходится, но не абсолютно. Самое про-
стое рассуждение про интегральный синус — интеграл Дирихле∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2

сходится по признаку Дирихле. Можно исследовать сходимость через ряд
∞∑
n=0

∫ (n+1)π

nπ

sinx

x
dx.

Во-первых, этот ряд знакочередующийся, во-вторых, модули слагаемых монотонно стремятся
к нулю. По признаку Лиувилля знакочередующихся рядов ряд сходится и интеграл сходится.

Другое рассуждение: оценим при n = 2k величину∫ (n+2)π

nπ

sinx

x
dx =

∫ (n+1)π

nπ

sinx

x
dx+

∫ (n+2)π

(n+1)π

sinx

x
dx =

∫ (n+1)π

nπ

sinx

x
dx−

∫ (n+1)π

nπ

sinx

x+ π
dx =

=

∫ (n+1)π

nπ

(sinx

x
− sinx

x+ π

)
dx =

∫ (n+1)π

nπ

π sinx

x(x+ π)
dx
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Теперь видно, что ряд из таких слагаемых знакоопределённый и сходится.

Через ряд можно увидеть, что абсолютно этот интеграл расходится:∫ (n+1)π

nπ

| sinx|
x

dx >

∫ π

0

| sinx|
x+ nπ

dx >

∫ π

0

sinx

(n+ 1)π
dx =

2

(n+ 1)π

после суммирования получится гармонический ряд.

Ещё можно воспользоваться формулой интегрирования по частям:∫ ∞
π/2

sinx

x
dx = −cosx

x

∣∣∣∞
π/2
−
∫ ∞
π/2

cosx

x2
dx =

∫ ∞
π/2

cosx

x2
dx.

Интеграл справа абсолютно сходится ⇒ интеграл слева сходится.

Сходимость интегралов Френеля:
∫ ∞

1

sin(x2)dx и
∫ ∞

1

cos(x2)dx без вычисления:∫ u

1

sin(x2)dx =

∫ u2

1

sin y

2
√
y
dy → 1

2

∫ ∞
1

sin y
√
y
dy.

Последний интеграл сходится по признаку Дирихле.

Сходимость в смысле главного значения. Пусть у несобственного интеграла есть
несколько разных особенностей, например,

I1 =

∫ ∞
0

sinx

xσ
dx, I2 =

∫ 1

0

x−α(1− x)−β dx.

Такой интеграл считается сходящимся, если есть сходимость в каждой особенности. То есть I1

сходится, если σ ∈ (0, 2) (при σ 6 0 нет сходимости на ∞, а при σ > 2 нет сходимости в 0), I2

сходится, если α, β < 1.

Но бывают два особых случая с отдельными определениями.

Интеграл на промежутке (−∞,+∞): Было бы естественно считать, что∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

A→∞,B→∞

∫ +B

−A
f(x)dx = lim

A→+∞

∫ A

0

f(x)dx+ lim
A→−∞

∫ 0

A

f(x)dx.

Это одно и то же. Если эти интегралы
∫ ∞

f(x)dx и
∫
−∞

f(x)dx оба сходятся отдельно, то нет

проблем. Однако бывает, что интегралы эти расходятся оба, но существует предел

lim
M→∞

∫ +M

−M
f(x)dx = V. p.

∫ +∞

−∞
f(x)dx

Называется главным значением (valeur principale, предложил Коши). Пример: f(x) = x, главное
значение равно 0. Нечётные функции все такие.

Используется, в частности, в теории интегралов Фурье.

Аналогично для неограниченных функций: определение, пример: V. p.

∫ 2

−1

dx

x
= ln 2.
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Лекция 15 (18 марта 2016)
На прошлой лекции мы рассмотрели несобственные интегралы на бесконечных промежутка:

критерии сходимости и абсолютной сходимости.
Разобрали несколькими способами сходимость интеграла Дирихле. Выяснили, что такое

интеграл в смысле главного значения.

Критерии сходимости
∫ b

a

f(x)dx, f(a) =∞.

Ещё раз определение. Рассмотрим f(x), определённую и непрерывную на (a, b] и не огра-
ниченную в окрестности точки a (в любой окрестности (a, a + ε) функция f не ограничена).
Основной вариант: limx→a+0 f(x) =∞, (+∞ или −∞).

Определение. Если существует конечный предел I = lim
y→a+0

∫ b

y

f(x)dx, то говорят, что

сходится несобственный интеграл
∫ b

a

f(x)dx и его величина равна I.

Подчеркнем ещё раз 2 вещи:
1) вместо непрерывной функции можно рассматривать кусочно непрерывные или интегри-

руемые по Риману, поговорить чуть-чуть про интеграл Римана; сказать, что разрывы второго
рода образуют несобственный интеграл, если функция ограничена в окрестности. Пример:∫ 1

0

(
1 + sin

( 1

1− y
))
dy =

∫ ∞
1

(1 + sin x)dx

x2
, замена x =

1

1− y
, dx =

dy

(1− y)2
, dx = x2dy;

2) по-прежнему, мы рассматриваем пока что функции с единственной особенностью.

1. Критерий Коши — формулировка: несобственный интеграл сходится ⇔

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∀ a1, a2 ∈ (a+ ε, b) справедливо
∣∣ ∫ a2

a1

f(x)dx
∣∣ < ε.

Доказательство следует из общей конструкции про критерий Коши существования предела
функции: предел lim

x→a
g(x) существует, если и только если

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∀ |a1 − a|, |a2 − a| < δ справедливо |g(a1)− g(a2)| < ε.

В одну сторону критерий простой: из сходимости к I следует критерий Коши:

|g(a1)− g(a2)| 6 |g(a1)− I|+ |I − g(a2)| 6 2ε.

Для доказательства в другую сторону надо выбрать произвольную последовательность bn → a,
в силу основного условия последовательность g(bn) фундаментальная, поэтому она сходится.
То, что последовательности g(bn) при различных bn → a сходятся к одному и тому же пределу
очевидно. �
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Для интеграла критерий Коши — это критерий Коши для функции g(x) =

∫ b

x

f(u)du.

2. Для интегралов в от неограниченных функций неестественно понятие абсолютной сходи-
мости, однако, почему нет. Пример такого интеграла, который сходится, но не абсолютно:∫ 1

0

1

1− y
sin
( 1

1− y
)
dy, замена x =

1

1− y
, dx =

dy

(1− y)2
, dx = x2dy;

получится интеграл
∫ ∞

1

sinx

x
dx, который сходится. Это вычурный пример, в нормальной

ситуации для интегралов по конечным промежуткам сходимость и абсолютная сходимость сов-
падают.

3. Положительные функции, сравнение. Интегралы от xα, 1/
(
x lnα(x)

)
, 1/
(
x lnx lnα lnx

)
x ∈

(0, ε) в окрестности нуля. Сказать, что это есть естественное восприятие несобственного инте-
грала от неограниченной функции — функция должна расти на бесконечности медленнее всех
функций 1/x, 1/

(
x ln(x)

)
, 1/
(
x lnx ln lnx

)
x ∈ (0, ε).

12 Дифференцирование и интегрирование функциональ-
ных рядов

Некоторое время назад была теорема о том, что степенные ряды можно почленно дифферен-
цировать в открытом круге их сходимости. Это специфическая теорема, именно для степенных
рядов. Ряд Фурье

∑
n−2 sin(n2x) (ряды вида

∑
an sinnx + bn cosnx называются ряды Фурье)

равномерно сходится, однако ряд из производных не сходится нигде.

Теорема [ряд]. Пусть un(x) ∈ C[a, b] и пусть
∑
un ⇒ f . Тогда∫ b

a

f(x) dx =
∑∫ b

a

un(x) dx, то есть
∫ b

a

∑
un(x) dx =

∑∫ b

a

un(x) dx.

Теорема [последовательность]. Пусть un(x) ∈ C[a, b] и пусть un ⇒ f . Тогда∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

un(x) dx, то есть
∫ b

a

lim
n→∞

un(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

un(x) dx.

Это одинаковые теоремы, одна следует из другой и обе следуют из такой леммы.

Лемма. Пусть функции un(x) ∈ C[a, b] и пусть un ⇒ 0. Тогда lim
n→∞

∫ b

a

un(x) dx = 0.

Это очевидно: un ⇒ 0 равносильно sup |un(x)| → 0,⇒
∣∣∣ ∫ b

a

un(x) dx
∣∣∣ 6 |b− a| sup |un(x)| → 0. �
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Теорема. Пусть un(x) ∈ R(a, b) и un ⇒ f . Тогда f ∈ R(a, b) и
∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

un(x) dx.

Основная часть доказательства — доказать, что f ∈ R(a, b). Для этого составим сумму
S =

∑
w(f,∆i)|∆i|. Так как

S 6
∑

w(un,∆i)|∆i|+ |b− a| sup
x∈[a,b]

|un(x)− f(x)|,

то S можно сделать сколь угодно малым, по критерию интегрируемости f ∈ R(a, b). Равенство
из теоремы следует из un ⇒ 0 ⇒

∫ b
a
un(x) dx→ 0. �

Можно было бы для доказательства f ∈ R(a, b) воспользоваться критерием Лебега. Каждая
функция un интегрируема, следовательно её множество точек разрыва Wn имеет меру 0 по
Лебегу, объединение W =

⋃
Wn счётного количества множеств Wn также имеет меру 0 по

Лебегу. Теперь предельная функция непрерывна в каждой точке [a, b] \ W — это следует из
теоремы, которую мы доказывали, о перестановке предела функции с равномерным пределом.
Поэтому f непрерывна почти всюду, по критерию Лебега она интегрируема. �

Пусть снова un(x) ∈ R(a, b) и пусть un ⇒ f . Составим последовательность функций

Un(x) =

∫ x

a

un(t) dt и рассмотрим функцию F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

Как мы знаем теперь, f ∈ R(a, b), следовательно, все эти функции определены.

Теорема. Un ⇒ F .

Следует из

|Un(x)− F (x)| 6
∫ x

a

|un(t)− f(t)| dt 6
∫ b

a

|un(t)− f(t)| dt 6 sup |un − f | · (b− a). �

В частности, пусть все un, f — непрерывные функции. В силу предыдущей теоремы из un ∈ C
и un ⇒ f первообразные функции (это как раз Un, F ) тоже равномерно сходятся.

Не все первообразные, но вот такие, которые в некоторой точке все обращаются в 0.
Последовательность un = 0 равномерно сходится к 0. Однако первообразные Un = n никуда

не сходятся.
Чтобы исключить неправильно выбранные первообразные, надо в какой-то точке прокон-

тролировать ситуацию.

Теорема. Пусть есть последовательность непрерывных функций un ⇒ f . Пусть последо-
вательность их первообразных Un, F (U ′n = un, F

′ = f) удовлетворяет при некотором ξ ∈ [a, b]

условию limUn(ξ) = F (ξ). Тогда Un ⇒ F .
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Доказательство. Каждая первообразная непрерывной функции имеет вид «постоянная»
+ интеграл от верхнего предела. Поэтому

Un(x) = cn +

∫ x

ξ

un(t) dt, F (x) = c+

∫ x

ξ

f(t) dt.

Теперь по условию cn → c, а равномерная сходимость интегралов была доказана. �

Доказана теорема. Пусть un(x) ∈ C1[a, b], u′n ⇒ f , ∃ξ ∈ [a, b] : un(ξ) → F (ξ). Тогда
F ∈ C1[a, b] и F ′ = f .

Обычно её формулируют так: если ряд из производных сходится равномерно, а ряд из самих
функций сходится поточечно (а не в одной точке), то F ′ = f . Или так: сходящийся ряд можно
почленно дифференцировать, если ряд из производных сходится равномерно.

В одной точке или во всех, поточечно, при равномерной сходимости производных — все
равно: из сходимости в одной точке следует сходимость во всех точках.

Некоторым усложнением всех этих конструкций можно освободиться от условия непрерыв-
ности производных.

Теорема. Пусть на [a, b] определены u′n(x), u′n ⇒ f , ∃ξ ∈ [a, b] : un(ξ) → A. Тогда un

равномерно сходится к дифференцируемой функции F (x) и F ′ = f .

Доказывать не буду (есть в Фихтенгольце, не сложно, но громоздко).

Примеры того, что поточечной сходимости не достаточно.

1. Ясно, что из равномерной сходимости последовательности не следует ничего про произ-
водные: un = sin(nx)/n⇒ 0, u′n = sin(nx) ни к чему не сходится.

2. Нарисовать пример из ломанных-домиков, каждый домик имеет площадь 1, длина осно-
вания к нулю, основание к нулю. Тогда есть поточечная сходимость к нулю, однако для ин-
тегралов нет равенства. В приведенном примере последовательность не является равномерно
ограниченной.

3. Для любителей формул. 2nxe−nx
2 → 0 поточечно, lim

∫ 1

0

2nxe−nx
2

dx = lim(1− e−n) = 1.

Здесь тоже последовательность не является равномерно ограниченной.

4. При поточечной сходимости интегрируемых функций предел может оказаться неинтегри-
руемой функцией. Пример: un = 0 в иррациональных точках и в рациональных точках вида
p/q, где q > n. В рациональных точках вида p/q, где q 6 n, функция un равна 1. Все такие
функции интегрируемы на [0, 1], у каждой есть лишь конечное множество точек разрыва. Такая
последовательность сходится поточечно к неинтегрируемой функции Дирихле.

5. Заметим, что приведены теоремы для функций общего вида. Для частных видов рядов,
например, для степенных рядов все гораздо лучше.
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Так как дифференцирование и интегрирование степенного ряда не меняет радиус сходимо-
сти ряда (по формуле Коши-Адамара), то на любом замкнутом отрезке внутри круга сходимо-
сти все ряды: степенной ряд, ряд из его любых производных, ряд из естественно выбранных
первообразных — сходятся равномерно. Поэтому степенные ряды с ненулевым рядом сходимо-
сти внутри круга сходимости можно дифференцировать и интегрировать.

13 Интерполяция

Пусть задана функция f(x) : [a, b] → R. На [a, b] заданы различные точки ξk, k = 1, . . . ,m

(называются узлы интерполяции). Вычислили f(ξk).

Проблема. Построить многочлен L («Эль» от Лагранж) наименьшей степени, удовле-
творяющий m равенствам f(ξk) = L(ξk).

У задачи есть простое решение: можно написать многочлен L(x) степени m− 1 с неизвест-
ными пока m коэффициентами, подставить ξk, получим систему из m линейных уравнений
f(ξk) = L(ξk) относительно коэффициентов многочлена, решим и все будет хорошо. Особенно,
если попробовать это сделать и увидеть, что основной определитель системы — определитель
Вандермонда, который при несовпадающих ξk отличен от нуля.

К счастью, эту систему выписали и решили давно и теперь мы воспользуемся простыми
готовыми конструкциями

Обозначения. Pk(x) =
∏
i 6=k

x− ξi
ξk − ξi

, degPk = m− 1; Pk(ξj) = δkj =

{
0, j 6= k,

1, j = k.

Здесь δkj — символ Кронекера21. Можно сказать, что есть линейное пространство многочле-
нов, степени не выше m− 1, многочлены Pk образуют в нём базис. Причем именно такой базис,
по которому интерполяционный многочлен строится наилегчайшим образом.

w(x) =
m∏
k=1

(x− ξk), Pk(x) =
w(x)

w′(ξk)(x− ξk)
, L(x) =

m∑
k=1

f(ξk)Pk(x), degL 6 m− 1.

Теорема. Пусть f ∈ Cm[a, b]. Тогда при некотором ξ ∈ [a, b]

f(x) = L(x) +
1

m!
f (m)(ξ)w(x).

Доказательство. Рассмотрим функцию ϕ(z) = f(z)−L(z)−S w(z). Так как по построению
L справедливы равенства f(ξk) = f(ξk) = 0, то при каждом S ∈ R справедливы равенства

21Кронекер, Леопольд, 1823–1891, вы знаете теорему Кронекера-Капелли из линейной алгебры, он
придумал много всякой математики, в основном алгебры и теории чисел.
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ϕ(ξk) = 0. Выберем θ ∈ [a, b], θ 6= ξk, зафиксируем θ, по нему построим число

S = S(θ) =
f(θ)− L(θ)

w(θ)
,

и подставим его в определение функции ϕ, очевидно, справедливо равенство ϕ(θ) = 0.
Теперь функция ϕ на [a, b] имеет m + 1 различный нуль ξk, θ. Следовательно, по теореме

Ролля, функция ϕ′ на [a, b] имеет m различных нулей, функция ϕ′′ на [a, b] имеет m− 1 различ-
ных нулей... и так далее, функция ϕ(m) имеет по крайней мере один нуль ξ = ξ(θ). Напомню,
что когда-то в декабре была совершенно такая задача в одном из листков: если функция имеет
на промежутке K + 1 различных нулей и K-ю производную, то в некоторой точке эта K-я
производная обращается в ноль, это следствие из теоремы Ролля.

Итак, ϕ(m)(ξ) = 0, но ϕ(m)(z) = f (m)(z)− S(θ)m! (degL = m− 1, degw = m), следовательно,

f (m)(ξ) = m!
f(θ)− L(θ)

w(θ)
⇒ f(θ) = L(θ) +

1

m!
f (m)(ξ)w(θ). �

Замечания.

1. Если |f (m)| 6M , то |f(x)− L(x)| 6 M

m!
(b− a)m при x ∈ [a, b].

2. Бывает задача с кратными корнями: когда заданы точки ξk и значения с производными до
какого-то порядка и нужно провести многочлен, принимающий в точках ξk заданные значения,
и чтобы производные до нужного порядка тоже принимали заданные значения. Для этого
Эрмит22 придумал интерполяционные многочлены Эрмита.

3. Например, формула Тейлора — это случай, когда есть только один узел a и многочлен
имеет те же производные, что и функция. Тогда базисные многочлены это будут как раз мно-
гочлены Tk(x) = 1

k!
(x − a)k. И на формулу Тейлора можно посмотреть теперь как на интерпо-

ляционную формулу

f(x) = T (x) + rm(x), T (x) =
m−1∑
k=0

f (k)(a)Tk(x), T
(j)
k (a) = δjk.

22Эрмит, Шарль, 1822-1901, особенностью научных работ Эрмита было открытие связей между раз-
личными разделами математики, что нередко приводило к созданию новых разделов. Основные работы
относятся к теории чисел, теории квадратичных форм, теории инвариантов, ортогональных многочле-
нов, эллиптических функций и алгебре. Вы будете проходить ортогональные на R многочлены Эрмита.

88



Лекция 16 (23 марта 2016)
На прошлой лекции мы завершили несобственные интегралы и рассмотрели несколько тео-

рем дифференцировании и интегрировании функциональных рядов. Кроме того, была доказана

теорема: пусть f ∈ Cm[a, b], тогда f(x) = L(x) +
1

m!
f (m)(ξ)w(x). при некотором ξ ∈ [a, b] Я за-

вершил прошлую лекцию описанием общей задачи Эрмита.

Теперь пусть есть интерполяционная задача Эрмита общего положения: ξ1, . . . , ξm — узлы
интерполяции, кратность узла ξk равна αk ∈ N, пусть

∑m
k=1 αk = N . В случае Лагранжа m = N,

αk = 1, в случае Тейлора m = 1, α1 = N .
Надо построить многочлен H(x) = a1x

N−1+a2x
N−2+. . .+aN с неизвестными коэффициента-

ми aj степени N − 1, значения которого при x = ξk и αk− 1 его первых производных совпадают
со значениями и соответствующими производными исходной функции f .

Опять можно сделать такое же действие: считать N коэффициентов многочлена H неиз-
вестными, написать N уравнений и нам хотелось бы увидеть, что полученная система всегда
имеет единственное решение (если правая часть ненулевая, то есть хотя бы одно из исполь-
зуемых значений функций f и f (k) отлично от нуля). Здесь явно решить уравнения, как мы
это делали для многочлена Лагранжа, не получается. Однако, неконструктивно доказать, что
полученная система всегда имеет единственное решение можно.

Рассуждаем от противного. Линейная система H(j)(ξk) = f (j)(ξk) всегда имеет единственное
решение если и только если однородная система

a1ξ
N−1
1 + a2ξ

N−2
1 + . . .+ an = 0,

d
dt

(
a1ξ

N−1
1 + a2ξ

N−2
1 + . . .+ an

)
= 0,

... ...

a1ξ
N−1
2 + a2ξ

N−2
2 + . . .+ an = 0,

... ...
dαm

dtαm

(
a1ξ

N−1
m + a2ξ

N−2
m + . . .+ an

)
= 0.

имеет ненулевое решение (a1, . . . , aN). В этом случае у получившегося многочлена H мы знаем
N корней (с учётом кратности). Это противоречит тому, что degH = N − 1.

Значит, получили, что однородная система имеет только нулевое решение, поэтому неодно-
родная система всегда имеет единственное решение, то есть многочлен Эрмита существует.

Выписывать соответствующие базисные многочлены Pj в общем виде не буду. Самый про-
стой пример: N = 3,m = 2, α1 = 2, α2 = 1, то есть известны f(ξ1), f ′(ξ1), f(ξ2). Тогда H(x) =

P1(x)f(ξ1) + P2(x)f ′(ξ1) + P3(x)f(ξ2),

P1(x) = −(x− ξ2)(x+ ξ2 − 2ξ1)

(ξ2 − ξ1)2
, P2(x) =

(x− ξ1)(x− ξ2)

ξ1 − ξ2

, P3(x) =
(x− ξ1)2

(ξ2 − ξ1)2
,
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P1(ξ1) = 1, P ′1(ξ1) = P1(ξ2) = 0. P2(ξ1) = P2(ξ2) = 0, P ′2(ξ1) = 1, P3(ξ1) = P ′3(ξ1) = 0, P3(ξ2) = 1.

5. Ещё один пример m = 3, α1 = α3 = 1, α2 = 2, N = 4 и 2ξ2 = ξ1 + ξ3 я выпишу базисные
многочлены:

P1(x) =
(x− ξ3)(x− ξ2)2

(ξ1 − ξ3)(ξ1 − ξ2)2
, P2(x) =

(x− ξ3)(x− ξ2)(x− ξ1)

(ξ2 − ξ3)(ξ2 − ξ1)
, P3(x) =

(x− ξ1)(x− ξ2)2

(ξ3 − ξ1)(ξ3 − ξ2)2
,

P1(ξ1) = 1, P1(ξ2) = P1(ξ3) = P ′1(ξ2) = 0, P ′2(ξ2) = 1, P2(ξ1) = P2(ξ3) = P2(ξ2) = 0, P ′3(ξ3) =

1, P3(ξ1) = P3(ξ2) = P ′3(ξ2) = 0,

P4(x) =
(x− ξ3)(x− ξ1)

(ξ2 − ξ3)(ξ2 − ξ3)
, P4(ξ1) = P4(ξ1) = P ′4(ξ2) = 0, P4(ξ2) = 1

(производная равна нулю так как P4 — симметричный квадратный трёхчлен).

6. Теперь получим оценку остаточного члена в формуле f(x) = H(x) + rN(x).

Сначала докажем лемму. Пусть f ∈ CN и

f(ξ1) = f ′(ξ1) = . . . = f (α1)(ξ1) = f(ξ2) = f ′(ξ2) = . . . = f (α2)(ξ1) = . . . = f (αm)(ξm) = 0,

всего N равенств нулю. Тогда в некоторой точке θ справедливо равенство f (N)(θ) = 0.
Доказательство следует из теоремы Ролля и совершенно аналогично такой же лемме для

случая αj = 1. Проиллюстрировать для случая α1 = 2, α2 = 1.

Действуем совершенно аналогично тому, как действовали в случае интерполяционного мно-
гочлена Лагранжа для простых узлов интерполяции, только вместо w(x) берем многочлен

W (x) =
m∏
k=1

(x− ξk)α
k

.

степени N . Этот многочлен обращается в ноль в узлах интерполяции вместе со своими произ-
водными до нужного порядка.

Рассматриваем функцию Φ(z) = f(z)−H(z)−S·W (z). Эта функция также обращается в ноль
в узлах интерполяции вместе со своими производными до нужного порядка при любом S. Если
f ∈ CN , то Φ ∈ CN . Выберем некоторое z = x, не совпадающее с узлами интерполяции, тогда
W (x) 6= 0, положим S = (f(x) −H(x))/W (x). Теперь функция Φ имеет (с учётом кратностей)
N+1 корень (добавился x), следовательно, в некоторой точке ξ её N -я производная обращается
в ноль: Φ(N)(ξ) = 0, но H(N) = 0,W (N) = N !, поэтому S = 1

N !
f (N)(ξ) и

f(x) = H(x) +
1

N !
f (N)(ξ)W (x).

Теперь перейдем к приближённым формулам вычисления интегралов. Вы заходите в Воль-
фрам, вам там считают интегралы. Иногда по формуле Ньютона–Лейбница, а иногда просто
так, приближённо. Вот сейчас уместно рассказать. как это всё происходит.
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Основные идеи: разбиваем промежуток интегрирования на n одинаковых частей, на каждом
маленьком промежутке заменяем интеграл от f на интеграл от интерполяционного полинома
(1-го, 2-го, 3-го порядка), потом всё складываем.

Простейшие формулы. Теперь, если m = 1 и ξ1 = 1
2
(a+ b), то

L1(x) ≡ f
(a+ b

2

)
,

∫ b

a

L1(x) dx = (b− a)f
(a+ b

2

)
.

Если m = 2 и ξ1 = a, ξ2 = b, то

L2(x) = f(a)
x− b
a− b

+ f(b)
x− a
b− a

,

∫ b

a

L2(x) dx = (b− a)
f(a) + f(b)

2
.

Если m = 3 и ξ1 = a, ξ2 = 1
2
(a + b), ξ3 = b, то введем обозначения ξ2 = d,∆ = 1

2
(a + b), ξ1 =

d−∆, ξ3 = d+ ∆. Теперь

L3(x) = f(a)
(x− d−∆)(x− d)

2∆2
− f(d)

(x− d)2 −∆2

∆2
+ f(b)

(x− d+ ∆)(x− d)

2∆2
,

и∫ b

a

L3(x) dx =

∫ ∆

−∆

f(a)
t(t−∆)

2∆2
− f(d)

t2 −∆2

∆2
+ f(b)

t(t+ ∆)

2∆2
dt = (b− a)

f(a) + 4f
(
a+b

2

)
+ f(b)

6
.

Формулы для m = 1, 2 вычисляются «в уме», для m = 3 уже требует писать.

Оценка остаточного члена. Выпишем теперь оценки для остаточного члена Rm:∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

L(x) dx+Rm, Rm =
1

m!

∫ b

a

f (m)(ξx)w(x) dx.

Здесь ξx какая-то функция, однако интеграл от f (m)(ξx)w(x) существует. Простейшая оценка:

|Rm| 6
1

m!
sup |f (m)|

∫ b

a

|w(x)| dx.

Формулы приближенного интегрирования. Теперь пусть есть f и есть промежуток
[c, d] и мы хотим считать

∫ d
c
f(x)dx. Разобьем отрезок [c, d] на n одинаковых кусочков длины

1
n
(d− c) и на каждом таком кусочке применим одну из интерполяционных формул.
Обозначения: xk = c+ k(d−c)

n
, yk = f(xk), k = 0, 1/2, 1, 3/2, . . . , n− 1/2, n.

Пусть m = 1. Тогда∫ xk

xk−1

f(x)dx ≈ (xk − xk−1)f
(xk−1/2

2

)
=
yk−1/2(d− c)

n
.
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Получим формулу прямоугольников:
∫ d

c

f(x)dx ≈ d− c
n

(y1/2 + y3/2 + . . .+ yn−1/2). Аналогично

при m = 2 получим формулу трапеций:∫ d

c

f(x)dx ≈ d− c
n

(
y0 + yn

2
+ y1 + y2 + . . .+ yn−1),

при m = 3 получим формулу Симпсона (1710-1761):∫ d

c

f(x)dx ≈ d− c
6n

(
y0 + yn + 2(y1 + y2 + . . .+ yn−1) + 4(y1/2 + y3/2 + . . .+ yn−1/2)

)
.

Нарисовать картинки для трапеций и для прямоугольников.

Оценки точности квадратурных формул. Для хороших оценок точности полученных
приближенных формул надо исхитриться. Надо написать оценку для маленького промежутка
длины (d− c)/n и потом сложить всё полученное.

Для формулы прямоугольников это будет выглядеть так:∣∣∣ ∫ d

c

R1(x)dx
∣∣∣ 6∑∣∣∣ ∫ xk+1

xk

R1(x)dx
∣∣∣ 6 sup |f ′|

∑∫ xk+1

xk

|x− xk+1/2|dx 6 sup |f ′|d− c
2n

.

Однако, можно предположить дополнительно f ∈ C2 и сделать немножко по-другому. Восполь-
зуемся формулой Тейлора (напишем на отрезке [a, b]):

f(x) = f
(a+ b

2

)
+ f ′

(a+ b

2

)
(x− a+ b

2
) +

1

2
f ′′(ξ)(x− a+ b

2
)2.

Если это проинтегрировать, то слагаемое с f ′ исчезнет, как раз получится∫ b

a

f(x) dx = (b− a)f
(a+ b

2

)
+

∫ b

a

1

2
f ′′(ξ)(x− a+ b

2
)2 dx,

как и было в формуле прямоугольников! Теперь последний интеграл не превосходит 1
24

sup |f ′′|(b−
a)3 и если мы повторим всю процедуру с разбиением отрезка на n частей и суммированием, то
получится оценка R1 6

(d−c)3

24n2 sup |f ′′| порядка n2.
Для формулы трапеций аналогичный трюк не проходит! Надо все посчитать, как мы считали

и получится R2 6
(d−c)3

12n2 sup |f ′′|. Почти такая же оценка, даже чуть хуже.
Для формулы Симпсона снова выгодно предполагать дополнительную гладкость и считать

f ∈ C4[c, d]). Приведу хорошие оценки точности без доказательств:

R1 =
(d− c)3

24n2
f ′′(ξ), R2 = −(d− c)3

12n2
f ′′(η), R3 = −(d− c)5

2880n4
f IV (ζ).

При доказательстве оценок в формуле Симпсона используется интерполяционная формула Эр-
мита с узлами a, b, 1

2
(a+ b), причем узел 1

2
(a+ b) двукратный.

Заметим, что точность формулы трапеций получилась у нас хуже чем точность формулы
прямоугольников. Это связано с накоплением ошибок в формуле трапеций (нарисовать картин-
ки).
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