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1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê íåëüçÿ êîíôîðìíî ïåðåâåñòè â êâàäðàò òàê, ÷òîáû
âñå âåðøèíû ïåðåøëè â âåðøèíû.

2. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, êîíôîðìíî îòîáðàæàþùàÿ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïåðå-
ìåííîé z íà âíóòðåííîñòü n-óãîëüíèêà ñ âíóòðåííèìè óãëàìè â âåðøèíàõ παk

(k = 1, 2, . . . n, 0 < αk ≤ 2).

à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) = f ′′(z)/f ′(z) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ äî
ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè íà C \ {a1, a2, . . . , an}, ãäå ak ∈ R � ïðîîáðàçû âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî g(z) =
n∑

k=1

αk − 1

z − ak
.

â) Êàê èçìåíÿòñÿ ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ, åñëè f � ôóíêöèÿ, êîíôîðìíî
îòîáðàæàþùàÿ âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà íà âíóòðåííîñòü òîãî æå ìíî-
ãîîóãîëüíèêà?

3. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, êîíôîðìíî îòîáðàæàþùàÿ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïåðåìåí-
íîé z íà âíóòðåííîñòü êðóãîâîãî n-óãîëüíèêà (ò.å. n-óãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðî-
ãî � äóãè îêðóæíîñòåé) ñ âíóòðåííèìè óãëàìè â âåðøèíàõ παk (k = 1, 2, . . . n,
0 < αk ≤ 2).

à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

g(z) =
f ′′′(z)

f ′(z)
− 3

2

(
f ′′(z)

f ′(z)

)2

=
√
f ′(z)

 1√
f ′(z)

′′

(øâàðöèàí S(f ; z))

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ äî ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè íà C \ {a1, a2, . . . , an},
ãäå ak ∈ R � ïðîîáðàçû âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà.

á) ∗ Äîêàæèòå, ÷òî g(z) =
1

2

n∑
k=1

1− α2
k

(z − ak)2
+

n∑
k=1

ck
z − ak

, ãäå ck � íåêîòîðûå êîýô-

ôèöèåíòû (îíè íàçûâàþòñÿ àêöåññîðíûìè ïàðàìåòðàìè).

4. Ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(z) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè Re z > 0 ôîðìóëîé Γ(z) =
∫∞
0 tz−1e−t dt.

à) Äîêàæèòå îñíîâíîå ñâîéñòâî ãàììà-ôóíêöèè Γ(z + 1) = z Γ(z) ïðè Re z > 0
è âû÷èñëèòå Γ(n) ïðè n ∈ Z>0.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Γ(z) ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà äî ãîëî-
ìîðôíîé ôóíêöèè íà C\Z≤0, èìåþùåé â êàæäîé òî÷êå z = −n (n = 0, 1, 2, . . .)
ïðîñòîé ïîëþñ ñ âû÷åòîì (−1)n/n!.



â) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ 1/Γ(z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏
k=1

[(
1 +

z

k

)
e−z/k

]
,

ãäå γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
− log n

)
= 0, 5772 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.

ã) Äîêàæèòå òîæäåñòâî

Γ(z) Γ(1− z) =
π

sinπz
.

Íàéäèòå Γ(n+ 1
2
) ïðè ïðîèçâîëüíîì n ∈ Z.

5. Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé s ïðè Re s > 1 îïðåäåëÿåòñÿ

ðÿäîì ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè Re s > 1

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

xs−1e−x

1− e−x
dx.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ζ(s) ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà äî ãî-
ëîìîðôíîé ôóíêöèè íà C \ {1}, èìåþùåé â òî÷êå s = 1 ïðîñòîé ïîëþñ ñ
âû÷åòîì 1.

â) Äîêàæèòå, ÷òî äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó ñî-
îòíîøåíèþ

π− s
2 Γ( s

2
) ζ(s) = π− 1−s

2 Γ(1−s
2
) ζ(1− s)

ã) Íàéäèòå ζ(−2k) ïðè k ∈ Z+, à òàêæå ζ(−1), ζ(0), ζ(2).

ä) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè Re s > 1 ôóíêöèþ ζ(s) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêî-
íå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì p = 2, 3, 5, 7, 11, . . ..

2


