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ïåðâûé êóðñ

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðàôû íå èìåþò ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð.

Ñòåïåíüþ âåðøèíû ãðàôà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð. Ïó-

òåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, â êîòîðîé ëþáûå äâå ñî-

ñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì. Öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïóòü, â êîòîðîì ïåðâàÿ

è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò. Ïóòü (öèêë) íàçûâàåòñÿ íåñàìîïåðåñåêàþ-

ùèìñÿ, åñëè îí ïðîõîäèò ïî êàæäîé ñâîåé âåðøèíå òîëüêî îäèí ðàç è íèêàêîå

ðåáðî íå ïðîõîäèòñÿ äâà ðàçà ïîäðÿä. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå

äâå åãî âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì. Ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè îí

ñâÿçåí è íå ñîäåðæèò íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ.

1. Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê (îòëè÷íûé îò òðåóãîëüíèêà) ðàçáèò íà òðå-
óãîëüíèêè íåñêîëüêèìè äèàãîíàëÿìè, íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ íèãäå, êðîìå
âåðøèí. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà òðåóãîëüíèêà ðàçáèåíèÿ,
ïðèìûêàþùèå ê ñòîðîíàì ìíîãîóãîëüíèêà äâóìÿ ñòîðîíàìè?

2. (a) Â ãðàôå äëÿ ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí åñòü ðîâíî îäíà âåð-
øèíà, ñìåæíàÿ ñ íèìè îáåèìè. Ìîæåò ëè â ýòîì ãðàôå áûòü ðîâíî 100
ðåáåð?
(b) Â ãðàôå äëÿ ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí åñòü äâå âåðøèíû, ñìåæ-
íûå ñ íèìè îáåèìè. Ìîæåò ëè â ýòîì ãðàôå áûòü ðîâíî 100 ðåáåð?

3. Íàçîâåì ÷åëîâåêà ìàëîîáùèòåëüíûì, åñëè ó íåãî ìåíåå 10 çíàêîìûõ.
Íàçîâåì ÷åëîâåêà ÷óäàêîì, åñëè âñå åãî çíàêîìûå ìàëîîáùèòåëüíû. Äî-
êàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷óäàêîâ íå áîëüøå êîëè÷åñòâà ìàëîîáùèòåëü-
íûõ.

4. (a) Â ëþáîì äåðåâå, îòëè÷íîì îò òî÷êè, íàéäåòñÿ âåðøèíà ñòåïåíè 1
(äàæå äâå).
(b) Â ëþáîì äåðåâå V − E = 1, ãäå V � êîëè÷åñòâî âåðøèí, à E � êîëè-
÷åñòâî ðåáåð.
(c) Â ëþáîì äåðåâå ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì íåñàìî-
ïåðåñåêàþùèìñÿ ïóòåì.
(d) Â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå G ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå äåðåâî, èëè
îñòîâ, ò.å. äåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû ãðàôà G. Ýòî äåðåâî ìîæåò
áûòü íå åäèíñòâåííî.

5. Äàí ãðàô, ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû êîòîðîãî íå ìåíüøå k, k ≥ 2. Äî-
êàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ öèêë äëèíû
íå ìåíüøåé, ÷åì k + 1.

6. Âñå ðåáðà ñâÿçíîãî ãðàôà ðàñêðàøåíû â 2 öâåòà. Èç êàæäîé âåðøèíû
âûõîäèò ïîðîâíó ðåáåð îáîèõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîé âåðøèíû
äî ëþáîé äðóãîé ìîæíî äîáðàòüñÿ, êàæäûé ðàç ìåíÿÿ öâåò ðåáðà.
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