
Àëãåáðà, ëèñòîê 8: ìîäóëè, ðåøåòêè, íîðìàëüíûå ôîðìû

1. a) Îïèøèòå âñå ðàöèîíàëüíûå äåëèòåëè ñòåïåíè 2 ìíîãî÷ëåíà xd − 1 ïðè d 6 6 . b) Êëàñ-
ñèôèöèðóéòå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêà íå âûøå 6 íà Q2 (ïåðå÷èñëèâ èõ ôðîáåíèóñîâû
íîðìàëüíûå ôîðìû). c) Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì d ìíîãî÷ëåí xd−1 íå èìååò ðàöèîíàëü-
íûõ äåëèòåëåé ñòåïåíè 2, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ â ïóíêòå (à). Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå ëåììó
Ãàóññà. d) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ëèíåéíûå îïåðàòîðû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà Q2 ïåðå÷èñëåíû â
ïóíêòå (á). e) Êëàññèôèöèðóéòå ëèíåéíûå îïåðàòîðû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà Q3 .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí Φn(x) =
∏

k=1,2,...,n−1
(k,n)=1

(x− e2πik/n) íàçûâàåòñÿ öèêëîòîìè÷åñêèì.

2. a) Äîêàæèòå, ÷òî xd − 1 =
∏
n|d

Φn(x) . b) Äîêàæèòå, ÷òî Φn ∈ Q[x] .

Òåîðåìà Ãàóññà. Öèêëîòîìè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû íàä Q .

3. a) Îïèøèòå âñå ðàöèîíàëüíûå äåëèòåëè ñòåïåíè 4 ìíîãî÷ëåíà xd − 1 . b) Íàéäèòå ÷èñëî
êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà Q4 êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

4. a) Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ìàòðèö A è B íåâûðîæäåíà, òî AB è BA èìåþò îäèíàêîâóþ
ôðîáåíèóñîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó. b) Áåç ïðåäïîëîæåíèÿ íåâûðîæäåííîñòè ýòî íåâåðíî.

5. a) Ïóñòü L � íåòðèâèàëüíîå ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn ñî
ñòàíäàðòíîé íîðìîé, è L⊥ � åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åâêëèäîâû îáúå-
ìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ðåøåòîê ZL = Zn ∩L è ZL⊥ = Zn ∩L⊥ ñîâïàäàþò.

b) Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ L è M ⊂ Rn äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé
∣∣ Zn

ZL+ZM

∣∣ =
∣∣∣ Zn

ZL⊥+ZM⊥

∣∣∣ .
c)× Îáÿçàòåëüíî ëè â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà èçîìîðôíû ãðóïïû Zn

ZL+ZM è Zn

ZL⊥+ZM⊥ ?

6. Íàä ïðîèçâîëüíûì íå-ïîëåì ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñâîáîäíîãî ôàêòîðà ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå �Ïîäìîäóëü êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ êîíå÷íî ïîðîæäåí�
a) âåðíî äëÿ ìîäóëåé íàä ê.ã.è., b) íî íåâåðíî íàä ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì.

8. Òî æå äëÿ ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé î êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ìîäóëÿõ: a) �ìîäóëü áåç êðó÷å-

íèÿ ñâîáîäåí� è b) �A⊕ C ' B ⊕ C ⇒ A ' B �.

9. ßâëÿåòñÿ ëè ìîäóëü C[x, y]/f íàä êîëüöîì C[x] êîíå÷íî ïîðîæäåííûì è/èëè ñâîáîäíûì,
åñëè f(x, y) èìååò âèä a) x2−y2 , b) x−y2 , c) xy−1 , d) x2 +y2−1? e)× Ïðîåêöèÿ êðèâîé
f = 0 íà îñü Ox âäîëü îñè Oy ñîáñòâåííàÿ ⇔ ó ìíîãî÷ëåíà f ìîíîì ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè
ïî y åäèíñòâåíåí è íå çàâèñèò îò x ⇔ ìîäóëü C[x, y]/f íàä C[x] êîíå÷íî ïîðîæäåí.
f) Äëÿ êàêèõ f èç ïóíêòîâ (a�d) ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà C[x, y]/f èçîìîðôíî ïîëþ C(x)?

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè V ðàçëàãàåòñÿ
â ïðÿìóþ ñóììó åãî èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ.

10. a) Ðàçëîæåíèå Æîðäàíà�Øåâàëëå: Íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì êàæäûé îïå-
ðàòîð åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó êîììóòèðóþùèõ ïîëóïðîñòîãî è íèëüïî-
òåíòíîãî. b) Îáîáùèòå ïóíêò (à) íà îïåðàòîðû íàä R è Q .
c)× Ïîëóïðîñòàÿ è íèëüïîòåíòíàÿ ÷àñòè îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò íåãî.

11. Äîêàæèòå ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà F : êàæäîå ñîáñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî îäíîìåðíî; âñå æîðäàíîâû êëåòêè èìåþò ðàçíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ; ìèíèìàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó; ôðîáåíèóñîâà ôîðìà ñîñòîèò èç îäíîãî áëîêà;
êàæäûé êîììóòèðóþùèé ñ F îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí îò F .

12. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé ñî âñåìè îïåðàòîðàìè, êîììóòèðóþùèìè
ñ êîìïëåêñíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì F , ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò F .

13. Ëþáàÿ ëè êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì äèàãîíàëèçóåìûõ?

14. Âåñîâàÿ ôèëüòðàöèÿ: äëÿ êàæäîãî íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà N : Cn → Cn ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ôèëüòðàöèÿ 0 = W−m ⊂ W−m+1 ⊂ . . . ⊂ Wm−1 ⊂ Wm = Cn , òàêàÿ ÷òî N(Wk) ⊂
Wk−2 , è Nk : Wk/Wk−1 → W−k/W−k−1 � èçîìîðôèçì ïðè êàæäîì k .


