
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè, ñåìåñòð 2, ëèñòîê 4.
Ðåçîëüâåíòà ÁÃÃ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �10� ïî äàííîìó ëèñòêó íàäî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè.
Ïóíêò ñî çâåçäî÷êîé çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè. Ñëåäóþùèé ëèñòîê áóäåò âûäàí â ñåðåäèíå
àïðåëÿ.

Â ýòîì ëèñòêå g = gln . Âñå îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåãî ëèñòêà ñîõðàíÿþòñÿ.

Ïóñòü V =
∞⊕
n=0

Vn � ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òàêîå, ÷òî âñå Vn êîíå÷íîìåðíû.

Ðÿäîì Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä PV (t) :=
∞∑
n=0

dimVn . Ðÿäîì

Ïóàíêàðå ôèëüòðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ðÿä Ïóàíêàðå åãî ïðèñîåäèíåííîãî
ãðàäóèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

1. à)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 −→ U −→ V −→ W −→ 0 ãðàäóèðîâàííûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ âûïîëíåíî PV (t) = PU (t) + PW (t) . á) Âåðíî ëè ýòî äëÿ ôèëüòðîâàííûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ? â) À ÷òî âåðíî?

2. à) Âû÷èñëèòå ðÿä Ïóàíêàðå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû N -ìåðíîé àëãåáðû Ëè. á)

Ïóñòü P (t) =
∞∑
n=0

pnt
n � ðÿä Ïóàíêàðå êàêîãî-íèáóäü ãëàâíîãî ëåâîãî èäåàëà â ýòîé óíèâåðñàëüíîé

îáåðòûâàþùåé àëãåáðå. Ïîêàæèòå, ÷òî lim
n−→∞

pnN !
nN−1 = 1 . â) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà íåíóëåâûõ

ëåâûõ èäåàëà â ýòîé óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå èìåþò íåíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ Âåðìà Mλ èìååò íåíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ êàêèì-
íèáóäü èç âåñîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Mλ(µ) , ãäå µ ∈ Sn · λ . á) Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäóëå Âåðìà åñòü
íàèìåíüøèé (ïî âêëþ÷åíèþ) íåíóëåâîé ïîäìîäóëü. â) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò íàèìåíüøèé ïîäìîäóëü
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìîäóëåì Âåðìà.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïîäìîäóëü â ìîäóëå Âåðìà Mλ , ïîðîæäåííûé îñîáûì âåêòîðîì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîäóëåì Âåðìà (è, òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ãîìîìîðôèçì ìåæäó ìîäóëÿìè Âåðìà � âëîæå-
íèå). á) Äîêàæèòå, ÷òî dimHom(Mµ,Mλ) ≤ 1 . Óêàçàíèå: ïóñòü åñòü 2 ðàçíûõ ãîìîìîðôèçìà, òî-
ãäà â Mλ èìåþòñÿ 2 ïîäìîäóëÿ Âåðìà ñî ñòàðøèì âåñîì µ . Íàèìåíüøèé ïîäìîäóëü â Mλ ëåæèò â êàæ-
äîì èç íèõ è ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íàèìåíüøåãî ïîäìîäóëÿ â Mµ ïðè êàæäîì èç ãîìîìîðôèçìîâ, à
ñëåäîâàòåëüíî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äàííûõ ãîìîìîðôèçìîâ àííóëèðóåò íàèìåíüøèé
ïîäìîäóëü â Mµ . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó á).

5. à) Ïóñòü s ∈ Sn � ýëåìåíòàðíàÿ òðàíñïîçèöèÿ è s · λ ≤ λ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà
âåñàõ. Äîêàæèòå, ÷òî Ms·λ ⊂ Mλ . á) Ïóñòü λ � äîìèíàíòíûé öåëî÷èñëåííûé âåñ (ò.å. λi − λi+1 ∈
Z≥0 ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ Sn èìååòñÿ (ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å åäèíñòâåííûé) ïîäìîäóëü
Mσ·λ ⊂ Mλ .

×èñëîì áåñïîðÿäêîâ èëè äëèíîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ℓ(σ) , ðàâíîå êîëè÷åñòâó ïàð
i < j òàêèõ, ÷òî σ(i) > σ(j) . Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: ℓ(σ) åñòü ìèíèìàëüíàÿ äëèíà âûðàæå-
íèÿ σ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñïîçèöèé. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê (Áðþà) íà ãðóïïå Sn îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ < τ , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìèíèìàëüíîå ðàçëîæåíèå τ â ïðîèç-
âåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ òðàíñïîçèöèé, τ = s1 · . . . · sm , ÷òî σ = si1 · . . . · sik äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ i1 <
. . . < ik ≤ m .

6. à)Äîêàæèòå, ÷òî σ < τ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå (íå îáÿçàòåëüíî ýëåìåíòàð-
íûå) òðàíñïîçèöèè w1, . . . , wr , ÷òî τ = w1 · . . . ·wrσ è ℓ(wi · . . . ·wrσ) > ℓ(wi+1 · . . . ·wrσ) äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , r − 1 . á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäîê Áðþà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

7. à) Ïóñòü a ∈ n− è k ∈ Z≥0 . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî B ∈ U(n−) ñóùåñòâóåò l ∈ Z≥0 òàêîå, ÷òî
alB ∈ U(n−)a

k . Óêàçàíèå: îïåðàòîð ad a : U(n−) −→ U(n−) íèëüïîòåíòåí. á) Ïóñòü Mµ ⊂ Mλ è s ∈
Sn � òàêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ òðàíñïîçèöèÿ, ÷òî s ·λ ≤ λ è s ·µ ≤ µ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà



íà âåñàõ. Äîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ âëîæåíèå Ms·µ ⊂ Ms·λ . â
∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äîìèíàíòíîãî

öåëî÷èñëåííîãî λ èìåþò ìåñòî âëîæåíèÿ Mτ ·λ ⊂ Mσ·λ ⊂ Mλ äëÿ âñÿêèõ σ ≤ τ ∈ Sn . ã
∗ ) Ïóñòü

λ � òàêîé âåñ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé (íå îáÿçàòåëüíî ýëåìåíòàðíîé) òðàíñïîçèöèè s ∈ Sn âûïîëíåíî
s · λ < λ . Äîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ âëîæåíèå Ms·λ ⊂ Mλ . Óêàçàíèå: ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó,
ýòî òàê äëÿ öåëî÷èñëåííûõ λ , à óñëîâèå íàëè÷èÿ îñîáîãî âåêòîðà â äàííîì âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå
ïîëèíîìèàëüíî ïî λ .

8∗ . à) Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, ïîñòðîéòå äëÿ âñÿêîãî äîìèíàíòíîãî öåëî÷èñëåííîãî λ
êîìïëåêñ

0 −→ Cn(n−1)
2

−→ . . . −→ C1 −→ C0 −→ 0, ãäå Ci =
⊕

σ∈Sn,ℓ(σ)=i

Mσ·λ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâûå ãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà � ýòî íåïðèâîäèìûé ìîäóëü Vλ . Ïîñòðîåí-
íûé êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé Áåðíøòåéíà-Ãåëüôàíäà-Ãåëüôàíäà ìîäóëÿ Vλ è, â ñàìîì
äåëå, íå èìååò äðóãèõ ãîìîëîãèé. Ýòî áóäåò äîêàçàíî â ñåðèè ñëåäóþùèõ çàäà÷.

Ïóñòü B ⊂ G = GLn � ïîäãðóïïà (íåñòðîãî) âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö (êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà
Ëè ýòîé ãðóïïû åñòü b = h + n+ ). Ïðîñòðàíñòâîì ôëàãîâ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî
F = G/B .

9. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû âèäà g = n+hn− , ãäå n+ ∈ N+, h ∈ T, n− ∈ N− îáðàçóþò îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî â ãðóïïå G = GLn è ðàçëîæåíèå g = n+hn− äëÿ òàêèõ ìàòðèö îäíîçíà÷íî. á) Äî-
êàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ôëàãîâ F = G/B èìååòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, èíâàðèàíòíîå îò-
íîñèòåëüíî B è èçîìîðôíîå N+ . Ýòî ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé (èëè ñòàðøåé) êëåòêîé Øó-

áåðòà.

10. à) Äëÿ G = GL3 âûïèøèòå ÿâíî äåéñòâèå àëãåáðû Ëè n+ ïîëÿìè ñêîðîñòåé äåéñòâèÿ N+

íà îòêðûòîé êëåòêå â F â êàêèõ-íèáóäü êîîðäèíàòàõ íà N+ . á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ äåéñòâèÿ
ïîäàëãåáðû h ïîëÿìè ñêîðîñòåé. â∗ ) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïîäàëãåáðû n− .

11. à)Äîêàæèòå, ÷òî g-ìîäóëü C[N+] ëåæèò â êàòåãîðèè O , íàéäèòå åãî ñòàðøèé âåñ è õàðàêòåð. á∗ )
Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ìîäóëü èçîìîðôåí M∨

0 . Óêàçàíèå: íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ìîäóëü êîñâîáîäåí îò-
íîñèòåëüíî U(n+) , ò.å. ÷òî åãî êîíòðàãðåäèåíòíî äâîéñòâåííûé ñâîáîäåí êàê U(n−)-ìîäóëü.

12∗ . à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g â ïðîñòðàíñòâå Ωk(N+) k -ôîðì íà ñòàðøåé
êëåòêå â ïðîñòðàíñòâå ôëàãîâ ëåæèò â êàòåãîðèè O , è íàéäèòå åãî õàðàêòåð. á)Ïîêàæèòå, ÷òî g-ìîäóëü
Ωk(N+) èìååò ôèëüòðàöèþ, ïðèñîåäèíåííûå ãðàäóèðîâàííûå ôàêòîðû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîíòð-
àãðåäèåíòíûìè ìîäóëÿìè Âåðìà.Óêàçàíèå: ïîêàæèòå, ÷òî êîíòðàãðåäèåíòíî äâîéñòâåííûé ìîäóëü
èíäóöèðîâàí ñ b-ìîäóëÿ Λk(g/b) , à ïîñëåäíèé èìååò ôèëüòðàöèþ b-ìîäóëÿìè ñ îäíîìåðíûìè ôàê-
òîðàìè.

13. à)Äîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñ äå Ðàìà Ω•(N+) ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé òðèâèàëüíîãî g-ìîäóëÿ. á)Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ ýòîãî êîìïëåêñà â êàòåãîðèþ O0 òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé òðèâèàëüíî-
ãî ìîäóëÿ. â∗ )Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñ êîíòðàãðåäèåíòíî äâîéñòâåííûõ ìîäóëåé åñòü ðåçîëüâåíòà òðè-
âèàëüíîãî ìîäóëÿ, ÷ëåíû êîòîðîé èìåþò òàêèå æå õàðàêòåðû, êàê è ìîäóëè Ci èç çàäà÷è 8 äëÿ λ = 0 .
ã∗ )Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ðåçîëüâåíòà èçîìîðôíà êîìïëåêñó èç çàäà÷è 8 (è, òàêèì
îáðàçîì, ðåçîëüâåíòà ÁÃÃ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ìîäóëÿ).

14∗ . à)Îáîáùèòå ðåçóëüòàòû çàäà÷è 12 íà êîìïëåêñ g-ìîäóëåé Vλ⊗Ω•(N+) . á)Îáîáùèòå ðåçóëüòà-
òû çàäà÷è 13 íà ýòîò êîìïëåêñ ìîäóëåé è äîêàæèòå, ÷òî ðåçîëüâåíòà ÁÃÃ â ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ
ðåçîëüâåíòîé äëÿ ëþáîãî äîìèíàíòíîãî öåëî÷èñëåííîãî λ .


