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1. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû, îïðåäåëåííûå â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ:

à)
∮
|z|=1

z2 dz

z3 − 1
;

á)
∫ a

−a

t2√
a2 − t2

dt

t− x
(a > 0, −a < x < a);

2. Ïóñòü f(z) = u(x, y) + iv(x, y) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè, îãðàíè÷åííàÿ â ∞, à u(x) = u(x, 0), v(x) = v(x, 0) � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ åå
äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé íà âåùåñòâåííîé îñè. Äîêàæèòå ôîðìóëû ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà:

v(x) = − 1

π
V.P.

∫ ∞

−∞

u(t)

t− x
dt+ v(∞), u(x) =

1

π
V.P.

∫ ∞

−∞

v(t)

t− x
dt+ u(∞).

Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ îáëàñòü. Ãàðìîíè÷åñêîé ìåðîé ω(z; γ,D) ãðàíè÷íîé äóãè γ ⊂ ∂D

â òî÷êå z îòíîñèòåëüíî îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â D ôóíê-

öèÿ, ðàâíàÿ 1 âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ äóãè γ è 0 âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îñòàëüíîé ÷àñòè

ãðàíèöû.

3. Äîêàæèòå, ÷òî 0 ≤ ω(z; γ,D) ≤ 1 ïðè âñåõ z ∈ D̄. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò äîñòè-
ãàòüñÿ ðàâåíñòâî, åñëè z ëåæèò âíóòðè îáëàñòè D?

4. Íàéäèòå ãàðìîíè÷åñêèå ìåðû â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

à) D � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, γ � îòðåçîê [−1, 1];

á) D � êðóã |z| < R, γ � ïîëóîêðóæíîñòü |z| = R, Re z > 0;

ã) D � êîëüöî r < |z| < R, γ � îêðóæíîñòü |z| = r.

Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü. Ôóíêöèåé Ãðèíà G îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

G(z, ζ) = log |z − ζ|+ g(z, ζ) íà D ×D òàêàÿ, ÷òî:

1) G(z, ζ) = G(ζ, z) è G(z, ξ) = 0 ïðè ëþáûõ z ∈ D è ξ ∈ ∂D;

2) ôóíêöèÿ g(z, ζ) íåïðåðûâíà â D ×D è íåïðåðûâíà ïî ξ â D̄ ïðè âñåõ z ∈ D;

3) ôóíêöèÿ g(z, ζ) ãàðìîíè÷íà ïî z ïðè âñåõ ζ ∈ D è ãàðìîíè÷íà ïî ζ ïðè âñåõ z ∈ D.

5. à) Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà, åñëè D � êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ C.
á) Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà, åñëè D � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü.



â) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà åäèíñòâåííà è äàåòñÿ ôîðìóëîé

G(z, ζ) = log

∣∣∣∣∣ w(z)− w(ζ)

1− w(z)w(ζ)

∣∣∣∣∣ ,
ãäå w(z) � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå (îäíîñâÿçíîé) îá-
ëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã (ñóùåñòâóþùåå â ñèëó òåîðåìû Ðèìàíà).

ã) ∗ Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà äàåò ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è Äèðèõëå â
îáëàñòè D ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

u(z) =
1

2π

∮
∂D

u(ξ)
∂

∂nξ

G(z, ξ) |dξ|,

ãäå ∂/∂nξ � íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó (åäèíè÷íûå íîð-
ìàëüíûé âåêòîð ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåííûì âî âíåøíîñòü îáëàñòè). Îáúÿñíèòå,
ïî÷åìó ýòà ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîé ìåðû èíôèíèòåçèìàëüíîé äóãè |dξ| ãðàíèöû îáëàñòè D: ω(z; |dξ|, D) =
1
2π

∂
∂nξ

G(z, ξ) |dξ|.
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