
Àëãåáðà, ëèñòîê 9: ìóëüòèëèíåéíàÿ àëãåáðà

1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K , è ïóñòü W ⊂ V � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ann(W ) àííóëÿòîð W â V ∗ . Ïîñòðîéòå êàíîíè÷åñêèå èçîìîð-
ôèçìû (V/W )∗ = Ann(W ) è W ∗ = V ∗/Ann(W ) .

2. a) Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C . Ïîñòðîéòå êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì (W ∗)R =
(WR)∗ .
b) Ïóñòü W � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R . Ïîñòðîéòå êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì (W ∗)C =
(WC)∗ .

3. Ïóñòü b � áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì K .
Îïðåäåëèì ëåâóþ êîððåëÿöèþ bL è ïðàâóþ êîððåëÿöèþ bR ôîðìû b êàê ëèíåéíûå îïåðàòî-
ðû V → V ∗ , ïåðåâîäÿùèå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ V â ëèíåéíûå ôóíêöèè b(v, •) è b(•, v) ,
ñîîòâåòñòâåííî. (Æèðíàÿ òî÷êà îòìå÷àåò ìåñòî, â êîòîðîå âñòàâëÿåòñÿ àðãóìåíò ëèíåéíîé
ôóíêöèè.) Äîêàæèòå, ÷òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð b∗L : V ∗∗ = V → V ∗ ê bL ñîâïàäàåò ñ bR .

4. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq , ãäå q = pk íå÷åòíî, è
ïóñòü b � íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà â V .
a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n > 1 , òî ñóùåñòâóåò âåêòîð v ∈ V òàêîé, ÷òî b(v, v) = 1 .
b) Çàêîí èíåðöèè íàä êîíå÷íûì ïîëåì. Âûáåðåì ýëåìåíò η ∈ F∗

q , íå ÿâëÿþùèéñÿ
êâàäðàòîì. Äîêàæèòå, ÷òî çàìåíîé áàçèñà ìàòðèöà ôîðìû b ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèà-
ãîíàëüíîé, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè ëèáî 1, 1, 1, . . . , 1 , ëèáî η, 1, 1, . . . , 1 .

5. Ïóñòü b � áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì K . Ïîä-
ïðîñòðàíñòâî W ⊂ V íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè îãðàíè÷åíèå b íà W ðàâíî íóëþ.
a) Íàéäèòå â Cn äëÿ ôîðìû b(x, y) =

∑
k xkyk èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíîé

âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè.
b) Ìîæåò ëè ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íåâûðîæäåííîé áè-
ëèíåéíîé ôîðìû áûòü áîëüøå, ÷åì n/2?
c) Ïóñòü b � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, à îñíîâíîå ïîëå K = R . Êàêîâà ìî-
æåò áûòü ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â çàâèñèìîñòè îò ðàíãà
ôîðìû b?
d) Ïóñòü b � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, à îñíîâíîå ïîëå K = R . Êàêîâà ìîæåò
áûòü ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â çàâèñèìîñòè îò èíäåêñîâ
èíåðöèè ôîðìû b?

6. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[x] ðàññìîòðèì íà R-àëãåáðå Rf = R[x]/(f) ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
tr , êîòîðàÿ íà êàæäîì g ∈ Rf ðàâíà ñëåäó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Rf → Rf äîìíîæåíèÿ
íà g . Îïðåäåëèì íà Rf êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó qf (g, h) = tr(g · h) . Íàéäèòå ðàíã è ñèãíàòóðó
ôîðìû qf â ñëó÷àÿõ a) f(x) = xn è b) f(x) = x2+1 . c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ
ìíîãî÷ëåíîâ f è g ñèãíàòóðà qfg ðàâíà ñóììå ñèãíàòóð qf è qg (ïîäñêàçêà: Rfg = Rf ⊕Rg ).
d) Äîêàæèòå, ÷òî ñèãíàòóðà ôîðìû qf ðàâíà ÷èñëó âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f .
e) Ñêîëüêî âåùåñòâåííûõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà x4 − x2 + 0.1x+ 0.2?

7. Äîêàæèòå, ÷òî â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå íåò íèëüïîòåíòíûõ íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

8.×Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå íåêîòîðûé ãëàâíûé ìèíîð ïîðÿäêà r îòëè÷åí
îò íóëÿ, à âñå îêàéìëÿþùèå åãî ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêà r+ 1 è r+ 2 ðàâíû íóëþ, òî ðàíã
ýòîé ìàòðèöû ðàâåí r .

9.× Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ãðàôó Γ ñ âåðøèíàìè v1, . . . , vn êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó qΓ(x) =
∑

i,j ai,jxixj ,
ãäå ai,j ðàâíî 2 åñëè i = j , ðàâíî −1 åñëè vi è vj ñîåäèíåíû ðåáðîì, è ðàâíî 0 èíà÷å.
a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôîðìà qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ãðàô Γ íå ñîäåðæèò öèêëîâ,
òî åñòü âñå åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè � äåðåâüÿ.
b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôîðìà qΓ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
ãðàôà Γ � ëèáî äåðåâî, ëèáî çàìêíóòàÿ öåïî÷êà.
c)× Îïèøèòå âñå ñâÿçíûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ ôîðìà qΓ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà; íåîò-
ðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.


