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1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü

Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë (x, y). Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà (x, y) è (x′, y′) ðàâíû â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà x = x′, y = y′. Ïîíÿòèÿ "áîëüøå"/"ìåíüøå"äëÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë íå îïðåäåëåíû.

Îáùåïðèíÿòàÿ ôîðìà çàïèñè: z = x + iy; x = Re z íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé
÷àñòüþ, à y = Im z � ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Ñèìâîë i íàçûâàåò-
ñÿ ìíèìîé åäèíèöåé. ×èñëî z̄ = x − iy íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê z.
Íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî |z| =

√
zz̄ =

√
x2 + y2 íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.

Íà ìíîæåñòâå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî ââåñòè àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè,
ïðåâðàùàþùèå åãî â ïîëå:

z1 ± z2 = (x1 ± x2) + i(y1 ± y2)

z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1)

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàñêðûòèåì ñêîáîê ñ ó÷åòîì i2 = −1. Äåëåíèå z1/z2
(z2 ̸= 0) ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà z̄2 â ÷èñëèòåëå:

z1
z2

=
z1z̄2
|z2|2

=
x1x2 + y1y2
x22 + y22

− i
x1y2 − x2y1
x22 + y22

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû âèäà

(
x y

−y x

)
îáðàçóþò ïîëå, èçîìîðôíîå ïîëþ C.

Ìíèìàÿ åäèíèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

(
0 1

−1 0

)
.
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. ×ðåçâû÷àéíî ïîëåçíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà êàê âåêòîðà íà ïëîñêîñòè R2 ñ äåêàðòîâûìè êîîð-
äèíàòàìè x, y. Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþò ñëîæåíèþ è âû÷è-
òàíèþ âåêòîðîâ. Óìíîæåíèå è äåëåíèå ïðîùå âûãëÿäÿò â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
z = x + iy = r(cosφ + i sinφ); çäåñü r � ìîäóëü, à φ � àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà (îïðåäåëåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî êðàòíîãî 2π). Ïðè
óìíîæåíèè ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîäñêàçûâàåò ââåñòè åâêëèäîâó ìåòðèêó íà C, â
êîòîðîé ðàññòîÿíèåì ìåæäó z1 è z2 ÿâëÿåòñÿ ìîäóëü ðàçíîñòè |z1 − z2|.

×àñòî áûâàåò óäîáíî êîìïàêòèôèöèðîâàòü êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C ïóòåì äî-
áàâëåíèÿ ê íåé îäíîé òî÷êè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé z =
∞; C = C∪∞. Íàãëÿäíî ýòó êîìïàêòèôèêàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñ ïîìîùüþ
ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè åäèíè÷íîé ñôåðû S = {ξ2 + η2 + ζ2 = 1} â 3-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå (ξ, η, ζ) íà ïëîñêîñòü (ξ, η), êîòîðóþ íàäî îòîæäåñòâèòü ñ ïëîñêîñòüþ
(x, y). Þæíûé ïîëþñ ñôåðû ïðè ýòîì ïðîåêòèðóåòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò, à ñåâåðíûé
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ∞. Ôîðìóëû ïðîåêöèè:

ξ =
2x

|z|2 + 1
, η =

2y

|z|2 + 1
, ζ =

|z|2 − 1

|z|2 + 1

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå:

x =
ξ

1− ζ
, y =

η

1− ζ

Ïóòè è êðèâûå. Ïóòåì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå îòðåçêà [α, β] âåùåñòâåííîé îñè â C (èëè â C). Áîëåå ðàçâåðíóòîå îïðå-
äåëåíèå: ïóòü � ýòî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ z = γ(t) âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà
t, íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå t0 ∈ [α, β], ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ òàêîå,
÷òî |γ(t)− γ(t0)| < ε ïðè âñåõ |t− t0| < δ.

Íàçîâåì äâà ïóòè γ1 : [α1, β1] → C è γ2 : [α2, β2] → C ýêâèâàëåíòíûìè åñëè
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ τ : [α1, β1] → [α2, β2] òàêàÿ,
÷òî γ1(t) = γ2(τ(t)) äëÿ âñåõ t ∈ [α1, β1]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè. Êðèâîé íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ â ýòîì ñìûñëå ïóòåé.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïóòü γ2 ïîëó÷àåòñÿ èç γ1 çàìåíîé ïàðàìåòðà. Èíûìè ñëî-
âàìè, ïóòü � ýòî êðèâàÿ âìåñòå ñ åå ïàðàìåòðèçàöèåé.

Îáû÷íî íà ïóòè è êðèâûå íàëàãàþò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Áóäåì íàçû-
âàòü ïóòü γ : [α, β] → C æîðäàíîâûì, åñëè îòîáðàæåíèå γ íåïðåðûâíî è âçàèìíî
îäíîçíà÷íî. Ñîîòâåòñòâåííî, æîðäàíîâà êðèâàÿ � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè æîðäà-
íîâûõ ïóòåé. Äëÿ áîëüøèíñòâà íàøèõ öåëåé, îäíàêî, äîñòàòî÷íî êóñî÷íî ãëàäêèõ
ïóòåé, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå γ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â êàæäîé òî÷-
êå t çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà (ãäå òðåáóåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü), è
γ′(t) ̸= 0 ïðè âñåõ t ∈ [α, β]. Ãëàäêîé êðèâîé áóäåì íàçûâàòü êëàññ ïóòåé, ïîëó÷àþ-
ùèõñÿ èç íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ïóòè âñåâîçìîæíûìè çàìåíàìè ïàðàìåòðà, â êîòîðûõ
τ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïðîèçâîäíîé. Äëÿ
êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé ïîòðåáóåì, ÷òîáû äîïóñòèìûå çàìåíû ïàðàìåòðîâ áûëè
íåïðåðûâíûìè è âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê èìåëè íåïðå-
ðûâíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ.
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Îáëàñòè. Ñòàíäàðòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a � äèñê ñ öåíòðîì â a:

Uε(a) =
{
z ∈ C : |z − a| < ε

}
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå �ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè�

{
z ∈ C : 0 < |z − a| < ε

}
.

Îáëàñòüþ D íà (ðàñøèðåííîé) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
òî÷åê â C (èëè â C) òàêîå, ÷òî

à) Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ D íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Uε(a) ⊂ D (îòêðûòîñòü),

á) Äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b ∈ D íàéäåòñÿ ëåæàùèé â D ïóòü ñ êîíöàìè a, b (ëèíåéíàÿ
ñâÿçíîñòü).

Òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå D, òàêèå, ÷òî â ëþáîé èõ îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò
òî÷êè êàê ïðèíàäëåæàùèå, òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå D, íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè
òî÷êàìè. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ∂D
îáëàñòè D.

Òåîðåìà. Ãðàíèöà ëþáîé îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z0 � ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ∂D. Íàäî ïîêà-
çàòü, ÷òî z0 ∈ ∂D. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè z0. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëüíîé òî÷êè â íåé ñóùåñòâóåò òî÷êà z1 ∈ ∂D. Âîçüìåì îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷-
êè z1. Â V , à çíà÷èò è â U , íàéäóòñÿ êàê òî÷êè èç D, òàê è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå
D. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî z0 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà.

Çàìûêàíèå îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê D̄ = D ∪ ∂D.
Òî÷êè C, íå ïðèíàäëåæàùèå D è íå ÿâëÿþùèåñÿ åå ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè (ò.å.

òî÷êè äîïîëíåíèÿ ê D) íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè òî÷êàìè. Äëÿ êàæäîé èç íèõ ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê èç D.

Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé äèñê UR(0), ÷òî D ⊂
UR(0).

Îáëàñòü íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè åå ãðàíèöà � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, è ìíî-
ãîñâÿçíîé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîðÿäêîì ñâÿçíîñòè îáëàñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò åå ãðàíèöû.

2 Ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå E ⊂ C òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çàäàíà ôóíêöèÿ,
åñëè çàäàí çàêîí, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E íåêîòîðîå
(êîìïëåêñíîå) ÷èñëî:

w(z) = u(x, y) + iv(x, y)

Çäåñü u è v � íåêîòîðûå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè òî÷êè z = x+ iy. Çàäàíèå w
ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé u, v èç E â R. Ôóíêöèÿ íàçû-
âàåòñÿ îäíîëèñòíîé, åñëè èç ðàâåíñòâà w(z1) = w(z2) ñëåäóåò ðàâåíñòâî z1 = z2.
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Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü. Ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè è ïðåäåëà ôóíêöèè îïðåäå-
ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ñ çàìåíîé èíòåðâà-
ëîâ íà äèñêè Uε(a). Íàïðèìåð:

• ×èñëî w0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè w(z) â òî÷êå z0, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
0 < |z − z0| < δ, âûïîëíåíî |w(z)− w0| < ε.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå z0, åñëè åå ïðåäåë â ýòîé òî÷êå ñóùå-
ñòâóåò, êîíå÷åí è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Èç íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè w(z) ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé u, v êàê ôóíêöèé äâóõ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, è îáðàòíî.

Ïðèìåðû ôóíêöèé: w = az + b, w = 1/z, w = z2, w = z̄.

Ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê
îòîáðàæåíèÿ èç îáëàñòåé â R2 â R2. Òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé, åñëè âûäå-
ëèòü ñïåöèàëüíûé êëàññ êîìïëåêñíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Êîìïëåêñíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà. Ïóñòü w(z) �
ôóíêöèÿ èç íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ C â C, è z0 ∈ D. Åñëè ïðåäåë

w′(z0) = lim
∆z→0

w(z0 +∆z)− w(z0)

∆z

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî w′(z0) åñòü êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
w â òî÷êå z0. Çäåñü âàæíî òî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà îçíà÷àåò åãî íåçàâèñèìîñòü
îò íàïðàâëåíèÿ, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå ê òî÷êå z0. Ôóíêöèþ, ó êî-
òîðîé åñòü êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, áóäåì íàçûâàòü C-äèôôåðåíöèðóåìîé.

Ïðèìåð C-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè: w(z) = zn, w′(z) = nzn−1. Ïðèìåð íåäèô-
ôåðåíöèðóåìîé (íî íåïðåðûâíîé) ôóíêöèè: w(z) = z̄. Ïðèìåð ôóíêöèè, C-äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ðîâíî â îäíîé òî÷êå: w(z) = zz̄ (îíà C-äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z = 0
è áîëåå íèãäå).

Ñâîéñòâî C-äèôôåðåíöèðóåìîñòè íàëàãàåò ñèëüíûå óñëîâèÿ íà âåùåñòâåííóþ è
ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà.Ïóñòü ôóíêöèÿ w(z) = u(x, y)+iv(x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z, ïðè÷åì â ýòîé òî÷êå ôóíêöèè u, v äèôôåðåíöèðóåìû êàê ôóíêöèè
äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (R-äèôôåðåíöèðóåìû). Òîãäà äëÿ C-äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè ôóíêöèè w(z) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿëèñü
ñîîòíîøåíèÿ

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= − ∂v

∂x

(óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà).

à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò w′(z) = lim
h→0

w(z + h)− w(z)

h
; âîñïîëüçóåìñÿ

çàìå÷àíèåì î íåçàâèñèìîñòè ýòîãî ïðåäåëà îò ñïîñîáà ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå z.
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Ïóñòü ñíà÷àëà òî÷êà z + h ïðèáëèæàåòñÿ ê z ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé âåùå-
ñòâåííîé îñè, ò.å. h = t, t ∈ R. Òîãäà èìååì:

w′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

Åñëè æå òî÷êà z + h ïðèáëèæàåòñÿ ê z ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ìíèìîé îñè,
ò.å. h = it, t ∈ R, èìååì:

w′(z) = −i ∂u
∂y

+
∂v

∂y

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé u, v êàê ôóíêöèé äâóõ âåùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (R-äèôôåðåíöèðóåìîñòü) îçíà÷àåò

u(x+ s, y + t)− u(x, y) =
∂u

∂x
s+

∂u

∂y
t+ α|h|

v(x+ s, y + t)− v(x, y) =
∂v

∂x
s+

∂v

∂y
t+ β|h|

ãäå α, β → 0 âìåñòå ñ h = s+ it. Òîãäà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè w(z) èìååò âèä

w(z + h)− w(z) =
∂u

∂x
s+

∂u

∂y
t+ i

(
∂v

∂x
s+

∂v

∂y
t

)
+ (α + iβ)|h|

Ïîäñòàâèâ ñþäà óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà, ïîëó÷èì

w(z + h)− w(z) =

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
(s+ it) + (α + iβ)|h| = Ah+ (α + iβ)|h|

Çäåñü A � âïîëíå îïðåäåëåííîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò h, à α+iβ ñòðåìèòñÿ ê 0
âìåñòå ñ h. Ïîäåëèâ ýòî ñîîòíîøåíèå íà h, âèäèì, ÷òî ïðåäåë h→ 0 ñóùåñòâóåò
è ðàâåí A.

Óñëîâèå C-äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â íåñêîëüêî èíîì âèäå. Ââå-
äåì îáîçíà÷åíèÿ

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

÷òî ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïåðåõîä îò âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàò x, y ê êîìïëåêñíûì
�êîîðäèíàòàì� z = x+ iy, z̄ = x− iy. Òîãäà èìååì

∂w

∂z
=
∂u

∂z
+ i

∂v

∂z
=

1

2

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
+

1

2

(
−i ∂u

∂y
+
∂v

∂y

)

∂w

∂z̄
=
∂u

∂z̄
+ i

∂v

∂z̄
=

1

2

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
+
i

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
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Ñëåäîâàòåëüíî, w′(z) = ∂w/∂z, à óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà ïðåäñòàíóò êàê íåçàâèñè-
ìîñòü ôóíêöèè îò z̄:

∂w

∂z̄
= 0

Äèôôåðåíöèàë ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèè çàïèøåòñÿ â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ
â âèäå

dw =
∂w

∂z
dz +

∂w

∂z̄
dz̄

Îáîáùåíèå óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà: åñëè s, n � äâà îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿ,
ïðè÷åì ïîâîðîò îò s ê n ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî

∂u

∂s
=
∂v

∂n
,

∂u

∂n
= − ∂v

∂s

Èç îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî íà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ èçâåñòíûå èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðàâè-
ëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f, g : D → C èìåþò êîìïëåêñíûå ïðîèçâîäíûå â
òî÷êå z0. Òîãäà ôóíêöèè f ± g, fg, f/g (g(z0) ̸= 0) òîæå èìåþò êîìïëåêñíûå
ïðîèçâîäíûå â òî÷êå z0, êîòîðûå äàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè.

Âåðíû òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé è îáðàòíîé ôóíê-
öèé.

Ðàññìîòðèì åùå ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ. Åñëè ïîëîæèòü h = |h|eiθ, ïðè-
ðàùåíèå ôóíêöèè ïðè ñäâèãå ïî íàïðàâëåíèþ θ çàïèøåòñÿ â âèäå

∆w = w(z + h)− w(z) =
∂w

∂z
|h|eiθ + ∂w

∂z̄
|h|e−iθ + o(h)

Äåëÿ îáå ÷àñòè íà h è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó h → 0, ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ w ïî
íàïðàâëåíèþ θ:

∂w

∂zθ
=
∂w

∂z
+
∂w

∂z̄
e−2iθ

Îòñþäà õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðè ∂w/∂z̄ = 0 ïðîèçâîäíàÿ íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ.

Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ f : D → C íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè
D ⊂ C, åñëè îíà èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå z ∈ D. Ãîâîðÿò
òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà â òî÷êå, åñëè îíà ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè.

Ïðèìåð ôóíêöèè, C-äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z = 0, íî íå ãîëîìîðôíîé:
w(z) = |z|2.

Ïîíÿòèå ãîëîìîðôíîñòè ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà òî÷êó ∞: ôóíêöèÿ f , çà-
äàííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ∞, íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîé â òî÷êå ∞, åñëè ôóíêöèÿ
g(z) := f(1/z) ãîëîìîðôíà â òî÷êå 0.

Ïðèìåðû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé:

• Ïîëèíîìû zn + an−1z
n−1 + . . .+ a0.
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• Ôóíêöèÿ n
√
z, îáðàòíàÿ ê zn, n-çíà÷íà, íî ìîæíî âûäåëèòü îäíîçíà÷íûå âåòâè.

• Ýêñïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y). Äëÿ íåå
âåðíû ñâîéñòâà âåùåñòâåííîé ýêñïîíåíòû (ez)′ = ez, ez1+z2 = ez1ez2 . Äîáàâëÿ-
åòñÿ ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè ez+2πi = ez.

• Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè cos z = 1
2
(eiz + e−iz), sin z = 1

2i
(eiz − e−iz).

• Ëîãàðèôì îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ýêñïîíåíòå; log z = log |z| +
iarg z. Îíà áåñêîíå÷íîçíà÷íà.

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå A⃗ = (Ax, Ay) íà ïëîñ-
êîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè Ax(x, y), Ay(x, y) îáëàäàþò íåïðåðûâíûìè ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ∮

(A⃗, n⃗)ds =
∫ ∫

divA⃗ dxdy, divA⃗ =
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

(òåîðåìà Ãàóññà) è∮
(A⃗, s⃗)ds =

∫ ∫
rotA⃗ dxdy, rotA⃗ =

∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

(ôîðìóëà Ãðèíà). Ïîëå íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì (èëè áåçâèõðåâûì), åñëè divA⃗ =

0 è ïîòåíöèàëüíûì (èëè áåçäèâåðãåíòíûì), åñëè rotA⃗ = 0.

Äëÿ ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïîëÿ, êîòîðûå îäíî-
âðåìåííî è ïîòåíöèàëüíû, è ñîëåíîèäàëüíû (ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè, ïîëå ïîòîêà
òåïëà, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â âàêóóìå). Â ñèëó ðàâåíñòâà ïåðåêðåñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ôîðìà Axdx+Aydy = du ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äèôôåðåíöèàëîì
íåêîòîðîé ôóíêöèè u, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ïîëÿ. Òàêèì
îáðàçîì, â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå

Ax =
∂u

∂x
, Ay =

∂u

∂y

èëè A⃗ = gradu. Èç óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî è ôîðìà −Aydx+Axdy =
dv ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äèôôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè v, ò.å.

Ax =
∂v

∂y
, Ay = −∂v

∂x

Íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè v èìååì dv = −Aydx + Axdy = 0, ò.å.
dy

dx
=
Ay
Ax

. Îòñþäà

âèäíî, ÷òî ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè v ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà ïîëÿ A⃗ (òðàåêòîðèåé
÷àñòèö æèäêîñòè â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè).

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ

w = u+ iv

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ. Èç óñëîâèé ïîòåíöèàëüíîñòè
è ñîëåíîèäàëüíîñòè ñëåäóþò óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèé u è v. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî

w′(z) = Ax − iAy
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Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè è êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü f = u + iv �
C-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, R-äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå z0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëåí
äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

df(z0) =
∂f

∂z
(z0)dz +

∂f

∂z̄
(z0)dz̄

êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R2 → R2 (âåêòîð (dx, dy)
ïåðåõîäèò â (du, dv)). Îòîáðàæåíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 â C íàçûâàåòñÿ êîíôîðì-
íûì â òî÷êå z0, åñëè åãî äèôôåðåíöèàë íåâûðîæäåí (âçàèìíî-îäíîçíà÷åí) è ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïîâîðîòà è ðàñòÿæåíèÿ. Îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé f
íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì â îáëàñòè D, åñëè îíî êîíôîðìíî â êàæäîé òî÷êå ýòîé
îáëàñòè.

Òåîðåìà.Îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå R-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé f êîíôîðì-
íî â òî÷êå z0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f C-äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
z0 è f

′(z0) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

à) ⇐=. Ïóñòü f C-äèôôåðåíöèðóåìà â z0 è f ′(z0) ̸= 0. Òîãäà åå äèôôåðåíöèàë

df(z0) = f ′(z0)dz = |f ′(z0)|eiφdz, φ = arg f ′(z0)

ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïîâîðîòà íà óãîë φ = arg f ′(z0) è ðàñòÿæåíèÿ â |f ′(z0)|
ðàç. Íåâûðîæäåííîñòü î÷åâèäíà. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå êîíôîðìíî.

á) =⇒. Ïóñòü f R-äèôôåðåíöèðóåìà â z0. Òîãäà åå äèôôåðåíöèàë df(z0) = Adz+
Bdz̄. Îòîáðàæåíèå dz 7→ idz ãåîìåòðè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì íà 90 ãðàäóñîâ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ëþáûå ïîâîðîòû è ðàñòÿæåíèÿ êîììóòèðóþò ñ íèì.
Â ñèëó êîíôîðìíîñòè ñ íèì äîëæåí êîììóòèðîâàòü äèôôåðåíöèàë îòîáðàæå-
íèÿ, ò.å. Aidz+Bidz = i(Adz+Bdz̄). Îòñþäà 2iBdz̄ = 0 äëÿ âñåõ dz =⇒ B = 0
è òåì ñàìûì f C-äèôôåðåíöèðóåìà â z0.

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿêîáèàí äèôôåðåíöèàëà R-äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè â òî÷êå z0 ðàâåí

J(df(z0)) =

∣∣∣∣∣∂f∂z (z0)
∣∣∣∣∣
2

−
∣∣∣∣∣∂f∂z̄ (z0)

∣∣∣∣∣
2

Äëÿ C-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âòîðîå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò, îòêóäà âèäíî,
÷òî ÿêîáèàí íåâûðîæäåííîãî îòîáðàæåíèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëåí, ò.å. îòîáðàæåíèå
ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Êàê èçâåñòíî, êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïëîùàäåé ðàâåí |J |,
÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ëèíåéíîå ðàñòÿæåíèå ïðè îòîáðàæåíèè f(z) íå çàâèñèò
îò íàïðàâëåíèÿ è ðàâíî |f ′(z0)|.

3 Äðîáíî-ëèíåéíûå ôóíêöèè

Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ÄËÎ) çàäàåòñÿ ôóíêöèåé âèäà

w = f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc ̸= 0
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Äîîïðåäåëèì åãî â òî÷êàõ z = ∞ è z = −d/c (ïðè c ̸= 0): f(∞) = a/c, f(−d/c) = ∞.
Åñëè c = 0, ïîëîæèì f(∞) = ∞.

Òåîðåìà. ÄËÎ çàäàåò ãîìåîìîðôèçì, ò.å. âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå C íà ñåáÿ. Áîëåå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c ̸= 0. Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ñëåäóåò èç ôîðìóëû

z =
dw − b

−cw + a

äëÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Â òî÷êàõ z ̸= −d/c,∞ íåïðåðûâíîñòü î÷åâèäíà, à ïðè
z = −d/c,∞ âûòåêàåò èç ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé

lim
z→−d/c

az + b

cz + d
= ∞, lim

z→∞

az + b

cz + d
=
a

c

Ïðè z ̸= −d/c,∞ êîíôîðìíîñòü ñëåäóåò èç ãîëîìîðôíîñòè w = f(z) è òîãî, ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ

dw

dz
=

ad− bc

(cz + d)2
̸= 0

Äëÿ ïðîâåðêè êîíôîðìíîñòè â òî÷êå z = −d/c íàäî ïðîâåðèòü êîíôîðìíîñòü îòîá-
ðàæåíèÿ

W =
1

w
=
cz + d

az + b

â ýòîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ
dW

dz
=

bc− ad

(az + b)2
ïðè z = −d/c ñóùåñòâóåò

è ðàâíà
c2

bc− ad
̸= 0. Êîíôîðìíîñòü â òî÷êå z = ∞ ýêâèâàëåíòíà êîíôîðìíîñòè

îòîáðàæåíèÿ f(1/z), êîòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ, êàê è âûøå.

Ìíîæåñòâî Λ ÄËÎ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè (ïðÿ-
ìàÿ ïðîâåðêà). Ñîïîñòàâèâ êàæäîé îáðàòèìîé ìàòðèöå(

a b
c d

)
∈ GL(2,C)

ÄËÎ w =
az + b

cz + d
, ïîëó÷èì ãîìîìîðôèçì ãðóïï GL(2,C) → Λ. Îí ñþðüåêòèâåí, à

åãî ÿäðî ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû ãðóïï

Λ ∼= GL(2,C)/C∗ ∼= SL(2,C)/{±I} = PSL(2,C)

Îêðóæíîñòüþ íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèC íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ îêðóæ-
íîñòü èëè ïðÿìàÿ â C.

Òåîðåìà. ÄËÎ ïåðåâîäèò ëþáóþ îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè: A(x2 + y2) + B1x + B2y + C = 0 èëè â
êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ Azz̄ + Bz + B̄z̄ + C = 0. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè ÄËÎ óðàâíåíèå ñîõðàíÿåò ñâîé âèä.
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ÄËÎ îïèñûâàþòñÿ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè êîìïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîýòîìó
ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ÄËÎ çàäàåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

Ïðåäëîæåíèå. Êàêîâû áû íè áûëè òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè z1, z2, z3 ∈ C è òðè
ðàçëè÷íûå òî÷êè w1, w2, w3 ∈ C, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÄËÎ, òàêîå, ÷òî wk =
f(zk).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÄËÎ f1(z) =
z − z1
z − z2

z3 − z2
z3 − z1

ïåðåâîäèò òî÷êè z1, z2, z3 â 0,∞, 1.

Àíàëîãè÷íî f2(w) =
w − w1

w − w2

w3 − w2

w3 − w1

ïåðåâîäèò òî÷êè w1, w2, w3 â 0,∞, 1. Ïîýòîìó

f = f−1
2 ◦f1 ïåðåâîäèò z1, z2, z3 â w1, w2, w3. ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ w = f(z) ïîëó÷àåòñÿ

èç
z − z1
z − z2

z3 − z2
z3 − z1

=
w − w1

w − w2

w3 − w2

w3 − w1

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ÄËÎ f ïåðåâîäèò z1, z2, z3 â w1, w2, w3.
Òîãäà F = f2 ◦f ◦f−1

1 îñòàâëÿåò òî÷êè 0,∞, 1 íåïîäâèæíûìè. Èç F (∞) = ∞ ñëåäóåò
F (z) = Az + B, óñëîâèå F (0) = 0 äàåò B = 0, à F (1) = 1 äàåò A = 1. Òåì ñàìûì
F (z) = z, è, ñëåäîâàòåëüíî, f = f−1

2 ◦ f1 îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äâîéíîå îòíîøåíèå è ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíè-
åì íàõîäèì

f(z)− f(z′) =
(ad− bc)(z − z′)

(cz + d)(cz′ + d)
= (f ′(z))1/2(f ′(z′))1/2(z − z′)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê

(z1, z2, z3, z4) =
(z1 − z3)(z2 − z3)

(z1 − z4)(z2 − z4)

îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïðè ÄËÎ:

(f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)) = (z1, z2, z3, z4)

Èìååì ñîîòíîøåíèå

f ′′(z)

f ′(z)
= − 2c

cz + d
è ïîòîìó, åñëè c ̸= 0, òî

f ′(z)

f ′′(z)
= −z

2
− d

2c

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
f ′(z)

f ′′(z)
− f ′(ζ)

f ′′(ζ)
= −1

2
(z − ζ)

Â ïðåäåëå ζ → z èìååì
d

dz

f ′(z)

f ′′(z)
= −1

2

Ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî îáðàùåíèþ â íóëü ïðîèçâîäíîé Øâàðöà Sf = 0,
êîòîðàÿ äëÿ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Sf =
f ′′′

f ′ − 3

2

(
f ′′

f ′

)2

=

(
f ′′

f ′

)′

− 1

2

(
f ′′

f ′

)2
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Ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðîèçâîäíîé Øâàðöà è äâîéíûì îòíîøåíèåì:

(f(z + ta), f(z + tb), f(z + tc), f(z + td)) = (a, b, c, d)

(
1+

t2

6
(a−b)(c−d)Sf (z) +O(t3)

)

Åùå îäíî ñîîòíîøåíèå ñ ïðîèçâîäíîé Øâàðöà:

lim
ζ→z

∂

∂z

∂

∂ζ
log

f(z)− f(ζ)

z − ζ
=

1

6
Sf (z)

Äðîáíî-ëèíåéíûå àâòîìîðôèçìû îñíîâíûõ îáëàñòåé. Ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-
äóþùåå îïèñàíèå äðîáíî-ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ îñíîâíûõ îáëàñòåé.

• Çàìêíóòàÿ ïëîñêîñòü: AutC =

{
z → az + b

cz + d
, ad− bc ̸= 0

}

• Îòêðûòàÿ ïëîñêîñòü: AutC =
{
z → az + b, a ̸= 0

}
• Åäèíè÷íûé êðóã: AutU =

{
z → eiα

z − a

1− āz
, |a| < 1, α ∈ R

}

• Âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü: AutH =

{
z → az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

}

4 Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ez òåì æå ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðûì îíà îïðåäåëÿ-
åòñÿ â âåùåñòâåííîì àíàëèçå:

ez = lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
Ïî ïðàâèëàì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü∣∣∣∣(1 + z

n

)n∣∣∣∣ =
(
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

)n
2

, arg
(
1 +

z

n

)n
= n arctg

y
n

1 + x
n

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò

lim
n→∞

∣∣∣∣(1 + z

n

)n∣∣∣∣ = ex, lim
n→∞

arg
(
1 +

z

n

)n
= y

à çíà÷èò è èñõîäíûé ïðåäåë, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â ïîëÿðíîé ôîðìå òàê:

ex+iy = ex(cos y + i sin y)

Ïîëàãàÿ x = 0, ïîëó÷èì ôîðìóëó Ýéëåðà

eiy = cos y + i sin y

Äî ñèõ ïîð ñèìâîë eiy ñëóæèë ñîêðàùåííûì îáîçíà÷åíèåì ïðàâîé ÷àñòè. Òåïåðü ìû
ìîæåì ïîíèìàòü åãî êàê ìíèìóþ ñòåïåíü ÷èñëà e.

Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè:
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• Ôóíêöèÿ ez ãîëîìîðôíà âî âñåé ïëîñêîñòè. Â ñàìîì äåëå, ez = u + iv ñ u =
ex cos y, v = ex sin y, è äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

• Ñîõðàíÿåòñÿ îáû÷íàÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîä-
íóþ, êîãäà îíà ñóùåñòâóåò, ìîæíî âû÷èñëÿòü â íàïðàâëåíèè x, è òîãäà

(ez)′ =
∂

∂x
(ex cos y + iex sin y) = ez

• Ñîõðàíÿåòñÿ ôîðìóëà ez1+z2 = ez1ez2.

• Ïåðèîäè÷íîñòü ez+2πi = ez.

Ïîêàæåì, ÷òî 2πi ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïåðèîäîì. Ïóñòü ez+T = ez, òîãäà eT = 1,
îòêóäà, ïîëàãàÿ T = T1 + iT2, èìååì eT1(cosT2 + i sinT2) = 1. Íî òîãäà eT1 = 1, ò.å.
T1 = 0, è cosT2 = 1, sinT2 = 0, ò.å. T2 = 2πn, n ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, T = 2πin, è 2πi
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ïåðèîäîì.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëà-
ìè

cos z =
1

2
(eiz + e−iz), sin z =

1

2i
(eiz − e−iz)

5 Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-

íîé

Ïóñòü çàäàíà îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ C ⊂ C ñ êîíöàìè a, b è íà íåé � êîìïëåêñ-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(z). Èíòåãðàëîì îò f(z) ïî êðèâîé C íàçûâàþò ïðåäåë èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì

lim
n→∞

n−1∑
k=0

f(ζk)(zk+1 − zk) :=
∫
C
f(z)dz

(åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò). Çäåñü z0 = a, z1, . . . , zn, zn+1 = b � ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè,
ðàçáèâàþùèå C íà n ó÷àñòêîâ, ζk � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà äóãå [zk, zk+1] êðèâîé.
Ïðåäåë áåðåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî max |zk+1 − zk| → 0. Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé
êðèâîé (b = a) ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

∮
.

Åñëè C � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, à f(z) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ, èíòåãðàë âñåãäà ñóùåñòâóåò. Ïîëîæèì f(z) = u(x, y) + iv(x, y),{

zk = xk + iyk, xk+1 − xk = ∆xk, yk+1 − yk = ∆yk
ζk = ξk + iηk, u(ξk, ηk) = uk, v(ξk, ηk) = vk

òîãäà

n−1∑
k=0

f(ζk)(zk+1 − zk) =
n−1∑
k=0

(
uk∆xk − vk∆yk

)
+ i

n−1∑
k=0

(
uk∆yk + vk∆xk

)
Ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èí-
òåãðàëîâ îò ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, êîòîðûå â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
ñóùåñòâóþò. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

C
f(z)dz =

∫
C
(udx− vdy) + i

∫
C
(udy + vdx)
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Ïî ñàìîìó ñâîåìó îïðåäåëåíèþ èíòåãðàë çàâèñèò òîëüêî îò êðèâîé, íî íå îò
åå ïàðàìåòðèçàöèè. Åñëè æå âûáðàòü íåêîòîðóþ ïàðàìåòðèçàöèþ γ(t), t ∈ [α, β],
èíòåãðàë ñâåäåòñÿ ê èíòåãðàëó ïî îòðåçêó [α, β] âåùåñòâåííîé îñè:∫

C
f(z)dz =

∫ β

α
f(γ(t))γ′(t)dt

Èíîãäà ýòó ôîðìóëó áåðóò â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî èíòåãðàëà; òîãäà
íàäî äîêàçûâàòü íåçàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðèçàöèè, ÷òî ñëåäóåò èç ïðàâèëà äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà. Íà èíòåãðàëû îò ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ îáû÷íûå ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ:∫

C
(af(z) + bg(z))dz = a

∫
C
f(z)dz + b

∫
C
g(z)dz

∫
C1+C2

f(z)dz =
∫
C1

f(z)dz +
∫
C2

f(z)dz∫
C−

f(z)dz = −
∫
C
f(z)dz

Ëåììà (îöåíêà èíòåãðàëà). Ïóñòü M = max |f(z)| íà êðèâîé C, à L � äëèíà
êðèâîé C, òîãäà ∣∣∣∣∫

C
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C
|f(z)| |dz| ≤ML

Ýòà îöåíêà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îöåíêè èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ïðèìåðû.

1) Âû÷èñëèì èíòåãðàë I =
∮
CR

z̄dz, ãäå CR � îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì

â a, îðèåíòèðîâàííàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ââåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ z =
a+Reit, òîãäà

I =
∫ 2π

0

(
ā+Re−it

)
iReitdt = 2πiR2

Ýòîò ïðèìåð ìîæíî ñóùåñòâåííî îáîáùèòü:∮
∂D
z̄ dz = 2iS(D), S(D) = ïëîùàäü îáëàñòè D

2) Âû÷èñëèì èíòåãðàë In =
∮
CR

(z − a)ndz, n ∈ Z. Èñïîëüçóÿ òó æå ïàðàìåòðèçà-

öèþ, íàõîäèì:

In = iRn+1
∫ 2π

0
ei(n+1)tdt

Îòñþäà âèäèì, ÷òî In = 0 ïðè n ̸= −1, I−1 = 2πi.
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3) Âû÷èñëèì èíòåãðàë Jn =
∫
Ca,b

zndz, n ∈ N, ãäå Ca,b � êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ

òî÷êè a, b. Èñïîëüçóåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ z = γ(t):

Jn =
∫ β

α
γn(t)γ′(t)dt =

1

n+ 1

∫ β

α

d

dt

(
γn+1(t)

)
dt

=
γn+1(β)− γn+1(α)

n+ 1
=

bn+1 − an+1

n+ 1

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n ̸= −1 èíòåãðàë çàâèñèò ëèøü îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷êè êðèâîé. Ïðè n = −1 ýòî íå òàê.

6 Òåîðåìà Êîøè

Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè � îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â ÒÔÊÏ.

Óïðîùåííûé âàðèàíò (ñ ïðåäïîëîæåíèåì î íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f C-äèôôåðåíöèðóåìà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D è f ′ íåïðåðûâíà â
D. Òîãäà äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂ D∮

γ
f(z)dz = 0

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé èç àíàëèçà ôîðìóëîé Ãðèíà

∮
γ
(Pdx+Qdy) =

∫ ∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

ãäå G � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé γ. Â íàøåì ñëó÷àå∮
γ
f(z)dz =

∮
γ
(udx− vdy) + i

∮
γ
(vdx+ udy)

=
∫ ∫

G

(
−∂v
∂x

− ∂u

∂y

)
dxdy + i

∫ ∫
G

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy

è îáà èíòåãðàëà ðàâíû 0 â ñèëó óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà. Îòìåòèì åùå, ÷òî â êîì-
ïëåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà Ãðèíà çàïèøåòñÿ â âèäå∮

γ
f(z)dz = 2i

∫ ∫
G

∂f

∂z̄
dxdy

Íà ñàìîì äåëå ïðåäïîëîæåíèå î íåïðåðûâíîñòè f ′ èçëèøíå. (Ìû âñêîðå óáå-
äèìñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ñàìà ãîëîìîðôíà.) Ìîæíî òàêæå
âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå íåîäíîñâÿçíûå îáëàñòè.
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Îáùèé ñëó÷àé. Ïåðâûì øàãîì â îáîáùåíèè òåîðåìû Êîøè ÿâëÿåòñÿ ëåììà Ãóð-
ñà.

Ëåììà (Ãóðñà). Åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D, òî èíòåãðàë îò íåå
ïî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöå ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ∆ ⊂ D ðàâåí 0.

Îòìåòèì, ÷òî îäíîñâÿçíîñòü îáëàñòè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ; íî âåñü òðåóãîëüíèê (à íå
òîëüêî åãî ãðàíèöà) äîëæåí ëåæàòü â íåé öåëèêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ∆ ⊂ D òàêîé, ÷òî∣∣∣∣∮
∂∆
fdz

∣∣∣∣ =M > 0

Ðàçîáüåì åãî íà 4 òðåóãîëüíèêà ñðåäíèìè ëèíèÿìè. Î÷åâèäíî, èñõîäíûé èíòåãðàë
ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöàì ìàëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîýòîìó ïî êðàéíåé
ìåðå äëÿ îäíîãî èç ìàëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ (íàçîâåì åãî ∆1) äîëæíî áûòü∣∣∣∣∮

∂∆1

fdz

∣∣∣∣ ≥ M

4

Òðåóãîëüíèê ∆1 ñíîâà ðàçîáüåì ñðåäíèìè ëèíèÿìè íà 4 òðåóãîëüíèêà, è èç òåõ æå
ñîîáðàæåíèé äëÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç íèõ (íàçîâåì åãî ∆2) äîëæíî áûòü∣∣∣∣∮

∂∆2

fdz
∣∣∣∣ ≥ M

42

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå, ïîñòðîèì ñåìåéñòâî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà òðåóãîëüíè-
êîâ ∆k òàêèõ, ÷òî ∣∣∣∣∮

∂∆n

fdz
∣∣∣∣ ≥ M

4n

Òðåóãîëüíèêè ∆k (ìû ñ÷èòàåì èõ çàìêíóòûìè) èìåþò îáùóþ òî÷êó z0 ∈ D. Òàê
êàê f ãîëîìîðôíà â z0, ìîæíî íàïèñàòü

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + α(z)(z − z0)

ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî |α(z)| < ε
äëÿ âñåõ z èç îêðåñòíîñòè U = {|z − z0| < δ}. Â U ëåæèò õîòÿ áû îäèí òðåóãîëü-
íèê ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáîçíà÷èì åãî ∆n. Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà ïî åãî ãðàíèöå. Èíòåãðàëû îò ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàâíû 0, òàê ÷òî∮

∂∆n

fdz =
∮
∂∆n

α(z)(z − z0)dz

ïðè÷åì |α(z)| < ε è |z − z0| < |∂∆n| (ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà) äëÿ âñåõ z ∈ ∂∆n.

Îöåíêà èíòåãðàëà äàåò
∣∣∣∣∮
∂∆n

fdz

∣∣∣∣ < ε|∂∆n|2. Íî ïî ïîñòðîåíèþ |∂∆n| = |∂∆|/2n,
îòêóäà ∣∣∣∣∮

∂∆n

fdz

∣∣∣∣ < ε
|∂∆|2

4n

Òàêèì îáðàçîì,
M

4n
≤
∣∣∣∣∮
∂∆n

fdz

∣∣∣∣ < ε
|∂∆|2

4n
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ò.å. M < ε|∂∆|2. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M = 0.

Ñëåäñòâèå: â ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåììû Ãóðñà èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ëþáîãî ìíî-

ãîóãîëüíèêà ëåæàùåãî â D (çàìêíóòîé ëîìàíîé) ðàâåí 0. Èíòåãðàë
∮
γ
f(z)dz ïî

çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂ D ìîæíî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèçèòü èíòåãðàëîì ïî çà-
ìêíóòîé ëîìàíîé.

Ïåðâîîáðàçíàÿ. Ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f â îáëàñòè D ⊂ C íàçûâàåòñÿ ãîëî-
ìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ F òàêàÿ, ÷òî

F ′(z) = f(z) äëÿ âñåõ z ∈ D

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè F1, F2 � äâå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f â îáëàñòè D, òî
F2 − F1 = C, ãäå C � êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ F := F2−F1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ∂F/∂z̄ = ∂F/∂z = 0,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî F = C.

Èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðâîîáðàçíîé. Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî ëî-
êàëüíî (â êðóãå) ïåðâîîáðàçíàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà â ëþáîì ñî-

äåðæàùåìñÿ â D êðóãå U = {|z−z0| < r} îíà èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F (z) =
∫ z

z0
f(ζ)dζ,

ãäå z, z0 ∈ D, ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó [z0, z].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z+∆z � òî÷êà â D, ëåæàùàÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè z. Ïî ëåììå Ãóðñà∫ z

z0
f(ζ)dζ +

∫ z+∆z

z
f(ζ)dζ +

∫ z0

z+∆z
f(ζ)dζ = 0

Ïåðâîå ñëàãàåìîå çäåñü ðàâíî F (z), òðåòüå � F (z + ∆z) ñî çíàêîì ìèíóñ, ïîýòîìó
èìååì

F (z +∆z)− F (z) =
∫ z+∆z

z
f(ζ)dζ

Î÷åâèäíî,

f(z) =
1

∆z

∫ z+∆z

z
f(z)dζ

Îöåíèì

σ :=
F (z +∆z)− F (z)

∆z
− f(z) =

1

∆z

∫ z+∆z

z

(
f(ζ)− f(z)

)
dζ

Èìååì:

|σ| ≤ 1

|∆z|

∫ z+∆z

z

∣∣∣f(ζ)− f(z)
∣∣∣ |dζ|

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå z äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå,
÷òî ïðè |z − ζ| < δ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣f(ζ)− f(z)

∣∣∣ < ε
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Òàê êàê ζ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [z, z + ∆z], òî |z − ζ| ≤ |∆z| è, ñëåäîâàòåëüíî,
íåðàâåíñòâî

∣∣∣f(ζ) − f(z)
∣∣∣ < ε âûïîëíåíî, åñëè |∆z| < δ. Òîãäà |σ| < 1

|∆z| ε|∆z|, ò.å.
|σ| < ε åñëè |∆z| < δ. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
∆z→0

F (z +∆z)− F (z)

∆z
= f(z)

ò.å. F ′ = f .

Ïåðâîîáðàçíàÿ âäîëü ïóòè. Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà ôóíêöèÿ f è γ � íåïðå-
ðûâíûé ïóòü (îòîáðàæåíèå îòðåçêà I = [α, β] â D). Ôóíêöèÿ Φ : I → C íàçûâàåòñÿ
ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f âäîëü ïóòè γ, åñëè îíà: 1) íåïðåðûâíà, 2) äëÿ ëþáîé òî÷-
êè t0 ∈ I ñóùåñòâóåò êðóã U ñ öåíòðîì â γ(t0), â êîòîðîì f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ
FU , ïðè÷åì

FU(γ(t)) = Φ(t)

âåçäå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ut0 ⊂ I.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F âî âñåé îáëàñòè D, òî ôóíêöèÿ
F (γ(t)) áóäåò ïåðâîîáðàçíîé âäîëü ïóòè. Â îáùåì ñëó÷àå ïåðâîîáðàçíàÿ âäîëü ïóòè,
ÿâëÿÿñü ôóíêöèåé ïàðàìåòðà t, ìîæåò íå áûòü ôóíêöèåé òî÷êè z.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f è ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ïóòè γ :
I → D ïåðâîîáðàçíàÿ âäîëü ïóòè ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì îòðåçîê I = [α, β] íà n ïåðåêðûâàþùèõñÿ îòðåçêîâ Ik =
[tk, t

′
k] (áåðåì tk < tk+1 < t′k). Ïîëüçóÿñü ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè γ,

âûáåðåì Ik ñòîëü ìàëûìè, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî k äóãà êðèâîé γ(Ik) ñîäåðæàëàñü áû â
êðóãå Uk, â êîòîðîì f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.

Ñðåäè âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ â U1 (îíè îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó) âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíî îäíó è îáîçíà÷èì åå F1. Ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî ïåðâîîáðàçíóþ â U2; â
ïåðåñå÷åíèè U1 ∩ U2 îíà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò F1 ëèøü ïîñòîÿííûì ñëàãàåìûì (èáî
ýòî äâå ïåðâîîáðàçíûå îäíîé è òîé æå ôóíêöèè). Íàçîâåì F2 òó ïåðâîîáðàçíóþ â
U2, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ F1 â ïåðåñå÷åíèè U1 ∩ U2.

Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ìû â êàæäîì Uk âûáåðåì ïåðâîîáðàçíóþ Fk òàê, ÷òî
Fk = Fk−1 â ïåðåñå÷åíèè Uk−1 ∩ Uk. Ôóíêöèÿ

Φ(t) = Fk(γ(t)), t ∈ Ik (k = 1, . . . , n)

áóäåò ïåðâîîáðàçíîé âäîëü ïóòè. Ïðîèçâîë â âûáîðå F1 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îíà
îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà: åñëè γ : [α, β] → C � êóñî÷íî-ãëàäêèé
ïóòü, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà íåì è èìååò ïåðâîîáðàçíóþ Φ(t) âäîëü γ, òî∫

γ
fdz = Φ(β)− Φ(α)
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Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ñíà÷àëà ïóòü ãëàäêèé è ëåæèò â îáëàñòè, ãäå ôóíêöèÿ f èìååò
ïåðâîîáðàçíóþ F . Òîãäà Φ(t) = F (γ(t))+C, à Φ′(t) = F ′(γ(t))γ′(t) = f(γ(t))γ′(t). Ïî
îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà∫

γ
fdz =

∫ β

α
f(γ(t))γ′(t)dt =

∫ β

α
Φ′(t)dt = Φ(β)− Φ(α)

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàçáèòü γ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ãëàäêèõ ïóòåé, êàæäûé èç
êîòîðûõ ëåæèò â îáëàñòè, ãäå f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ. Ñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàòû èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ýòèì ïóòÿì, ïîëó÷àåì íàøå óòâåðæäåíèå.

Â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè ãëîáàëüíîé ïåðâîîáðàçíîé ìîæåò íå áûòü. Íàïðèìåð,
f(z) = 1/z â êîëüöå {0 < |z| < 1}. (Åñëè áû ïåðâîîáðàçíàÿ ñóùåñòâîâàëà, èíòåãðàë
âäîëü ëþáîãî çàìêíóòîãî ïóòè ðàâíÿëñÿ áû 0, ÷òî íå òàê.)

Òåîðåìà Êîøè î ãîìîòîïèè. Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà
îò ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ïî ïóòè ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè çàâèñèò òîëüêî îò
ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè.

Ïîëîæèì I = [0, 1].

• Äâà ïóòè γ0 : I → D è γ1 : I → D ñ îáùèìè êîíöàìè γ0(0) = γ1(0) = a,
γ0(1) = γ1(1) = b íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè â îáëàñòè D, åñëè ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ(s, t) : I × I → D òàêîå, ÷òî

γ(0, t) = γ0(t), γ(1, t) = γ1(t),

γ(s, 0) = a, γ(s, 1) = b

Ãîìîòîïíîñòü äâóõ ïóòåé γ0 ∼ γ1 â îáëàñòè D îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü íåïðåðûâíî
ïðîäåôîðìèðîâàòü èõ äðóã â äðóãà â îáëàñòè D. Ãîìîòîïíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê ÷òî âñå ïóòè ìîæíî ðàçáèòü íà ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû. Â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ëþáûå äâà ïóòè ñ îáùèìè êîíöàìè ãîìîòîïíû äðóã äðóãó.

Òåîðåìà (Êîøè). Åñëè f � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè D, à γ0, γ1 � äâà
ïóòè, ãîìîòîïíûå äðóã äðóãó â D, òî∫

γ0
fdz =

∫
γ1
fdz

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåìåéñòâî ïóòåé γs(t) = γ(s, t) : I → D îñóùåñòâëÿåò ãîìîòî-
ïèþ γ0 â γ1. Ïîëîæèì

J(s) =
∫
γs
fdz

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî J(0) = J(1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ J(s)
ëîêàëüíî ïîñòîÿííà íà I, ò.å. êàæäàÿ òî÷êà s0 ∈ I îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ vs0 ⊂ I
òàêîé, ÷òî J(s) = J(s0) äëÿ âñåõ s ∈ vs0 .

Ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f âäîëü ïóòè γs0 .
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îòðåçêà I òî÷êàìè 0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = 1 íà
îòðåçêè Ij = [tj−1, tj], äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ:
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à) Êðóãè Uj òàêèå, ÷òî γs0(Ij) ⊂ Uj

á) Ïåðâîîáðàçíûå Fj ôóíêöèè f â Uj òàêèå, ÷òî Φ(t) = Fj(γs0(t)) íà Ij è Fj = Fj−1

íà Uj ∩ Uj−1.

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè γ íà I × I íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
vs0 òî÷êè s0 òàêàÿ, ÷òî γ(vs0 × Ij) ⊂ Uj ïðè âñåõ j. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φs : I → C
ïåðåìåííîé t, çàâèñÿùóþ îò s ∈ vs0 êàê îò ïàðàìåòðà:

Φs(t) = Fj(γs(t)) íà Ij

Îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f âäîëü ïóòè γs.

Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

J(s) =
∫
γs
fdz = Φs(1)− Φs(0)

Ýòà ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò s ∈ vs0 . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ãîìîòîïíûõ ïóòåé ñ îáùèìè
êîíöàìè (γs(0) = a, γs(1) = b) ÷èñëà Φs(0) = F1(γs(0)) = F1(a), Φs(1) = Fn(γs(1)) =
Fn(b) íå çàâèñÿò îò s. Çíà÷èò, èõ ðàçíîñòü òîæå íå çàâèñèò îò s.

Åñëè γ0 è γ1 ãîìîòîïíû êàê çàìêíóòûå ïóòè (γs(0) = γs(1)), ôóíêöèè F1 è Fn
êàê äâå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè U1 ∩ Un òî÷êè zs = γs(0) = γs(1)
îòëè÷àþòñÿ íà íå çàâèñÿùóþ îò s êîíñòàíòó C, ò.å.

J(s) = Fn(γs(1))− F1(γs(0)) = Fn(zs)− F1(zs) = C

íå çàâèñèò îò s.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D, è ïóòü γ : I → D ãîìî-
òîïåí íóëþ â D, òî ∫

γ
f(z)dz = 0

Ñëåäñòâèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó èíòåãðàë ïî ïîñòîÿííîìó ïóòè γ(t) = z0 ðàâåí 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f C-äèôôåðåíöèðóåìà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, òî
èíòåãðàë îò íåå íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Èìåííî, åñëè γ ⊂ D è
γ1 ⊂ D � êðèâûå, èìåþùèå îäíè è òå æå êîíöû, òî∫

γ
f(z)dz =

∫
γ1
f(z)dz

Âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ëþáûå äâà ïóòè ãîìîòîïíû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, òî îíà

èìååò â ýòîé îáëàñòè ïåðâîîáðàçíóþ
∫ z

z0
f(ζ)dζ. Ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ âûðàæàåòñÿ

ôîðìóëîé F (z) =
∫ z

z0
f(ζ)dζ + C.

Èìååò ìåñòî ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà∫ z1

z0
f(ζ)dζ = F (z1)− F (z0)
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è ïðàâèëî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Òåîðåìà Êîøè äîïóñêàåò íåêîòîðûå ôîðìàëüíûå óñèëåíèÿ è îáîáùåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, îíà îñòàåòñÿ â ñèëå, êîãäà êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè D, à ôóíêöèÿ f
äèôôåðåíöèðóåìà â D è íåïðåðûâíà â çàìûêàíèè D̄ (ò.å. âïëîòü äî ãðàíèöû). Ñõåìà
äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà. Íàäî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé D1 ⊂ D2 ⊂ . . . ⊂ D
ñ ïðîñòûìè ãðàíèöàìè òàêóþ, ÷òî

∪∞
n=1Dn = D è ïðîâåðèòü, ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíî-

ñòüþ f â D̄, ÷òî

lim
n→∞

∮
∂Dn

fdz =
∮
∂D
fdz

Òàê êàê
∮
∂Dn

fdz = 0, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî è
∮
∂D fdz = 0.

Èìååòñÿ òàêæå îáîáùåíèå íà íåîäíîñâÿçíûå îáëàñòè � â ýòîì ñëó÷àå íóëþ ðàâåí
èíòåãðàë îò f ïî âñåì êîìïîíåíòàì ãðàíèöû (ñ ó÷åòîì èõ îðèåíòàöèè). Äîêàçàòåëü-
ñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ê îäíîñâÿçíîìó ñëó÷àþ ïóòåì ïðîâåäåíèÿ ðàçðåçîâ
ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîìïîíåíòàìè ãðàíèöû.

7 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè

Èíòåãðàë Êîøè. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè âîññòàíàâëèâàåò ôóíêöèþ, ãîëî-
ìîðôíóþ â îáëàñòè, ïî åå çíà÷åíèþ íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü D � îáëàñòü, ãðàíèöåé êîòîðîé ñëóæèò ïðîñòàÿ êðèâàÿ, è
ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè G ⊃ D. Òîãäà äëÿ âñåõ z ∈ D ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(z) =
1

2πi

∮
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèñê Ur ñ öåíòðîì â òî÷êå z. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

r > 0 Ūr ⊂ D. Ïðèìåíèì òåîðåìó Êîøè ê îáëàñòè D\ Ūr è ôóíêöèè
f(ζ)

ζ − z
. Ïîëó÷èì:

∮
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∮
∂Ur

f(ζ)

ζ − z
dζ

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò r. Ïîêàæåì, ÷òî îí ðàâåí 2πif(z). Èìååì∮
∂Ur

f(ζ)

ζ − z
dζ − 2πif(z) =

∮
∂Ur

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ

ãäå èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî
∮
∂Ur

dζ

ζ − z
= 2πi. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå

z è îöåíêè èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñêîëü óãîäíî ìàëà ïðè r → 0:∣∣∣∣∣
∮
∂Ur

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ maxζ∈Ur

|f(ζ)− f(z)|
r

2πr ≤ 2πmaxζ∈Ur |f(ζ)− f(z)|

Íî ïîñêîëüêó îíà íå çàâèñèò îò r, îíà äîëæíà áûòü ðàâíà 0.

Åñëè z /∈ D, òî
∮
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ = 0 ïî òåîðåìå Êîøè.
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Òåîðåìà î ñðåäíåì. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Êîøè ê îêðóæíîñòè ∂Ur ñ öåíòðîì â
òî÷êå a â ïàðàìåòðèçàöèè ζ = a+ reiθ ïîëó÷èì

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0
f(a+ reiθ)dθ

ò.å. çíà÷åíèå ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â öåíòðå ëþáîé îêðóæíîñòè ðàâíî åå ñðåäíåìó
çíà÷åíèþ íà ñàìîé îêðóæíîñòè (òåîðåìà î ñðåäíåì).

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ. Èç òåîðåìû î ñðåäíåì ëåãêî âûâåñòè óòâåðæäå-
íèå, ÷òî ìîäóëü íåïîñòîÿííîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè íå ìîæåò äîñòèãàòü ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìàêñèìóì ìîäóëÿ äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå z0, ò.å.

|f(z0)| =M ≥ |f(z)|

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

2πM = 2π|f(z0)| =
∣∣∣∣∫ 2π

0
f(z0 + reiφ)dφ

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0
|f(z0 + reiφ)|dφ ≤ 2πM

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ∫ 2π

0
|f(z0 + reiφ)|dφ = 2πM

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà êîíòóðå îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |f(z)| = M ïðè
z = z0+ re

iφ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ |f(z)| íå ìîæåò áûòü áîëüøå M íè â îäíîé
òî÷êå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r. Åñëè æå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêîé-òî òî÷êå ζ ýòîé
îêðóæíîñòè |f(ζ)| ñòðîãî ìåíüøåM , òî èç íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî |f(ζ)| < M è â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ, ò.å. ìîæíî óêàçàòü îòðåçîê [φ1, φ2] èíòåãðèðîâàíèÿ,
íà êîòîðîì |f(z)| ≤M − ε, ε > 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå:

2πM =
∫ 2π

0
=
∫ φ1

0
+
∫ φ2

φ1

+
∫ 2π

φ2

≤ (M − ε)(φ2 − φ1) +M(2π−(φ2 − φ1)) < 2πM

Èòàê, íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ôóíêöèÿ |f(z)| èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå
ñâîåìó ìàêñèìóìó. Òî æå áóäåò èìåòü ìåñòî è íà ëþáîé îêðóæíîñòè ìåíüøåãî ðà-
äèóñà ñ öåíòðîì â z0, à ñëåäîâàòåëüíî è âî âñåì êðóãå K0.

Òåïåðü ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî æå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ |f(z)| ïðèíèìàåò è â ëþáîé
âíóòðåííåé òî÷êå z∗ îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî ñîåäèíèì òî÷êè z0 è z∗ êðèâîé C, öåëèêîì
ëåæàùåé â îáëàñòè è îòñòîÿùåé îò åå ãðàíèöû íà íåêîòîðîå d > 0. Âîçüìåì òî÷êó z1,
ÿâëÿþùóþñÿ ïîñëåäíåé îáùåé òî÷êîé êðèâîé C è êðóãà K0. Ïîñêîëüêó |f(z1)| =M ,
ìîæíî ïîâòîðèòü ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå äëÿ òî÷êè z1 è ïîêàçàòü, ÷òî âíóòðè
êðóãà K1 ñ öåíòðîì â z1 ðàäèóñà R1 ≥ d ôóíêöèÿ |f(z)| èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå,
ðàâíîå M . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ äîñòèãíåì òî÷êè
z∗.

Åñëè ôóíêöèÿ f íå ðàâíà 0 íè â îäíîé òî÷êå îáëàñòè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìî-
äóëÿ, ïðèìåíåííûé ê ôóíêöèè 1/f äàåò ïðèíöèï ìèíèìóìà ìîäóëÿ äëÿ f .
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Ôîðìóëà Êîøè-Ãðèíà. Åñëè f èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â çà-
ìûêàíèè êîìïàêòíîé îáëàñòè D, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(z) =
1

2πi

∮
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

π

∫ ∫
D

∂f

∂ζ̄

dξdη

ζ − z

(çäåñü ζ = ξ+ iη). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñêëþ÷èì èç D ìàëûé êðóã Ūr ñ öåíòðîì â z

è ê ôóíêöèè
f(ζ)

ζ − z
â îáëàñòè Dr = D \ Ūr ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà â êîìïëåêñíîé

çàïèñè
∮
γ
f(z)dz = 2i

∫ ∫
G

∂f

∂z̄
dxdy. Áóäåì èìåòü:

∮
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ −

∮
∂Ur

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2i

∫ ∫
Dr

∂f

∂ζ̄

dξdη

ζ − z

Òàê êàê f íåïðåðûâíà â z, âî âòîðîì èíòåãðàëå ìîæíî ïîäñòàâèòü f(ζ) = f(z)+O(r),
ãäå O(r) → 0 ïðè r → 0. Ïîýòîìó

∮
∂Ur

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2πif(z) +O(r)

è â ïðåäåëå r → 0 ïîëó÷àåì ôîðìóëó Êîøè-Ãðèíà.

8 Èíòåãðàëû òèïà Êîøè è èõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

Èíòåãðàëîì òèïà Êîøè íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

F (z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ

ãäå f � íåêîòîðàÿ (íåïðåðûâíàÿ) ôóíêöèÿ íà êðèâîé Γ. Êðèâàÿ ìîæåò áûòü êàê

çàìêíóòîé, òàê è ðàçîìêíóòîé. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ, à ôóíêöèÿ
1

ζ − z
� ÿäðîì Êîøè.

Ãîëîìîðôíîñòü èíòåãðàëà òèïà Êîøè. Èíòåãðàë òèïà Êîøè ÿâëÿåòñÿ ãîëî-
ìîðôíîé ôóíêöèåé âåçäå âíå êðèâîé Γ.

Òåîðåìà. Èíòåãðàë òèïà Êîøè ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â ëþáîé òî÷-
êå z, íå ëåæàùåé íà êðèâîé Γ, ïðè÷åì

F ′(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

F (z + h)− F (z)

h
=

1

2πi

∫
Γ

f(ζ) dζ

(ζ − z)(ζ − z − h)
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è

σ :=
F (z + h)− F (z)

h
− 1

2πi

∫
Γ

f(ζ) dζ

(ζ − z)2
=

1

2πi

∫
Γ

hf(ζ) dζ

(ζ − z)2(ζ − z − h)

Òàê êàê z íå ëåæèò íà êðèâîé Γ, âñåãäà ìîæíî óêàçàòü δ > 0 òàêîå, ÷òî çàìêíóòûé
äèñê |ζ − z| ≤ δ áóäåò íàõîäèòüñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè d îò Γ. Ïóñòü |h| < δ.
Î÷åâèäíî, äëÿ âñåõ òî÷åê t ∈ Γ áóäåì èìåòü |t− z| > d, |t− z − h| > d. Òîãäà

|σ| = 1

2π

∣∣∣∣∣
∫
Γ

hf(ζ) dζ

(ζ − z)2(ζ − z − h)

∣∣∣∣∣ < hLM

2πd3

ãäå L � äëèíà êðèâîé Γ, àM = max|f(t)| ïðè t ∈ Γ. Ïîýòîìó ïðåäåë h→ 0 ñóùåñòâóåò
è ðàâåí 0.

Èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. ×òîáû èçó÷èòü âîïðîñ î ãðàíè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëà òèïà Êîøè, íàäî âûÿñíèòü ñìûñë, êîòîðûé ìîæíî ïðèäàòü
ýòîìó (ðàñõîäÿùåìóñÿ â îáû÷íîì ïîíèìàíèè) èíòåãðàëó, êîãäà òî÷êà z ëåæèò íà
êîíòóðå Γ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ � çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî÷êà z0 ∈ Γ. Ïóñòü γ �
îêðóæíîñòü |z − z0| = r íåêîòîðîãî ìàëîãî ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â z0. ×àñòü êðèâîé
Γ, ëåæàùóþ âíå êðóãà |z − z0| ≤ r îáîçíà÷èì ÷åðåç Γr. Èíòåãðàë

Ir =
∫
Γr

f(z)dz

z − z0

èìååò ñìûñë â îáû÷íîì ïîíèìàíèè. Åñëè ñóùåñòâóåò limr→0 Ir = I, òî ýòîò ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ èëè îñîáûì èíòåãðàëîì òèïà
Êîøè. Îí ñóùåñòâóåò ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëü-
íî ôóíêöèè ïëîòíîñòè.

Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå z0 êîíòóðà Γ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëü-
äåðà ñ ïîêàçàòåëåì 0 < µ ≤ 1:

• Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿM òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ Γ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ
ê z0, èìååò ìåñòî

|f(z)− f(z0)| ≤M |z − z0|µ

Î÷åâèäíî, óñëîâèå Ãåëüäåðà ñèëüíåå, ÷åì ïðîñòî íåïðåðûâíîñòü.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïðè ëþáîì z0 ∈ Γ
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü îò ôóíêöèè f , ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Ãåëüäåðà
âñþäó íà Γ. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì íàø èíòåãðàë â âèäå

Ir =
∫
Γr

f(z)dz

z − z0
=
∫
Γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz + f(z0)

∫
Γr

dz

z − z0

=
∫
Γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz + f(z0)

∮
Γr∪γ+

dz

z − z0
− f(z0)

∫
γ+

dz

z − z0

=
∫
Γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz + 2πif(z0)− f(z0)

∫
γ+

dz

z − z0
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ãäå γ+ � ÷àñòü îêðóæíîñòè γ, ëåæàùàÿ âíå êîíå÷íîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé

Γ. Èç óñëîâèÿ Ãåëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

∣∣∣∣∣ ≤ M

|z − z0|1−µ
. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

ñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∮
Γ

f(z)− f(z0)

z − z0
dz = lim

r→0

∫
Γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz

Êðîìå òîãî,

lim
r→0

∫
γ+

dz

z − z0
= i lim

r→0

∫
γ+
dφ = πi

Â èòîãå èìååì

lim
r→0

Ir =
∮
Γ

f(z)dz

z − z0
= πif(z0) +

∮
Γ

f(z)− f(z0)

z − z0
dz

Â ñëó÷àå íåçàìêíóòîãî êîíòóðà ñ êîíöàìè a, b ê ýòîìó âûðàæåíèþ äîáàâëÿåòñÿ

f(z0) log
b− z0
a− z0

.

Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè. Äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíî ñëå-
äóþùóþ ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå z0 ∈ Γ óñëîâèþ Ãåëüäåðà,
è òî÷êà z ñòðåìèòñÿ ê z0 òàê, ÷òî îòíîøåíèå h = |z − z0| ê d (êðàò÷àéøåìó
ðàññòîÿíèþ z îò òî÷åê Γ) îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Òîãäà

lim
z→z0

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z
dζ =

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z0
dζ

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ðàçíîñòü ìåæäó èíòåãðàëàìè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ:

∆ = (z − z0)
∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

(ζ − z)(ζ − z0)
dζ = ∆1 +∆2

Ðàçîáüåì èíòåãðàë íà äâà, èç êîòîðûõ ïåðâûé èäåò ïî äóãå c êðèâîé Γ, äëÿ òî÷åê
êîòîðîé |ζ − z0| ≤ δ (âûáîð δ áóäåò ñäåëàí ïîçäíåå), à âòîðîé � ïî îñòàâøåéñÿ ÷àñòè
Γ′ = Γ \ c. Îöåíêà ïåðâîãî èíòåãðàëà:

|∆1| ≤
∫
c

hM |ζ − z0|µ

d|ζ − z0|
|dζ| = hM

d

∫
c

|dζ|
|ζ − z0|1−µ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t = |ζ − z0| äëèíó õîðäû, ñòÿãèâàþùåé äóãó z0ζ êðèâîé Γ. Îò-
íîøåíèå äëèíû äóãè ê äëèíå ñòÿãèâàþùåé åå õîðäû îãðàíè÷åíî, ò.å. |dζ| ≤ Adt, è
òîãäà

|∆1| ≤ 2
hMA

d

∫ δ

0

dt

t1−µ
= const·δµ

Îòñþäà âèäíî, ÷òî δ ìîæíî âûáðàòü ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû |∆1| íå ïðåâîñõîäèëà ëþ-
áîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε/2.
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Äëÿ ζ ∈ Γ \ c èìååì |ζ − z0| ≥ δ. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî |z − z0| < δ/2, ïîëó÷èì
|ζ − z| ≥ δ/2. Îòñþäà

|∆2| < C
|z − z0|
δ2

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò z0 è z. Âèäèì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |z − z0|
âåëè÷èíà |∆2| òàêæå íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ε/2.

Ôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ Γ è ïåðåïèøåì èíòåãðàë òèïà Êîøè â âèäå:

F (z) =
1

2πi

∮
Γ

f(ζ) dζ

ζ − z
=

1

2πi

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z
dζ +

f(z0)

2πi

∮
Γ

dζ

ζ − z

Â ñèëó èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè

F (z) =



1

2πi

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z
dζ + f(z0), z ∈ D

1

2πi

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z
dζ, z ∈ C \ D

ãäå D � êîíå÷íàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé Γ. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè z → z0

èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê
∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z0
dζ. Ñðàâíèâàÿ ñ ôîðìóëàìè äëÿ

èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (îñîáîãî èíòåãðàëà òèïà Êîøè), ïîëó÷àåì
ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

F±(z0) =
1

2πi

∮
Γ

f(ζ)dζ

ζ − z0
± 1

2
f(z0)

êîòîðûå âûðàæàþò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè ïðè ñòðåìëåíèè òî÷-
êè z ê ãðàíè÷íîé òî÷êå z0 èçíóòðè (çíàê +) è ñíàðóæè (çíàê −). Èç íèõ ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ F (z) èìååò íà êîíòóðå Γ ñêà÷îê

F+(z0)− F−(z0) = f(z0)

ðàâíûé ôóíêöèè ïëîòíîñòè â äàííîé òî÷êå êîíòóðà.

9 Ðÿäû Òåéëîðà

×èñëîâûå è ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû (íàïîìèíàíèå). Ðÿä èç êîìïëåêñíûõ

÷èñåë
∞∑
n=0

an íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè Sn =
n∑
k=0

ak èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë S;

ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

un(z), ãäå ôóíêöèè un(z) îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì ìíî-

æåñòâå E ⊂ C íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà E, åñëè îí ñõîäèòñÿ â êàæäîé
òî÷êå z ∈ E è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N
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è âñåõ z ∈ E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

uk(z)

∣∣∣∣∣∣ < ε. Â ýòîì îïðåäåëåíèè âàæíî òî, ÷òî N çàâèñèò òîëüêî

îò ε, íî íå îò z.

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (äîñòàòî÷íûé, íî íå íåîáõîäè-
ìûé): åñëè âñþäó â D ÷ëåíû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ìîãóò áûòü ìàæîðèðîâàíû
÷ëåíàìè àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà, òî ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â D.
Â ïðèëîæåíèÿõ â êà÷åñòâå ìàæîðèðóþùåãî ðÿäà îáû÷íî âûñòóïàåò ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ.

Òî÷íî òàê æå, êàê â âåùåñòâåííîì àíàëèçå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóììà ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íåïðåðûâíûõ íà D ôóíêöèé íåïðåðûâíà íà D è ÷òî ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùèéñÿ ðÿä èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü.

Ñòåïåííûå ðÿäû. Â ÒÔÊÏ îñîáóþ ðîëü èãðàþò ñòåïåííûå ðÿäû.

Òåîðåìà (Àáåëü). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

cn(z − a)n ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0, òî

îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êðóãå K0 = {|z−a| < |z0−a|}, à â êðóãå K1 = {|z−a| ≤ ρ},
ãäå ρ < |z0 − a|, îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0. Â ñèëó ñõî-
äèìîñòè ðÿäà

∑
cnz

n â òî÷êå z0 èìååì |cnzn0 | < M ïðè âñåõ n. Ïóñòü z ∈ K0, òî-

ãäà |cnzn| = |cnzn0 |
∣∣∣ z
z0

∣∣∣n < Mqn, ãäå q = |z/z0| < 1. Ïóñòü z ∈ K1, òîãäà |cnzn| ≤
M |z/z0|n ≤ Mqn1 , ãäå q1 = ρ/|z0| íå çàâèñèò îò z, è ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â K1.

Òåîðåìà (Êîøè-Àäàìàð). Ïóñòü äàí ñòåïåííîé ðÿä
∑
cn(z − a)n, è

lim
n→∞

n

√
|cn| =

1

R

ãäå 0 ≤ R ≤ ∞ 1. Òîãäà â êðóãå |z − a| < R ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè |z − a| > R
ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïÿòü êëàäåì a = 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé R ̸= 0,∞.

Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî ïðåäåëà (ñâîéñòâî 2)) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè

N òàêîå, ÷òî ïðè n ≥ N èìååì n

√
|cn| <

1 + ε

R
è, ñëåäîâàòåëüíî,

|cnzn| <
(
1 + ε

R
|z|
)n

Åñëè |z| < R, ìîæíî âçÿòü ε ñòîëü ìàëîå, ÷òî 1+ε
R

|z| = q < 1, òàê ÷òî ÷ëåíû ðÿäà
ìàæîðèðóþòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.

Èç óñëîâèÿ 1) â îïðåäåëåíèè âåðõíåãî ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk → ∞ òàêóþ, ÷òî nk

√
|cnk

| > 1− ε

R
è, ñëåäîâà-

1Âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ÷èñëî A òàêîå, ÷òî
1) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ank

→ A, 2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî
an < A+ ε äëÿ âñåõ n ≥ N
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òåëüíî,

|cnk
znk | >

(
1− ε

R
|z|
)nk

Åñëè |z| > R, ìîæíî âçÿòü ε ñòîëü ìàëîå, ÷òî 1−ε
R

|z| > 1, òîãäà |cnk
znk | > 1, ò.å.

îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê 0, è ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåðû ðÿäîâ:
∞∑
n=1

zn

nn
(R = ∞),

∞∑
n=1

zn (R = 1),
∞∑
n=1

nnzn (R = 0).

Ïðè |z| = R ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. Ïðèìåðû:
∞∑
n=1

zn (ðàñ-

õîäèòñÿ ïðè âñåõ |z| = 1),
∞∑
n=1

zn

n
(ïðè z = −1 ñõîäèòñÿ, ïðè z = 1 ðàñõîäèòñÿ),

∞∑
n=1

zn

n2

(ñõîäèòñÿ ïðè |z| = 1).

Ðÿäû Òåéëîðà. Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ìîæíî ðàçëàãàòü â ðÿä Òåéëîðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è a ∈ D � ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà. Òîãäà â ëþáîì êðóãå UR = {|z − a| < R} ⊂ D ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà ñóììå
ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ∈ UR � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà; âûáåðåì ÷èñëî r òàê, ÷òîáû
|z − a| < r < R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γr îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â a. Èç
èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè

f(z) =
1

2πi

∮
γr

f(ζ)

ζ − z
dζ

Ðàçëîæèì ÿäðî Êîøè â ýòîé ôîðìóëå:

1

ζ − z
=

1

(ζ − a)
(
1− z−a

ζ−a

) =
∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1

Òàê êàê äëÿ âñåõ ζ ∈ γr èìååì
∣∣∣ z−a
ζ−a

∣∣∣ < 1, ïðîãðåññèÿ ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-

ìåðíî ïî ζ íà γr. Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà 1
2πi

f(ζ) (ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó
ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íå íàðóøèòñÿ) è ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðóåì ïî γr. Ïîëó÷èì

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n, cn =
1

2πi

∮
γr

f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1

Èíòåãðàë ïî γr íå çàâèñèò îò r (ïðè 0 < r < R).

Ïîñòðîåííûé ñòåïåííîé ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â a.

Îòìåòèì ïðîñòûå, íî âàæíûå ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå (íåðàâåíñòâà Êîøè). Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â çàìêíóòîì êðóãå
Ū = {|z − a| ≤ r è íà îêðóæíîñòè γr = ∂U åå ìîäóëü ≤ M . Òîãäà êîýôôèöèåíòû
ðÿäà Òåéëîðà ñ öåíòðîì â a óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|cn| ≤
M

rn
, n = 0, 1, 2, . . .

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Åñëè ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà â C è îãðàíè÷åíà,
òî îíà ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî äîêàçàííîìó âûøå â ëþáîì çàìêíóòîì êðóãå Ū = {|z| ≤ r}
ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Òåéëîðà

∑
cnz

n, êîýôôèöèåíòû êî-
òîðîãî íå çàâèñÿò îò r. Ò.ê. f îãðàíè÷åíà (ïóñòü |f | ≤ M), ïî íåðàâåíñòâàì Êîøè
èìååì |cn| ≤ M/rn. Çäåñü r ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêî, ïîýòîìó ïðè n ≥ 1
ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè r → ∞. Íî ëåâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò r, îòêóäà
çàêëþ÷àåì, ÷òî cn = 0 ïðè n ≥ 1, ò.å. f(z) = c0 = const.

Âàðèàíò ôîðìóëèðîâêè: åñëè ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C, òî îíà ïîñòîÿííà.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ìîæíî ðàçëàãàòü â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
Òåéëîðà. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî, è îáðàòíî, ñóììà ëþáîãî ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî
ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé.

Òåîðåìà. Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà f(z) =
∑
cn(z−a)n ãîëîìîðôíà â êðóãå åãî ñõî-

äèìîñòè. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ f ′(z) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà, ïîëó÷åííîãî ïî÷ëåí-
íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà äëÿ f(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íàøåãî ðÿäà ðàâåí R > 0. Ñîñòàâèì ðÿä
èç ïðîèçâîäíûõ

φ(z) =
∞∑
n=1

ncn(z − a)n−1

Åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè òîæå ðàâåí R. Íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ êðóãà ñõîäè-
ìîñòè UR îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà â ýòîì
êðóãå. Ïî òîé æå ïðè÷èíå ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ïî ãðàíèöå ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà ∆ ⊂ UR: ∮

∂∆
φdz =

∞∑
n=1

ncn

∮
∂∆

(z − a)n−1dz = 0

Ïî äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìå ôóíêöèÿ

∫
[a,z]

φ(ζ)dζ =
∞∑
n=1

ncn

∫
[a,z]

(z − a)n−1dζ =
∞∑
n=1

cn(z − a)n

â êàæäîé òî÷êå èìååò ïðîèçâîäíóþ, ðàâíóþ φ(z). Íî òîãäà è ôóíêöèÿ f(z) = c0 +∫
[a,z] φ(ζ)dζ â êàæäîé òî÷êå èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(z) = φ(z).
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Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f(z) =
∑
cn(z − a)n èìå-

åò ãîëîìîðôíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, ðÿäû äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ìíî-
ãîêðàòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà äëÿ f . Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðÿä n ðàç è
ïîëîæèâ z = a, ïîëó÷èì

cn =
f (n)(a)

n!
, n = 0, 1, 2, . . .

Ñðàâíèâ ñ ðàíåå íàéäåííîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, áóäåì
èìåòü:

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
∂D

f(ζ) dζ

(ζ − z)n+1

Òåîðåìà (Ìîðåðà). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â îáëàñòè D, è èíòåãðàë îò
íåå ïî ãðàíèöå ëþáîãî òðåóãîëüíèêà, êîìïàêòíî ïðèíàäëåæàùåãî D, ðàâåí 0, òî f
ãîëîìîðôíà â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ãîëîìîðôíîñòü â ïðîèçâîëüíîì êðóãå U ⊂ D.
Ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ïåðâîîáðàçíîé, f èìååò â U ïåðâîîáðàçíóþ F . Íî êàê
ìû òåïåðü çíàåì, ïðîèçâîäíàÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè F ñàìà ãîëîìîðôíà.

Òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Êàæäîå èç ñëå-
äóþùèõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòíî ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå a:

(1) Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ C-äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a;

(2) Ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â òî÷êå a, ò.å. ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì
â òî÷êå a, ñõîäÿùèéñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a;

(3) Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè a è èíòåãðàë ïî
ãðàíèöå ëþáîãî òðåóãîëüíèêà â U ðàâåí 0.

(1) =⇒ (2): Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà;

(2) =⇒ (1): Òåîðåìà î ãîëîìîðôíîñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà;

(1) =⇒ (3): Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè;

(3) =⇒ (1): Òåîðåìà Ìîðåðû.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ãî-
ëîìîðôíûõ ôóíêöèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà.

Òåîðåìà (Âåéåðøòðàññ). Ïóñòü ôóíêöèè fn(z) ãîëîìîðôíû â îáëàñòè D, è
ðÿä f(z) =

∑
fn(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå, ëåæàùåì â D. Òîãäà

f ãîëîìîðôíà, è f ′(z) =
∑
f ′
n(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ D ðàññìîòðèì çàìêíóòûé äèñê ŪR ñ
öåíòðîì â a. Åñëè γ ∈ ŪR � ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà, òî ââèäó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè∮

γ
f(z)dz =

∞∑
n=0

∮
γ
fn(z)dz = 0
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è ïî òåîðåìå Ìîðåðû f ãîëîìîðôíà â ŪR. Êðîìå òîãî,

f ′(a) =
1

2πi

∮
∂UR

f(z) dz

(z − a)2
=

1

2πi

∮
∂UR

∞∑
n=0

fn(z) dz

(z − a)2
=

∞∑
n=0

1

2πi

∮
∂UR

fn(z) dz

(z − a)2
=

∞∑
n=0

f ′
n(a)

10 Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f (ãîëîìîðôíîé â ýòîé òî÷êå), åñëè f(a) = 0.
Èçó÷èì ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè åå íóëÿ.

Ëåììà. Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ íóëåì ãîëîìîðôíîé â ýòîé òî÷êå ôóíêöèè f ,
íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî íóëþ íè â êàêîé îêðåñòíîñòè a, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
n ∈ N, ÷òî f(z) = (z − a)nϕ(z), ãäå ôóíêöèÿ ϕ ãîëîìîðôíà â a è îòëè÷íà îò 0 â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè a: f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n. Ïîñêîëüêó f(a) = 0, c0 = 0, íî âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà

íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè 0, èáî òîãäà f ≡ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè a. Ïóñòü cn �
ïåðâûé îòëè÷íûé îò 0 êîýôôèöèåíò. Îáîçíà÷èì ϕ(z) = cn+cn+1(z−a)+. . .. Ýòîò ðÿä
ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è ïðåäñòàâëÿåò ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ
òàêóþ, ÷òî ϕ(a) = cn ̸= 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ýòîé ôóíêöèè ϕ ̸= 0 â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè.

Òåì ñàìûì âñåãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé íåò íóëåé îòëè÷íûõ
îò a, ò.å. íóëè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èçîëèðîâàíû. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì
íóëÿ.

Òåîðåìà (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D,
è f(zn) = 0 ãäå {zn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç D òàêàÿ, ÷òî
limn→∞ zn = a, a ∈ D. Òîãäà f(z) ≡ 0 â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì z− a è ïîêàæåì,
÷òî âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü òî÷êè a òàêàÿ, ÷òî f(z) ̸= 0 ïðè z ̸= a. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.
Çíà÷èò, âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà ðàâíû 0. Ðÿä ñõîäèòñÿ â êðóãå K : |z − a| < ρ0, ãäå
ρ0 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî ãðàíèöû îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, f(z) ≡ 0 â êðóãå K.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàâíà 0 â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè D. Äëÿ ýòîãî
âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó ζ ∈ D è ñîåäèíèì åå ñ òî÷êîé a ëîìàíîé, ëåæàùåé â D. Äîïó-
ñòèì, ÷òî f(ζ) ̸= 0. Òîãäà íà ëîìàíîé íàéäåòñÿ òî÷êà a′ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) Íà ó÷àñòêå ëîìàíîé ìåæäó a è a′ ôóíêöèÿ f ðàâíà 0;

á) Â êðóãå |z − a′| < ρ ïðè ëþáîì ρ > 0 íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé
f ̸= 0.
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Òîãäà ìû ìîæåì âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê z′n ëîìàíîé, äëÿ êîòîðûõ z′n → a′

è f(z′n) = 0 è ïîâòîðèòü ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî f(z) = 0
â íåêîòîðîì êðóãå |z − a′| < r. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó ñâîéñòâó òî÷êè a′.

Ïðèìåð: ôóíêöèÿ sin(1/z) èìååò íóëè â òî÷êàõ zn = 1/πn, è lim zn = 0, íî f(z) íå
òîæäåñòâåííûé íîëü. Ýòîò ïðèìåð íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå, ò.ê. ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
0 íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè.

Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè: Ïóñòü ôóíêöèè f, g ãîëîìîðô-
íû â îáëàñòè D è ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå E, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â D è èìååò
ïðåäåëüíóþ òî÷êó a ∈ D. Òîãäà f ≡ g â D.

11 Ðÿäû Ëîðàíà

Ðÿäû Òåéëîðà ïðåäñòàâëÿþò ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè â êðóãàõ. Áîëåå îáùèå ðÿäû
ïî ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì (ðÿäû Ëîðàíà) ïðåäñòàâëÿþò ãîëî-
ìîðôíûå ôóíêöèè â êîíöåíòðè÷åñêèõ êîëüöàõ.

Òåîðåìà. Ëþáóþ ôóíêöèþ, ãîëîìîðôíóþ â êîëüöå V = {r < |z−a| < R}, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∮
|z−a|=ρ

f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1
, n = 0,±1,±2, . . .

ãäå r < ρ < R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì z ∈ V è ïîñòðîèì êîëüöî V ′ = {ζ : r′ < |ζ − a| < R′

òàêîå, ÷òî z ∈ V ′ ⊂ V . Èìååì

f(z) =
1

2πi

∮
Γ′

f(ζ) dζ

ζ − z
− 1

2πi

∮
γ′

f(ζ) dζ

ζ − z

ãäå Γ′ = {|ζ − a| = R′}, γ′ = {|ζ − a| = r′}.

Íà Γ′
∣∣∣ z−a
ζ−a

∣∣∣ < 1, ïîýòîìó ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

1

ζ − z
=

1

(ζ − a)
(
1− z−a

ζ−a

) =
∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî ζ. Óìíîæàÿ åå íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ
1

2πi
f(ζ) (÷òî íå íàðóøàåò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè) è èíòåãðèðóÿ ïî Γ′, ïîëó÷àåì

1

2πi

∮
Γ′

f(ζ) dζ

ζ − z
=

∞∑
n=0

cn(z − a)n, cn =
1

2πi

∮
Γ′

f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1
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Íà γ′
∣∣∣ ζ−a
z−a

∣∣∣ < 1, ïîýòîìó ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

− 1

ζ − z
=

1

(z − a)
(
1− ζ−a

z−a

) =
∞∑
n=1

(ζ − a)n−1

(z − a)n

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî ζ. Óìíîæàÿ åå íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ
1

2πi
f(ζ) è èíòåãðèðóÿ ïî γ′, ïîëó÷àåì

− 1

2πi

∮
γ′

f(ζ) dζ

ζ − z
=

−∞∑
n=−1

cn(z − a)n, cn =
1

2πi

∮
γ′
f(ζ)(ζ − a)−n−1dζ (n < 0)

Ñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ðÿä Ëîðàíà. Çàìåòèì åùå, ÷òî â èíòåãðàëàõ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ îêðóæíîñòè Γ′ è γ′ ìîæíî çàìåíèòü ëþáîé îêðóæíîñòüþ |ζ−a| = ρ
ñ r < ρ < R.

Ñîâîêóïíîñòü ÷ëåíîâ ðÿäà Ëîðàíà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè íàçûâàåòñÿ
åãî ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ, à ñ îòðèöàòåëüíûìè � ãëàâíîé ÷àñòüþ. Ñõîäèìîñòü ðÿäà
Ëîðàíà îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ñõîäÿòñÿ ðÿäû, ïðåäñòàâëÿþùèå åãî ðåãóëÿð-
íóþ è ãëàâíóþ ÷àñòè.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðíîé ÷àñòè: R =
(
lim
n→∞

n
√
cn

)−1

.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ãëàâíîé ÷àñòè: r = lim
n→∞

n
√
c−n.

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Ëîðàíà � êðóãîâîå êîëüöî r < |z − a| < R.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f â êîëüöå V ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Ëîðàíà, òî åãî êîýô-
ôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∮
|z−a|=ρ

f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1
, n = 0,±1,±2, . . .

Èíûìè ñëîâàìè, âñÿêèé ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî öåëûì ñòåïåíÿì z− a ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì
Ëîðàíà ñâîåé ñóììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îêðóæíîñòè γρ ðÿä Ëîðàíà f(z) =
∑
ck(z − a)k ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî, è ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíèòñÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà (z − a)−n−1

(n = 0,±1,±2, . . .):
∞∑

k=−∞
ck(z − a)k−n−1 =

f(z)

(z − a)n+1

Èíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî ïî γρ:

∞∑
k=−∞

ck

∫
γρ
(z − a)k−n−1dz =

∫
γρ

f(z)dz

(z − a)n+1

îòêóäà 2πicn =
∫
γρ

f(z)dz

(z − a)n+1
.

Íåðàâåíñòâà Êîøè îáîáùàþòñÿ äëÿ ðÿäîâ Ëîðàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â êîëüöå V è íà îêðóæíîñòè γρ åå ìîäóëü ≤M . Òîãäà

|cn| ≤
M

ρn
, n = 0,±1,±2, . . .

33



12 Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé f ãîëîìîðôíà.

Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ

(i) óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
z→a

f(z) = A;

(ii) ïîëþñîì, åñëè lim
z→a

f(z) = ∞;

(iii) ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè f íå èìååò ïðåäåëà ïðè z → a.

Ïðèìåðû:
sin z

z
, 1/z, e1/z.

Òåîðåìà. Äëÿ ôóíêöèè f , ãîëîìîðôíîé â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a,
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) a � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà;

(2) f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a;

(3) êîýôôèöèåíòû Ëîðàíà cn = 0 ïðè n < 0;

(4) ìîæíî äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ ïðè z = a òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà ñòàëà
ãîëîìîðôíîé âî âñåé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) =⇒ (2): î÷åâèäíî.

(2) =⇒ (3): Åñëè |f(z)| ≤ M ïðè 0 < |z − a| < ε′, òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì Êîøè
|c−k| ≤Mρk ïðè âñåõ k ≥ 1 è âñåõ 0 < ρ < ε′. Ïðè ρ→ 0 ïîëó÷àåì c−k = 0.

(3) =⇒ (4): Ïî óñëîâèþ èìååì f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n ïðè 0 < |z − a| < ε. Åñëè ïîëî-

æèòü f(a) = c0, ýòî áóäåò âåðíî ïðè âñåõ |z − a| < ε. Òîãäà ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà âî
âñåé îêðåñòíîñòè.

(4) =⇒ (1): î÷åâèäíî.

Òåîðåìà. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ â òî÷êå a ñîäåðæèò ëèøü
êîíå÷íîå (íî íåíóëåâîå) ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷ëåíîâ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a � ïîëþñ; ò.ê. lim
z→a

f(z) = ∞, ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé f ̸= 0. Â ýòîé îêðåñòíîñòè ãîëîìîðôíà g(z) = 1/f(z),
ïðè÷åì lim

z→a
g(z) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáåííîñòüþ (íóëåì)

äëÿ g, è â íàøåé îêðåñòíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

g(z) = bN(z − a)N + bN+1(z − a)N+1 + . . . , bN ̸= 0

Íî òîãäà â òîé æå îêðåñòíîñòè

f(z) =
1

(z − a)N
1

bN + bN+1(z − a) + . . .
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Âòîðîé ìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ãîëîìîðôíîé â òî÷êå a è äîïóñêàåò ðàçëî-
æåíèå â ðÿä Òåéëîðà

1

bN + bN+1(z − a) + . . .
= c−N + c−N+1(z − a) + . . . , c−N =

1

bN
̸= 0

Ïîýòîìó

f(z) =
c−N

(z − a)N
+

c−N+1

(z − a)N−1
+ . . .+

∞∑
n=0

cn(z − a)n

ò.å. ãëàâíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëîðàíîâñêèì ðàç-
ëîæåíèåì, ãëàâíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî êîíå÷íà, êàê âûøå. Ïóñòü c−N ̸= 0. Òîãäà f ãî-
ëîìîðôíà â ýòîé îêðåñòíîñòè, òàê æå, êàê è φ(z) = (z − a)Nf(z), ïðè÷åì φ(a) ̸= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
z→a

f(z) = lim
z→a

φ(z)

(z − a)N
= ∞.

×èñëî N íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïîëþñà.

Èç äàííîãî âûøå îïèñàíèÿ îñîáåííîñòåé âûòåêàåò õàðàêòåðèñòèêà ñóùåñòâåííî
îñîáûõ òî÷åê â òåðìèíàõ ðÿäîâ Ëîðàíà: èõ ãëàâíàÿ ÷àñòü â ðàçëîæåíèè âîêðóã
ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ.

Òåîðåìà (Ñîõîöêèé). Åñëè a ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè
f , òî äëÿ ëþáîãî A ∈ C íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zn → a òàêàÿ, ÷òî
lim
n→∞

f(zn) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà A = ∞. Êàê ñëåäóåò èç îïèñàíèÿ óñòðàíèìûõ îñî-
áåííîñòåé, f íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîé íè â êàêîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
a (èíà÷å îñîáåííîñòü áûëà áû óñòðàíèìîé). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
zn → a òàêàÿ, ÷òî lim

n→∞
f(zn) = ∞.

Ïóñòü òåïåðü A ̸= ∞. Åñëè â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a íàéäåò-
ñÿ òî÷êà z ñ f(z) = A, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè ýòî íå òàê, òî ôóíêöèÿ

g(z) :=
1

f(z)− A
èìååò ïðè z = a èçîëèðîâàííóþ îñîáåííîñòü. Îíà íå ìîæåò áûòü

ïîëþñîì èëè óñòðàíèìîé îñîáåííîñòüþ, ò.ê. â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ f(z) = A+
1

g(z)
èìåëà áû ïðåäåë ïðè z → a. Çíà÷èò, a � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà äëÿ g(z). Íî òî-
ãäà, ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn → a

òàêàÿ, ÷òî g(zn) → ∞ ïðè n→ ∞. À ýòî çíà÷èò, ÷òî f(zn) = A+
1

g(zn)
→ A.

Öåëîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ âî âñåé ïëîñêîñòè C, ò.å. íå èìåþùàÿ
êîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷åê. Åñëè∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü öåëîé ôóíêöèè f , òî f =
const. Åñëè ýòî ïîëþñ, òî ãëàâíàÿ ÷àñòü ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåò ñîáîé
ïîëèíîì. Âû÷èòàÿ èç f ýòó ãëàâíóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì öåëóþ ôóíêöèþ ñ óñòðàíèìîé
îñîáåííîñòüþ â ∞, ò.å. êîíñòàíòó. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëþñîì â ∞
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì. Öåëûå ôóíêöèè ñ ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â áåñêîíå÷íîñòè
(íàïðèìåð, ez) íàçûâàþòñÿ öåëûìè òðàíñöåíäåíòíûìè.

Ôóíêöèÿ, íå èìåþùàÿ â C äðóãèõ îñîáåííîñòåé, êðîìå ïîëþñîâ, íàçûâàåòñÿ ìå-
ðîìîðôíîé. Öåëûå ôóíêöèè ñîñòàâëÿþò ïîäêëàññ êëàññà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé
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(îíè âîâñå íå èìåþò ïîëþñîâ â C). Ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü áîëåå
÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîëþñîâ. Â ñàìîì äåëå, â êàæäîì êðóãå |z| < n ìîæåò ëåæàòü
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ (èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû èõ êîíå÷íàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòüþ, à íå ïîëþñîì), è âñå ïîëþñû
ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü. Ïðèìåð: f(z) = tg z.

Åñëè ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f èìååò â ∞ óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü èëè ïîëþñ,
òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé. Â ñàìîì äåëå, ÷èñëî ïîëþñîâ ôóíêöèè f
êîíå÷íî, èáî èíà÷å â ñèëó êîìïàêòíîñòè C ñóùåñòâîâàëà áû ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïî-
ëþñîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòüþ, à íå ïîëþñîì. Âû÷òåì èç
f ñóììó ãëàâíûõ ÷àñòåé ëîðàíîâñêèõ ðàçëîæåíèé â îêðåñòíîñòè âñåõ ïîëþñîâ. Ïî-
ëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ íå èìååò äðóãèõ îñîáåííîñòåé êðîìå óñòðàíèìûõ
è ïîòîìó ðàâíà êîíñòàíòå. Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé.

13 Âû÷åòû

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè a, V = {0 <
|z−a| < ε}. Âû÷åòîì ôóíêöèè f â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

resaf =
1

2πi

∮
|z−a|=r

f(z)dz , 0 < r < ε.

Ïî òåîðåìå Êîøè î ãîìîòîïèè îíî íå çàâèñèò îò r.

Òåîðåìà Êîøè î âû÷åòàõ. Ïóñòü D � îáëàñòü ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé è G �
íåêîòîðàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ çàìûêàíèå îáëàñòè D. Åñëè f ãîëîìîðôíà â G çà
èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê a1, . . . , an ∈ D, òî∮

∂D
f(z)dz = 2πi

n∑
j=1

resajf

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû êðóãè Bj = {|z−aj| < ε} íå ïåðåñåêàëèñü,
à èõ çàìûêàíèÿ ñîäåðæàëèñü â D. Òîãäà

0 =
∮
∂D
f(z)dz −

∑
j

∮
∂Bj

f(z)dz =
∮
∂D
f(z)dz −

∑
j

2πi resajf

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ
∑
cn(z− a)n ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-

ñòè V = {0 < |z − a| < ε} òî÷êè a, òî resaf = c−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ ðÿäà Ëîðàíà äëÿ f íà îêðóæ-
íîñòè |z − a| = r, 0 < r < ε, èìååì:

resaf =
1

2πi

∮
|z−a|=r

f(z)dz =
1

2πi

∑
n

cn

∮
|z−a|=r

(z − a)ndz = c−1
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Âû÷åò â ïðîñòîì ïîëþñå íàõîäèòñÿ î÷åíü ëåãêî:

c−1 = lim
z→a

(z − a)f(z)

Îñîáåííî óäîáíà íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîé ôîðìóëû. Ïóñòü f(z) = φ(z)
ψ(z)

, ãäå φ

è ψ ãîëîìîðôíû, ïðè÷åì φ(a) ̸= 0, è ψ(a) = 0, ψ′(a) ̸= 0. Òîãäà

c−1 = lim
z→a

(z − a)
φ(z)

ψ(z)
= lim

z→a

φ(z)
ψ(z)−ψ(a)

z−a

=
φ(a)

ψ′(a)

Äëÿ âû÷åòà â ïîëþñå n-ãî ïîðÿäêà èìååì ôîðìóëó

c−1 =
1

(n− 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1

[
(z − a)nf(z)

]
Ïîíÿòèå âû÷åòà ìîæíî ââåñòè è äëÿ òî÷êè ∞. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò ∞ ñâîåé

èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé, òîãäà

res∞f =
1

2πi

∮
γ−R

fdz

ãäå γ−R � îêðóæíîñòü, ïðîõîäèìàÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Î÷åâèäíî, res∞f = −c−1. Â
îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ òî÷åê âû÷åò â ∞ ìîæåò áûòü íå ðàâåí 0 è â òîì ñëó÷àå, êîãäà
∞ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé òî÷êîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà î ñóììå âû÷åòîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà âñþäó â ïëîñêîñòè
C çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê aν, òîãäà

n∑
ν=1

resaνf + res∞f = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñòîëü áîëüøîãî, ÷òî îíà ñîäåðæèò
âíóòðè ñåáÿ âñå êîíå÷íûå îñîáûå òî÷êè aν . Ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ

1

2πi

∮
γR
fdz =

n∑
ν=1

resaνf

Âåëè÷èíà â ëåâîé ÷àñòè íå ìåíÿåòñÿ ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè R è ðàâíà âû÷åòó
â ∞ ñî çíàêîì ìèíóñ.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ. Âû÷åòû ïîìîãàþò âû÷èñëÿòü ìíîãèå îïðå-
äåëåííûå èíòåãðàëû.

1) Èíòåãðàëû âèäà
∫ 2π

0
R(cosx, sin x)dx. Ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó ïî åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè ñ ïîìîùüþ çàìåíû eix = z. Íàïðèìåð:

I =
∫ 2π

0

dx

1− 2a cos x+ a2
=
∮
|z|=1

idz

az2 − (a2 + 1)z + a

Íóëè çíàìåíàòåëÿ � a è 1/a, äîïóñòèì, ÷òî |a| < 1, òîãäà âêëàä â èíòåãðàë
äàåò âû÷åò â z = a; îòâåò: I = 2π/(1− a2).
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2) Èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âèäà
∫ ∞

−∞
R(x)dx. Ê íèì òåîðåìà î âû-

÷åòàõ íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèìåíèìà, ò.ê. êîíòóð íå çàìêíóòûé. Ðàññìîòðèì
âñïîìîãàòåëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð ΓR, ñîñòîÿùèé èç îòðåçêà [−R,R] è ïî-
ëóîêðóæíîñòè γR = {|z| = R, Im z > 0}. Åñëè èíòåãðàë ïî γR ñòðåìèòñÿ ê
0 ïðè R → ∞, â ïðåäåëå ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìûé èíòåãðàë äàåòñÿ âû÷åòàìè
ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ïîëþñàõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Íàïðèìåð:

I =
∫ ∞

0

dx

x2 + 1
=

1

2

∫ ∞

−∞

dx

x2 + 1
=

1

2
lim
R→∞

∮
ΓR

dz

(z + i)(z − i)
=
π

2

3) Èíòåãðàëû âèäà
∫ ∞

−∞
eikxR(x)dx. Èñïîëüçóåì òîò æå âñïîìîãàòåëüíûé êîíòóð

ΓR. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî èíòåãðàë ïî γR ñòðåìèòñÿ ê 0, èñïîëüçóåòñÿ ëåììà
Æîðäàíà.

Ëåììà (Æîðäàí). Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè;
ïîëîæèì M(R) = maxγR |f(z)|, ãäå γR � ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà R â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ñòðåìèòñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè òàê,
÷òî lim

R→∞
M(R) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0

lim
R→∞

∫
γR
f(z)eitzdz = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:∣∣∣∣∫
γR
f(z)eitzdz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ π

0
f(Reiθ)e−tR sin θ+itR cos θReiθdθ

∣∣∣∣ ≤M(R)R
∫ π

0
e−tR sin θdθ

Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà çàìåòèì, ÷òî sin θ ≥ 2
π
θ ïðè 0 ≤ θ ≤ π

2
. Òîãäà

∫ π

0
e−tR sin θdθ = 2

∫ π/2

0
e−tR sin θdθ ≤ 2

∫ π/2

0
e−2tRθ/πdθ =

π

tR
(1− e−tR)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî M(R) → 0, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Íàïðèìåð:

I =
∫ ∞

−∞

cos kx dx

x2 + 1
= Re

∫ ∞

−∞

eikx dx

x2 + 1
= lim

R→∞
Re

∮
ΓR

eikz dz

(z + i)(z − i)
= πe−k

(ìû ñ÷èòàåì k > 0).

14 Ëåììà Øâàðöà

Ëåììà (Øâàðö). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì êðóãå U = {|z| ≤ 1},
|f(z)| ≤ 1 äëÿ âñåõ z ∈ U è f(0) = 0. Òîãäà äëÿ âñåõ z ∈ U

|f(z)| ≤ |z|
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ïðè÷åì åñëè ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå z ̸= 0, òî îíî ñïðàâåä-
ëèâî âñþäó â U , è â ýòîì ñëó÷àå f(z) = eiαz.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(z) = f(z)/z. Â ñèëó óñëîâèÿ f(z) = 0 îíà
ãîëîìîðôíà â U . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êðóã Ur = {|z| < r} (r < 1). Ïî ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ôóíêöèÿ |φ| äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà åãî ãðàíèöå. Íî íà ãðàíèöå
èìååì |φ(z)| ≤ 1/r (èáî |f(z)| ≤ 1), ïîýòîìó âñþäó â Ur

|φ(z)| ≤ 1

r

Ôèêñèðóåì z è óñòðåìèì r → 1. Â ïðåäåëå ïîëó÷èì |φ(z)| ≤ 1, ò.å. |f(z)| ≤ |z|. Åñëè
â êàêîé-ëèáî òî÷êå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî |φ| äîñòèãàåò â íåé ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 1. Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, ìîäóëü êîòîðîé ðàâåí 1.

Èç ëåììû Øâàðöà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ãîëîìîðôíîì îòîáðàæåíèè êðóãà {|z| < 1} â
êðóã {|w| < 1}, ïåðåâîäÿùåì öåíòð â öåíòð, îáðàç ëþáîé îêðóæíîñòè |z| = r ëåæèò
âíóòðè êðóãà {|w| < r}.

Ëåììà Øâàðöà äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå. Ïîëîæèì

ρ(z1, z2) =
∣∣∣∣ z1 − z2
1− z1z̄2

∣∣∣∣
Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì êðóãå U è |f(z)| ≤ 1 äëÿ âñåõ z ∈ U .
Òîãäà ρ(f(z1), f(z2)) ≤ ρ(z1, z2) äëÿ âñåõ z1, z2, ïðè÷åì åñëè äëÿ êàêèõ-òî z1 ̸= z2
äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî ôóíêöèÿ f äðîáíî-ëèíåéíà.

Ëåììà Øâàðöà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî àâòîìîðôèçìû åäèíè÷íîãî êðóãà U èñ-
÷åðïûâàþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

z 7→ eiα
z − a

1− āz
, a ∈ U

Ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì U , îáîçíà÷èì φ(0) = a è ïîñòðîèì äðîáíî-
ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì

ψ(z) =
z − a

1− āz

ïåðåâîäÿùèé òî÷êó a â 0. Êîìïîçèöèÿ f = ψ ◦ φ � òîæå àâòîìîðôèçì U , ïðè÷åì
f(0) = 0. Òàê êàê, êðîìå òîãî, |f(z)| < 1 äëÿ âñåõ z ∈ U , òî ê ôóíêöèè f ïðèìåíèìà
ëåììà Øâàðöà, ïî êîòîðîé |f(z)| ≤ |z| äëÿ âñåõ z ∈ U . Íî è îáðàòíîå ê f îòîáðàæå-
íèå g òîæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òîé æå ëåììû, ïîýòîìó |g(w)| ≤ |w|. Ïîëàãàÿ
çäåñü w = f(z), íàõîäèì |z| ≤ |f(z)|. Òàêèì îáðàçîì, èìååì |f(z)| = |z| äëÿ âñåõ
z ∈ U , îòêóäà (îïÿòü æå ïî ëåììå Øâàðöà) f(z) = eiαz.

15 Ïðèíöèï àðãóìåíòà

Ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò. Ëîãàðèôìè÷åñêèì âû÷åòîì ôóíêöèè f â òî÷êå a íà-
çûâàåòñÿ âû÷åò åå ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé f ′/f â ýòîé òî÷êå.
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Ïóñòü a � íóëü ôóíêöèè f ïîðÿäêà n, ò.å. â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè a
f(z) = (z − a)nφ(z), ãäå φ ãîëîìîðôíà â U è íå ðàâíà òàì 0. Òîãäà

f ′(z)

f(z)
=
n(z − a)n−1φ(z) + (z − a)nφ′(z)

(z − a)nφ(z)
=

n

z − a
+
φ′(z)

φ(z)

Âòîðîå ñëàãàåìîå ãîëîìîðôíî â a. Âèäèì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò â íóëå ðàâåí
ïîðÿäêó ýòîãî íóëÿ.

Åñëè a � ïîëþñ ïîðÿäêà p, 1/f èìååò â ýòîé òî÷êå íóëü ïîðÿäêà p, à òàê êàê

f ′(z)

f(z)
= − d

dz
log

1

f(z)

ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò â ïîëþñå ïîðÿäêà p ðàâåí −p.
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìåðîìîðôíà â îáëàñòè D è G ⊂ D � îáëàñòü, ãðà-

íèöà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé íåïðåðûâíîé êðèâîé. Ïóñòü ∂G íå ñîäåðæèò íè
íóëåé, íè ïîëþñîâ f . Òîãäà

1

2πi

∮
∂G

f ′(z)

f(z)
dz = N − P

ãäå N è P � ñîîòâåòñòâåííî îáùåå ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè f â G (ñ ó÷åòîì
èõ êðàòíîñòåé).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ ê îáëàñòè G è ôóíê-
öèè f ′/f .

Ïðèíöèï àðãóìåíòà. Ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìîæíî ïðèäàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.
Ïðåäñòàâèì ∂G ïóòåì z(t) (α ≤ t ≤ β), òîãäà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

1

2πi

∮
∂G

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

[
log f(z(β))− log f(z(α))

]
ãäå log îçíà÷àåò ëþáóþ âåòâü ëîãàðèôìà, íåïðåðûâíî ìåíÿþùóþñÿ âäîëü ïóòè. Òàê
êàê log f = log |f |+ iarg f , è ôóíêöèÿ log |f | îäíîçíà÷íà, äîñòàòî÷íî âûäåëèòü âåòâü
arg f , íåïðåðûâíî ìåíÿþùóþñÿ âäîëü ïóòè. Îáîçíà÷èâ ïðèðàùåíèå âûäåëåííîé âåò-
âè àðãóìåíòà ïðè îáõîäå îáëàñòè ÷åðåç ∆∂Garg f , áóäåì èìåòü

N − P =
1

2π
∆∂G arg f

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã òî÷êè w = 0, êîòî-
ðûå ñäåëàåò âåêòîð w = f(z) êîãäà z îáõîäèò ∂G.

Âìåñòî íóëåé ôóíêöèè f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åå a-òî÷êè, ò.å. êîðíè óðàâíåíèÿ
f(z) = a. Åñëè ∂G íå ñîäåðæèò a-òî÷åê è ïîëþñîâ ôóíêöèè f , èìååì:

Na − P =
1

2πi

∮
∂G

f ′(z)

f(z)− a
dz =

1

2π
∆∂G arg

(
f(z)− a

)
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Òåîðåìà Ðóøå. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà àðãóìåíòà äàåò òåîðåìà Ðóøå.

Òåîðåìà (Ðóøå). Ïóñòü ôóíêöèè f è g ãîëîìîðôíû â çàìêíóòîé îáëàñòè Ḡ ñ
íåïðåðûâíîé ãðàíèöåé ∂G è ïóñòü

|f(z)| > |g(z)| äëÿ âñåõ z ∈ ∂G

Òîãäà ôóíêöèè f è f + g èìåþò â G îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî íóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî f è f+g íå ðàâíû 0 íà ∂G 2; ñëåäîâàòåëüíî,
ê íèì ïðèìåíèì ïðèíöèï àðãóìåíòà. Èìååì:

∆∂G arg(f + g) = ∆∂G arg f +∆∂G arg
(
1 +

g

f

)
Íî òàê êàê |g/f | < 1 íà ∂G, ïðè ëþáîì äâèæåíèè z ∈ ∂G òî÷êà ω = g/f íå âûõîäèò
çà ïðåäåëû êðóãà |ω| < 1. Ïîýòîìó âåêòîð w = 1+ω íå ìîæåò ñäåëàòü õîòÿ áû îäèí
îáîðîò âîêðóã íóëÿ, è âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî 0. Òàêèì îáðàçîì,

∆∂G arg(f + g) = ∆∂G arg f

îòêóäà ïî ïðèíöèïó àðãóìåíòà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ðóøå ìîæíî äàòü ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåî-
ðåìû àëãåáðû, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò â C ðîâíî n êîðíåé. Ïðåäñòàâèì
ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí Pn = anz

n + an−1z
n−1 + . . . + a0 êàê f + g, ãäå f = anz

n,
g = an−1z

n−1 + . . .+ a0 è ïðèìåíèì òåîðåìó Ðóøå ê ïàðå f, g è êîíòóðó |z| = R ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì R.

Òåîðåìà Ãóðâèöà. Ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ðóøå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ãóðâèöà.

Òåîðåìà (Ãóðâèö). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn, ãîëîìîðôíûõ â
îáëàñòè D, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â D ê ôóíêöèè f ̸= const, è ïóñòü
òî÷êà z0 ∈ D ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f , ò.å. f(z0) = 0. Òîãäà â ëþáîì ëåæàùåì
â D êðóãå |z − z0| < r âñå ôóíêöèè fn, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé, òîæå èìåþò íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà â D.
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó ëèøü äëÿ ìàëûõ êðóãîâ ñ öåíòðîì z0. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî êðóã U = {|z − z0| < r} êîìïàêòíî ïðèíàäëåæèò D è â Ū íåò äðóãèõ íóëåé f ,
êðîìå z0. Ïîëîæèì

µ = min
z∈∂U

|f(z)|

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè {fn} íà ∂U ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
n ≥ N

|fn(z)− f(z)| < µ äëÿ âñåõ z ∈ ∂U

Òîãäà ïî òåîðåìå Ðóøå ôóíêöèÿ

fn(z) = f(z) + [fn(z)− f(z)]

2Â ñàìîì äåëå, |f | > |g| ≥ 0, |f + g| ≥ |f | − |g| > 0
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èìååò â U ñòîëüêî æå íóëåé, ñêîëüêî è f , ò.å. ïî êðàéíåé ìåðå îäèí.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ãóðâèöà äîêàæåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn, ãîëîìîðôíûõ è îäíîëèñò-
íûõ â îáëàñòè D, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â D ê ôóíêöèè f ̸= const.
Òîãäà f îäíîëèñòíà â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî f íå îäíîëèñòíà, ò.å. íàéäóòñÿ òî÷êè z1, z2 ∈ D òàêèå,
÷òî

f(z1) = f(z2), íî z1 ̸= z2

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

gn(z) = fn(z)− fn(z2)

Îíà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ê ôóíêöèè g(z) := f(z)− f(z2). Ïðåäåëüíàÿ
ôóíêöèÿ íå ïîñòîÿííà è èìååò íóëü â òî÷êå z1. Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíûé êðóã ñ
öåíòðîì â z1, íå ñîäåðæàùèé z2. Òîãäà ïî òåîðåìå Ãóðâèöà âñå ôóíêöèè gn, íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîé, èìåþò íóëü â U , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèé fn.

16 Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî Ω íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè
f åñëè f(z+Ω) = f(z). Ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåòðèâèàëüíûå (̸= 0) ïåðèîäû, íàçûâàåò-
ñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Åñëè Ω1, . . . ,Ωn � ïåðèîäû, òî m1Ω1 + . . .+mnΩn ïðè âñåõ öåëûõ
m1, . . . ,mn � òîæå ïåðèîäû.

Åñëè ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé, ëþáîé íåòðèâèàëüíûé ïåðèîä óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ |Ω| ≥ µ > 0. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèâ ñóùåñòâîâàíèå ñõîäÿùåéñÿ ê

0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðèîäîâ Ωn, áóäåì èìåòü f ′(z) = lim
n→∞

f(z + Ωn)− f(z)

Ωn

= 0,

îòêóäà f = const. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êîíå÷íîé ÷àñòè Ω-ïëîñêîñòè èìååòñÿ ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðèîäîâ; èíà÷å îíè èìåëè áû ïðåäåëüíóþ òî÷êó è ñóùåñòâîâàëà
áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäîâ, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë, à çíà÷èò, f èìåëà áû
áåñêîíå÷íî ìàëûé ïåðèîä Ωn − Ωm (m,n→ ∞).

Ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì Ω: f(z) = e2πiz/Ω.

Ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèè ñ n > 1 ïðèìèòèâíûìè ïåðèîäàìè? Ïðè ýòîì n ïåðèî-
äîâ íàçûâàþòñÿ ïðèìèòèâíûìè, åñëè âñÿêèé ïåðèîä ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, è åñëè íå ëþáîé ïåðèîä ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
êàê ïîäîáíàÿ êîìáèíàöèÿ ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðèîäîâ.

Òåîðåìà. Íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû ôóíêöèè ñ n ≥ 3 ïðèìè-
òèâíûìè ïåðèîäàìè. Îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû ôóíêöèÿ ñ äâóìÿ ïðèìèòèâíûìè
ïåðèîäàìè ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ îòíîøåíèå íå âåùå-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü íåòðèâèàëüíûé ïåðèîä Ω è ðàññìîòðèì ïå-
ðèîäû mΩ, m ∈ Z. Îíè ëåæàò íà íåêîòîðîé ïðÿìîé L (â Ω-ïëîñêîñòè). Âîçìîæíû
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äâà ñëó÷àÿ: 1) âñå ïåðèîäû ôóíêöèè f ëåæàò íà L, 2) íå âñå ïåðèîäû ôóíêöèè f
ëåæàò íà L.

Ðàçáåðåì ñëó÷àé 1). Ò.ê. íà îòðåçêå ïðÿìîé îò 0 äî Ω ìîæåò ëåæàòü ëèøü êîíå÷-
íîå ÷èñëî ïåðèîäîâ, íàéäåòñÿ íåòðèâèàëüíûé ïåðèîä ñ íàèìåíüøèì ìîäóëåì; ïóñòü
ýòî áóäåò êàê ðàç Ω. Ïîñêîëüêó âñå ïåðèîäû ëåæàò íà L, âñÿêèé ïåðèîä ïðåäñòàâèì
â âèäå tΩ, t ∈ R, |t| ≥ 1. Äîêàæåì, ÷òî t öåëîå. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî f �
îäíîïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðèìèòèâíûì ïåðèîäîì Ω. Ïóñòü t = m + r, m ∈ Z,
0 ≤ r < 1. Òîãäà ïåðèîäîì ÿâëÿåòñÿ è rΩ = tΩ−mΩ, ÷òî íåâîçìîæíî, åñëè 0 < r < 1.
Çíà÷èò, r = 0, è t ∈ Z.

Â ñëó÷àå 2) îáîçíà÷èì îäèí èç íå ëåæàùèõ íà L ïåðèîäîâ ÷åðåç Ω′ è ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè 0,Ω,Ω′. Âíóòðè åãî è íà ãðàíèöå ìîæåò ëåæàòü ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî ïåðèîäîâ. Áåðÿ âìåñòî îäíîé èç îòëè÷íûõ îò 0 âåðøèí êàêîé-íèáóäü
ïåðèîä, ëåæàùèé âíóòðè (èëè íà ñòîðîíå), ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûé òðåóãîëüíèê ñ
ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðèîäîâ â íåì. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèäåì ê òðåóãîëüíè-
êó, êîòîðûé âîîáùå íå ñîäåðæèò ïåðèîäîâ (êðîìå âåðøèí). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòèì �ïóñòûì� òðåóãîëüíèêîì è áóäåò òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
0,Ω,Ω′. Äîñòðîèì åãî äî ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìè 0,Ω,Ω′,Ω + Ω′. Ìû óòâåð-
æäàåì, ÷òî åãî âòîðàÿ ïîëîâèíà òîæå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì òðåóãîëüíèêîì. Â ñàìîì
äåëå, åñëè áû âî âòîðîé ïîëîâèíå ëåæàë áû ïåðèîä Ω̃, â ïåðâîé ïîëîâèíå ëåæàë áû
ïåðèîä Ω + Ω′ − Ω̃, ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. ïåðâàÿ ïîëîâèíà ïóñòà. Èòàê, âåñü ïàðàë-
ëåëîãðàìì ïóñò. Âñÿêèé ïåðèîä ïðåäñòàâèì â âèäå tΩ+ t′Ω′, t, t′ ∈ R. Äîêàæåì, ÷òî
t, t′ � öåëûå. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ÷èñëî ïðèìèòèâíûõ ïåðèîäîâ ðàâíî äâóì, è
èõ îòíîøåíèå íå âåùåñòâåííî.

Ïóñòü t = m + r, t′ = m′ + r′, ãäå m,m′ ∈ Z, 0 ≤ r < 1, 0 ≤ r′ < 1. Ìû äîëæíû
ïîêàçàòü, ÷òî r = r′ = 0. Ò.ê. mΩ è m′Ω′ � ïåðèîäû, ïåðèîäîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå

tΩ + t′Ω′ −mΩ−m′Ω′ = rΩ + r′Ω′

Ýòà òî÷êà ëåæèò â íàøåì ïàðàëëåëîãðàììå è äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îäíîé èç åãî
âåðøèí, ò.ê. ïàðàëëåëîãðàìì ïóñò. Ñëåäîâàòåëüíî, r = r′ = 0.

Îáùèå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìåðîìîðôíûå äâîÿêîïåðèîäè÷å-
ñêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè. Ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ ýëëèïòè÷åñêîé
ôóíêöèè åñòü ðåøåòêà âèäà L = {nΩ+mΩ′} (n,m ∈ Z). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ImΩ′/Ω > 0. Ýëëèïòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äîñòàòî÷íî èçó÷àòü â åå ïàðàë-
ëåëîãðàììå ïåðèîäîâ ñ âåðøèíàìè z0, z0 +Ω, z0 +Ω′, z0 +Ω+Ω′ (ôóíäàìåíòàëüíîì
ïàðàëëåëîãðàììå). Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ÷àñòî (íî íå âñåãäà) ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0.

Òåîðåìà (Ëèóâèëëü). Âñÿêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿí-
íîé, èìååò õîòÿ áû îäèí ïîëþñ (íå ñóùåñòâóåò öåëûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåëàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áûëà áû îãðàíè÷åíà â ñâîåì ôóí-
äàìåíòàëüíîì ïàðàëëåëîãðàììå, à çíà÷èò, è âî âñåé ïëîñêîñòè C. Ïî òåîðåìå òîãî
æå Ëèóâèëëÿ îíà äîëæíà áûòü êîíñòàíòîé.

Òåîðåìà. Ñóììà âû÷åòîâ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè f ïî âñåì ïîëþñàì â ôóí-
äàìåíòàëüíîì ïàðàëëåëîãðàììå Π ðàâíà 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðàëëåëîãðàìì òàê, ÷òîáû íà ãðàíèöå
íå áûëî ïîëþñîâ. Ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà åãî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñòîðîíàõ, ïîýòîìó ∮

∂Π
f(z)dz = 2πi

∑
a∈Π

resaf = 0

(èíòåãðàëû ïî ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì ñîêðàùàþòñÿ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåïîñòîÿííàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò â ïàðàëëåëîãðàì-
ìå ïåðèîäîâ íå ìåíåå äâóõ ïîëþñîâ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). ×èñëî ïîëþñîâ (ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè) â ôóíäàìåíòàëüíîì ïàðàëëåëîãðàììå ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè íàçûâà-
åòñÿ åå ïîðÿäêîì.

Òåîðåìà. Ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò â ôóíäàìåíòàëüíîì ïàðàëëå-
ëîãðàììå Π êàæäîå çíà÷åíèå a ∈ C îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç, ðàâíîå åå ïîðÿäêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ∂Π íåò ïîëþñîâ è a-òî÷åê ôóíêöèè
f . Ïî ïðèíöèïó àðãóìåíòà èìååì

Na − P =
1

2πi

∮
∂Π

f ′(z)

f(z)− a
dz

Ò.ê. ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñ òåìè æå ïåðèîäàìè, ÷òî
è f , èíòåãðàë ðàâåí 0, è çíà÷èò Na = P .

Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî íóëåé ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè â ôóíäàìåíòàëüíîì ïàðàëëåëî-
ãðàììå ðàâíî ÷èñëó ïîëþñîâ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f èìååò â ôóíäàìåíòàëüíîì ïàðàë-
ëåëîãðàììå Π íóëè ak ïîðÿäêîâ nk è ïîëþñû bk ïîðÿäêîâ mk. Òîãäà∑

k

nkak −
∑
k

mkbk = 0 modL

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ

1

2πi

∮
∂Π

zf ′(z)

f(z)
dz =

∑
k

nkak −
∑
k

mkbk

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëÿÿ êîíòóðíûé èíòåãðàë ïî ñòîðîíàì ïàðàëëåëîãðàììà,
íàéäåì: ∮

∂Π
=
∫ z0+Ω

z0
+
∫ z0+Ω+Ω′

z0+Ω
+
∫ z0+Ω′

z0+Ω+Ω′
+
∫ z0

z0+Ω′
= J1 + J2 + J3 + J4

Äåëàÿ â èíòåãðàëå J3 ïîäñòàíîâêó z = ζ + Ω′, ïîëó÷èì

J3 =
∫ z0

z0+Ω
(ζ + Ω′)

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ

è òîãäà

J1 + J3 = Ω′
∫ z0

z0+Ω

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = Ω′

(
log f(z0)− log f(z0 + Ω)

)
Ò.ê. f(z0) = f(z0 +Ω), log f(z0) îòëè÷àåòñÿ îò log f(z0 +Ω) íà öåëîå êðàòíîå 2πi, ò.å.
J1 + J3 = 2πin′Ω′, n′ ∈ Z. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî J2 + J4 = 2πinΩ.
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Òýòà-ôóíêöèè. Òýòà-ôóíêöèè � ýòî öåëûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà, êî-
òîðûå íàèáîëåå áëèçêè ê äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèì. Èç íèõ êàê èç ñòðîèòåëüíûõ áëîêîâ
ìîæíî ñòðîèòü ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ôèêñèðóåì τ ∈ C òàêîå, ÷òî Im τ > 0 è ðàññìîòðèì ðÿä

θ3(z) = θ3(z|τ) =
∞∑

n=−∞
eπiτn

2+2πinz

Îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî z. Ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êâàçè-
ïåðèîäè÷íîñòè:

θ3(z + 1) = θ3(z)

θ3(z + τ) = e−πi(τ+2z)θ3(z)

Íàðÿäó ñ θ3 ââåäåì åùå òðè òýòà-ôóíêöèè:

θ4(z) = θ3
(
z + 1

2

)
θ2(z) = e−πi(z−

τ
4
)θ3
(
z − τ

2

)
θ1(z) = ie−πi(z−

τ
4
)θ3
(
z + 1−τ

2

)
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî θ3, θ4, θ2 � ÷åòíûå, θ1 � íå÷åòíàÿ ôóíêöèè.

Äîêàæåì, ÷òî θ3 èìååò åäèíñòâåííûé íîëü â ïàðàëëåëîãðàììå (êâàçè)ïåðèîäîâ
1, τ . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èíòåãðàë

1

2πi

∮
∂Π
g(z) dz, g(z) =

θ′3(z)

θ3(z)
=

d

dz
log θ3(z)

Ñâîéñòâà êâàçèïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè g òàêîâû: g(z+1) = g(z), g(z+τ) = g(z)−2πi.
Ïîýòîìó óêàçàííûé èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 1, ÷òî ïî
ïðèíöèïó àðãóìåíòà è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ θ3 èìååò ðîâíî îäèí ïðîñòîé íîëü â
ïàðàëëåëîãðàììå (êâàçè)ïåðèîäîâ. Èç íå÷åòíîñòè ôóíêöèè θ1 (íîëü êîòîðîé íàõî-
äèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò) ñëåäóåò, ÷òî íîëü ôóíêöèè θ3 íàõîäèòñÿ â òî÷êå z =

1+τ
2
.

Èç òýòà-ôóíêöèé ìîæíî ñòðîèòü ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Òàê, ôóíêöèÿ

F (z) =
d2

dz2
log θ1(z)

áóäåò ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà 2 ñ ïåðèîäàìè 1, τ è ïîëþñîì 2-ãî ïîðÿäêà
â òî÷êå z = 0 (è, çíà÷èò, âî âñåõ òî÷êàõ ðåøåòêè n + mτ). Âû÷åò â ýòîì ïîëþñå
ðàâåí 0. Ôóíêöèè

φ1(z) =
θ1(z)

θ4(z)
, φ2(z) =

θ2(z)

θ4(z)
, φ3(z) =

θ3(z)

θ4(z)

áóäóò ýëëèïòè÷åñêèìè ïîðÿäêà 2 ñ ïåðèîäàìè (2, τ), (2, 1+τ) è (1, 2τ) ñîîòâåòñòâåííî.
Êàæäàÿ èç íèõ èìååò ïî äâà ïðîñòûõ ïîëþñà (ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè âû÷åòàìè) â
ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ.
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℘-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè L = {2ωn1 + 2ω′n2},
n1,2 ∈ Z ïîñòðîèì ýëëèïòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîðÿäêà 2, èìåþùóþ L ñâîåé ðåøåò-
êîé ïåðèîäîâ.

Ëåììà. Ðÿä ∑
n1,n2

′ 1

|2ωn1 + 2ω′n2|p

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïàðàì öåëûõ n1, n2 êðîìå ïàðû n1 = n2 = 0,
ñõîäèòñÿ ïðè p > 2 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p ≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïåðâîå îêàéìëåíèå òî÷êè 0, ò.å. ñèñòåìó 8 òî÷åê

±2ω, ±(2ω + 2ω′), ±2ω′, ±(2ω − 2ω′)

è îáîçíà÷èì ñóììó ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷ëåíîâ ðÿäà ÷åðåç S1. Ïóñòü d � ìèíèìàëü-
íîå ðàññòîÿíèå âåðøèí ýòîé ñèñòåìû òî÷åê îò 0, à D � ìàêñèìàëüíîå. Òîãäà

8

Dp
≤ S1 ≤

8

dp

Âîçüìåì òåïåðü 16 âåðøèí, îáðàçóþùèõ âòîðîå îêàéìëåíèå òî÷êè 0, äëÿ íèõ áóäåò

16

(2D)p
≤ S2 ≤

16

(2d)p

Àíàëîãè÷íî, n-å îêàéìëåíèå áóäåò ñîñòîÿòü èç 8n âåðøèí, äëÿ íåãî

8n

(nD)p
≤ Sn ≤ 8n

(nd)p

Ñõîäèìîñòü íàøåãî ðÿäà ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà S1 + S2 + S3 + . . ., è óòâåð-
æäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê

8

Dpnp−1
≤ Sn ≤ 8

dpnp−1

Èç ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ðÿä

∞∑
n1,n2=−∞

1

(z − 2ωn1 − 2ω′n2)3
=
∑
λ∈L

1

(z − λ)3

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â ëþáîì êðóãå |z| ≤ R, åñëè èñêëþ÷èòü èç íåãî êî-
íå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, èìåþùèõ ïîëþñû â ýòîì êðóãå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ
ëèøü ÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ |λ| > 2R, èìååì |z/λ| < 1

2
è∣∣∣∣∣ 1

(z − λ)3

∣∣∣∣∣ ≤ 1(
1−

∣∣∣ z
λ

∣∣∣)3
1

|λ|3
<

8

|λ|3

Ïîëîæèì

Q(z) = −2
∑
λ∈L

1

(z − λ)3
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Ýòî ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäàìè 2ω, 2ω′

è íå÷åòíàÿ. Ââåäåì ôóíêöèþ (℘-ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà)

℘(z) =
1

z2
+
∫ z

0

(
Q(ζ) +

2

ζ3

)
dζ

Òàêèì îáðàçîì, ℘′(z) = Q(z), à ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàåò

℘(z) =
1

z2
+
∑
λ∈L

′
(

1

(z − λ)2
− 1

λ2

)

Ò.ê. Q(z) � ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, ℘(z) � ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ. Åå åäèíñòâåííûå ïîëþñû
(ïîðÿäêà 2) ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ ðåøåòêè L.

Ïîñêîëüêó Q èìååò ïåðèîä 2ω, ℘′(z+2ω) = ℘′(z), è, çíà÷èò, ℘(z+2ω) = ℘(z)+ c.
Ïîäñòàíîâêà z = −ω äàåò c = 0 â ñèëó ÷åòíîñòè; àíàëîãè÷íî äëÿ ñäâèãà íà 2ω′.
Îòñþäà ñëåäóåò äâîÿêîïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè ℘.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ôóíêöèÿ ℘ èìååò âèä

℘(z) =
1

z2
+ 3z2

∑
λ∈L

′ 1

λ4
+ 5z4

∑
λ∈L

′ 1

λ6
+ . . .

Ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ g2 = 60
∑
λ∈L

′ 1

λ4
, g3 = 140

∑
λ∈L

′ 1

λ6
. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

℘(z) =
1

z2
+
g2
20
z2 +

g3
28
z4 + . . . , ℘′(z) = − 2

z3
+
g2
10
z +

g3
7
z3 + . . .

Ïîýòîìó

[℘(z)]3 =
1

z6

(
1 +

3g2
20
z4 +

3g3
28
z6 + . . .

)

[℘′(z)]
2
=

4

z6

(
1− g2

10
z4 − g3

7
z6 + . . .

)
Èç ýòèõ ðàçëîæåíèé ïîëó÷àåì

[℘′(z)]
2 − 4 [℘(z)]3 + g2℘(z) + g3 = Az2 +Bz4 + . . .

Ëåâàÿ ÷àñòü åñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäàìè 2ω, 2ω′. Åå ïîëþñàìè ìîãóò
áûòü òîëüêî òî÷êè ðåøåòêè. À òàê êàê â òî÷êå 0 îíà ðåãóëÿðíà è ðàâíà 0, îíà åñòü
ðàâíàÿ 0 êîíñòàíòà. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

[℘′(z)]
2
= 4 [℘(z)]3 − g2℘(z)− g3

Îíî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âñå ïðîèçâîäíûå îò ℘(z) ÷åðåç ℘(z) è ℘′(z). Íàïðèìåð:
℘′′ = 6℘2 − 1

2
g2, ℘′′′ = 12℘℘′.

Îáîçíà÷àÿ ℘(z) = w, ïðåäñòàâèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â âèäå

dz

dw
=

1√
4w3 − g2w − g3
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ℘(z) ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèåì èíòåãðàëà

z − z0 =
∫ w0

w

dw√
4w3 − g2w − g3

, w0 = ℘(z0)

Óñòðåìëÿÿ z0 → 0, ïîëó÷àåì ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë â ôîðìå Âåéåðøòðàññà

z =
∫ ∞

w

dw√
4w3 − g2w − g3

Ïîëàãàÿ z = −ω â ðàâåíñòâå ℘′(z + 2ω) = ℘′(z) (è àíàëîãè÷íî äëÿ ω′ è ω + ω′),
íàéäåì

℘′(ω) = ℘′(ω′) = ℘′(ω + ω′) = 0

Ìû âèäèì, ÷òî âñå òðè ïîëóïåðèîäà ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè ℘′, è ïðèòîì ïðî-
ñòûìè íóëÿìè, ò.ê. ýòî ôóíêöèÿ 3-ãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì

4w3 − g2w − g3 = 4(w − e1)(w − e2)(w − e3)

Òîãäà èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ℘ ñëåäóåò, ÷òî

e1 = ℘(ω), e2 = ℘(ω + ω′), e3 = ℘(ω′)

Ïîñêîëüêó ℘′ â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíà 0, ýòè òî÷êè äâóêðàòíûå. Îòìåòèì åùå, ÷òî òðè
÷èñëà e1, e2, e3 âñå ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû, íàïðèìåð, èìåëî ìåñòî ðàâåí-
ñòâî ℘(ω) = ℘(ω′), òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà 2 ℘(z) − ℘(ω) èìåëà áû äâà
íóëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ζ è σ. Ôóíêöèÿ ℘ àíàëîãè÷íà 1/ sin2. Ïî àíàëîãèè ñ
ôóíêöèåé ctg ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ ζ(z) òàêóþ, ÷òî ζ ′(z) = −℘(z). Îíà îïðåäåëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëîì

ζ(z) =
1

z
−
∫ z

0

(
℘(u)− 1

u2

)
du

Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàåò

ζ(z) =
1

z
+
∑
λ∈L

′
(

1

z − λ
+

1

λ
+

z

λ2

)

Åäèíñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè ýòîé (íå÷åòíîé) ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûå ïîëþñû
â òî÷êàõ ðåøåòêè L. Â ñèëó ζ ′(z) = −℘(z) èìååì:

ζ(z + 2ω) = ζ(z) + 2η
ζ(z + 2ω′) = ζ(z) + 2η′

Ïîëàãàÿ â ýòèõ ðàâåíñòâàõ z = −ω, z = −ω′, ïîëó÷èì η = ζ(ω), η′ = ζ(ω′). Ìåæäó η
è η′ èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå

2ηω′ − 2η′ω = πi (ïðè Imω′/ω > 0)

êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè ζ(z) ïî êîíòóðó ïàðàëëåëîãðàììà
ïåðèîäîâ.
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Ââåäåì åùå ôóíêöèþ σ(z) òàêóþ, ÷òî (log σ)′ = ζ. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

log σ(z) = log z +
∫ z

0

(
ζ(u)− 1

u

)
du

Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàåò

log
σ(z)

z
=
∑
λ∈L

′
{
log
(
1− z

λ

)
+
z

λ
+

z2

2λ2

}

Îòñþäà âûòåêàåò ðàçëîæåíèå σ-ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

σ(z) = z
∏
λ∈L

′
(
1− z

λ

)
e

z
λ
+ z2

2λ2

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî σ(z) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ
ðåøåòêè ïåðèîäîâ. Îíà àíàëîãè÷íà ôóíêöèè sin.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êâàçèïåðèîäè÷íîñòè:

σ(z + 2ω) = −e2η(z+ω)σ(z)
σ(z + 2ω′) = −e2η′(z+ω′)σ(z)

Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ñâÿçàíû ðÿäîì íåòðèâèàëüíûõ òîæäåñòâ. Âîò äâà èç íèõ:

ζ(z + w) = ζ(z) + ζ(w) +
1

2

℘′(z)− ℘′(w)

℘(z)− ℘(w)

℘(z)− ℘(w) = − σ(z − w)σ(z + w)

σ2(z)σ2(w)

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ôóíêöèþ σ ÷åðåç ââåäåííóþ ðàíåå
θ-ôóíêöèþ:

σ(z) =
2ω

θ′1(0)
e

ηz2

2ω θ1
( z
2ω

)
à òàêæå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè sn, cn è dn ÷åðåç
θ-ôóíêöèè:

sn(z) =
θ3(0)

θ2(0)

θ1
(
z
2K

)
θ4
(
z
2K

) , cn(z) =
θ4(0)

θ2(0)

θ2
(
z
2K

)
θ4
(
z
2K

) , dn(z) =
θ4(0)

θ3(0)

θ3
(
z
2K

)
θ4
(
z
2K

) ,
ãäå 2K = πθ23(0).

Âûðàæåíèå ïðîèçâîëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè ÷åðåç ôóíêöèè Âåé-
åðøòðàññà. Ïóñòü äàíà ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) ñ ïðèìèòèâíûìè ïåðèîäàìè
2ω, 2ω′, è ïóñòü îíà èìååò ïîëþñû a1, . . . , an è íóëè b1, . . . , bn â ïàðàëëåëîãðàììå ïå-
ðèîäîâ. Êàê ìû çíàåì,

a1 + . . .+ an = b1 + . . .+ bn (modL)
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Ïîëîæèì b∗1 = b1+2mω+2m′ω′, ãäå öåëûå ÷èñëàm,m′ âûáðàíû òàê, ÷òî a1+. . .+an =
b∗1 + . . .+ bn. Òîãäà

f(z) = C
σ(z − b∗1)σ(z − b2) . . . σ(z − bn)

σ(z − a1)σ(z − a2) . . . σ(z − an)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèþ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â âèäå îòíî-
øåíèÿ äâóõ ïîëèíîìîâ, ðàçëîæåííûõ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé.

Ïóñòü èçâåñòíû ïîëþñû a1, . . . , an ôóíêöèè f(z), ëåæàùèå â ïàðàëëåëîãðàììå
ïåðèîäîâ, è ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå ÷àñòè

Ak
z − ak

+
mk∑
r=2

(−1)r(r − 1)!
A

(r−1)
k

(z − ak)r

ãäå
∑
Ak = 0 êàê ñóììà âû÷åòîâ. Òîãäà ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ òàêèìè ïîëþñàìè

è ãëàâíûìè ÷àñòÿìè èìååò âèä

f(z) = C +
∑
k

Akζ(z − ak) +
∑
k,r

A
(r−1)
k ℘(r−2)(z − ak)

(îíà äåéñòâèòåëüíî ýëëèïòè÷åñêàÿ, ò.ê.
∑
Ak = 0). Ýòî àíàëîã ðàçëîæåíèÿ íà ïðî-

ñòûå äðîáè äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Îòìåòèì åùå, ÷òî âñÿêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå

f(z) = R1(℘(z)) +R2(℘(z))℘
′(z)

ãäå R1,2 � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.

Ðåàëèçàöèÿ òîðà â âèäå êóáè÷åñêîé êðèâîé â C2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå äëÿ ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êè (℘(z), ℘′(z)) ëåæàò íà êó-
áè÷åñêîé êðèâîé C ⊂ C2, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

C =
{
(u, v) ∈ C2 : v2 = 4u3 − g2u− g3

}
ãäå êîíñòàíòû g2, g3 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåøåòêå L (g2 = 60G4(L), g3 = 140G6(L)). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèè ℘, ℘′ îïðåäåëåíû íà òîðå T = C/L. Òåì ñàìûì îòîáðàæå-
íèå, çàäàâàåìîå ôóíêöèÿìè ℘, ℘′, ñâÿçûâàåò òîð T ñ êóáè÷åñêîé êðèâîé C.

×òî òàêîå êîìïëåêñíûé òîð? Êàæäîé ðåøåòêå L íà ïëîñêîñòè C îòâå÷àåò êîì-
ïëåêñíûé òîð T = TL = C/L. Ýòî îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ òîð T åñòü ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ

z1 ∼ z2 ⇔ z1 − z2 ∈ L

Ëîêàëüíàÿ êàðòà â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ T çàäàåòñÿ òîæäå-
ñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ýòîé îêðåñòíîñòè íà ñåáÿ. Ïðîåêöèÿ π : C → T , ñîïîñòàâ-
ëÿþùàÿ êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè â T = C/L åñòü íåðàçâåòâ-
ëåííîå ãîëîìîðôíîå íàêðûòèå. Ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : C → C ýëëèïòè÷íà ñ
ðåøåòêîé ïåðèîäîâ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå îòîáðà-
æåíèå Φ : T → C òàêîå, ÷òî f = Φ ◦ π. Òåì ñàìûì òîð T ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ äàííîé ðåøåòêîé ïåðèîäîâ L.
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×òîáû çàäàòü ñòðóêòóðó îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà C, ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèþ v =
√
P (u) íà C \ {e1, e2, e3}, ãäå P (u) = 4u3 − g2u − g3 =

4(u− e1)(u− e2)(u− e3). Â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè u0 ∈ C \ {e1, e2, e3} ýòà ôóíêöèÿ
ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ãîëîìîðôíûå âåòâè. Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè êàæäîé èç äâóõ òî-
÷åê (u0,±v0) ∈ C, ëåæàùèõ íàä òî÷êîé u0, ìíîæåñòâî C îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ
íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííîé u. Ýòî è áóäåò ëîêàëüíàÿ êàðòà â òî÷êàõ (u0,±v0) ∈ C.

×òî ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè òî÷åê ej? Ò.ê. îíè âñå ðàçëè÷íû, P ′(ej) ̸= 0, ò.å.
ôóíêöèÿ P (u) îáðàòèìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ej. Çíà÷èò, îêðåñòíîñòè êàæäîé èç
îñòàâøèõñÿ òî÷åê (ej, 0) ∈ C îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííîé
v. Ýòà ïðîåêöèÿ çàäàåò ëîêàëüíûå êàðòû (= ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû) â ýòèõ òî÷êàõ.

Îòîáðàæåíèå z 7→ (℘(z), ℘′(z)) çàäàåò íà C ãëîáàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Òî÷íåå,
îòîáðàæåíèå T \ {0} → C2, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé z 7→ (℘(z), ℘′(z)), ÿâëÿåòñÿ áèãî-
ëîìîðôèçìîì ïðîêîëîòîãî òîðà íà êóáè÷åñêóþ êðèâóþ C. Îíî ìîæåò áûòü ïðîäîë-
æåíî äî îòîáðàæåíèÿ T → C̄ âñåãî òîðà íà êóáè÷åñêóþ êðèâóþ, ïîïîëíåííóþ îäíîé
òî÷êîé ∞.

17 Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

Ïîä àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f0, çàäàííîé èçíà÷àëüíî íà ìíîæåñòâå
M ⊂ C, ïîíèìàþò äîîïðåäåëåíèå åå äî ôóíêöèè f , çàäàííîé â íåêîòîðîé îáëàñòè
D ⊃M , òàêîå, ÷òî f ãîëîìîðôíà â D, è f

∣∣∣
M
= f0.

Ïðèìåðû:

• Ôóíêöèÿ
sin z

z
= 1− z2

3!
+ . . . ïðîäîëæàåòñÿ ýòèì ðÿäîì äî ãîëîìîðôíîé ôóíê-

öèè íà C.

• Ñóììà ðÿäà f0(z) = 1 + z + z2 + . . . îïðåäåëåíà è ãîëîìîðôíà ëèøü â êðóãå
|z| < 1, íî ïðîäîëæàåòñÿ íà C \ {1} ôîðìóëîé f(z) = (1− z)−1.

• Ãàììà-ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà èíòåãðàëîì Γ(z) =
∫∞
0 e−ttz−1dt ïðè Re z > 0; íî

ïðîäîëæàåòñÿ íà áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîò-
íîøåíèÿ Γ(z) = Γ(z + 1)/z.

×àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
÷åðåç ãðàíèöó. Ïóñòü äàíû äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè D0 è D1 áåç îáùèõ òî÷åê, òà-
êèå, ÷òî èõ ãðàíèöû èìåþò îáùèé êóñîê γ, è â ýòèõ îáëàñòÿõ çàäàíû ãîëîìîðôíûå
ôóíêöèè f0 è f1. Åñëè ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû â D0 ∪ γ è D1 ∪ γ è ñîâïàäàþò âî
âñåõ òî÷êàõ êðèâîé γ, òî ôóíêöèÿ f1 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì f0 â
îáëàñòü D1, è ôóíêöèÿ

f(z) =


f0(z) â D0

f0(z) = f1(z) íà γ
f1(z) â D1

ãîëîìîðôíà â D = D0 ∪ γ ∪ D1.

51



Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â D. Ïîêàæåì, ÷òî åå èíòåãðàë ïî ëþ-
áîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó C â D ðàâåí 0. Åñëè C öåëèêîì ëåæèò â D0 èëè D1, ýòî
ïðÿìî ñëåäóåò èç òåîðåìû Êîøè. Åñëè C ëåæèò ÷àñòè÷íî â D0, ÷àñòè÷íî â D1, îáî-
çíà÷èì ýòè ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî C0, C1, è c � ÷àñòü ãðàíèöû γ, ëåæàùåé âíóòðè C.
Ïî òåîðåìå Êîøè (â îáîáùåííîé ôîðìå) áóäåì èìåòü∮

C0∪c
f(z)dz = 0,

∮
C1∪c−

f(z)dz = 0

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
∮
C f(z)dz = 0, è ïî òåîðåìå Ìîðåðû f ãîëîìîðô-

íà â D.

Òåîðèÿ Âåéåðøòðàññà. Âîîáùå ãîâîðÿ, àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïðèâîäèò ê
ìíîãîçíà÷íûì ôóíêöèÿì. Äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ýòîé ìíîãîçíà÷íîñòè ââîäèòñÿ
íîâûé îáúåêò � ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç îáëàñòè è çàäàííîé â íåé ôóíêöèè.

Ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà F = (D, f), ñîñòîÿùàÿ èç îáëàñòè D ⊂ C è ãîëî-
ìîðôíîé â íåé ôóíêöèè f .

Êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòîì ñ öåíòðîì â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ïàðà (Ua, fa), ãäå fa �
ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà ñ öåíòðîì â a, Ua � êðóã ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà.
Äâà êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòà F = (U, f) è G = (V, g) ðàâíû, åñëè U = V è â ýòîì
êðóãå f = g.

Ãîâîðÿò, ÷òî äâà ýëåìåíòà F1 = (D1, f1) è F2 = (D2, f2), îáëàñòè êîòîðûõ èìåþò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì
(ÍÀÏ) äðóã äðóãà ÷åðåç îáëàñòü ∆ � ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó D1 ∩D2, � åñëè âñþäó â ∆
f1(z) = f2(z) (ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â îñòàëüíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ D1∩D2

íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü!).

Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû F = (D, f) è G = (G, g) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîë-
æåíèåì äðóã äðóãà ÷åðåç öåïî÷êó îáëàñòåé ∆ν (ν = 0, 1, . . . , n− 1), åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ öåïî÷êà ýëåìåíòîâ Fν = (Dν , fν), ÷òî 1) F0 = F , Fn = G; 2) îáëàñòè Dν è
Dν+1 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå è ∆ν ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åãî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò,
ïðè ýòîì ýëåìåíò Fν+1 ÿâëÿåòñÿ ÍÀÏ Fν .

Åñëè êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò Fb = (Ub, fb) ÿâëÿåòñÿ ÍÀÏ ýëåìåíòà Fa = (Ua, fa),
è b ∈ Ua, òî òàêîå ïðîäîëæåíèå ñâîäèòñÿ ê ïåðåðàçëîæåíèþ ñòåïåííîãî ðÿäà fa â
ðÿä ïî ñòåïåíÿì z − b.

Âìåñòî ïðîäîëæåíèÿ ÷åðåç öåïî÷êó îáëàñòåé ÷àñòî óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ïðî-
äîëæåíèå êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ âäîëü ïóòè.

Êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò F0 = (U0, f0) íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæàåìûì âäîëü ïóòè γ :
I → C ñ íà÷àëîì â öåíòðå ýòîãî ýëåìåíòà, åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ

Ft = (Ut, ft), t ∈ I = [0, 1],

ñ öåíòðàìè at = γ(t) è íåíóëåâûìè ðàäèóñàìè ñõîäèìîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäó-
þùåìó óñëîâèþ. Ïóñòü ut0 � òàêàÿ ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè t0 ∈ I, ÷òî γ(t) ∈ Ut0
äëÿ âñåõ t ∈ ut0 (ò.å. γ(ut0) ⊂ Ut0), òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ ut0 ýëåìåíò Ft ÿâëÿåòñÿ
ÍÀÏ Ft0 . Ýëåìåíò F1 íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà F0 âäîëü
ïóòè γ.
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Ëåììà. Åñëè êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò F0 ïðîäîëæàåì âäîëü ïóòè γ, òî ïðîäîë-
æåíèå åäèíñòâåííî, ò.å. îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåìåéñòâà, îñóùåñòâëÿþùåãî
ïðîäîëæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíòû F1 è G1 ïîëó÷àþòñÿ ïðîäîëæåíèåì F0 âäîëü γ:
ïåðâûé ïðè ïîìîùè ñåìåéñòâà Ft, à âòîðîé Gt. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

E = {t ∈ I : Ft = Gt}

Îíî íå ïóñòî, èáî ñîäåðæèò òî÷êó t = 0.

Ìíîæåñòâî E îòêðûòî (â òîïîëîãèè I). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü t0 ∈ E, ò.å. Ft0 = Gt0 .
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïóòè γ íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü ut0 ⊂ I òàêàÿ, ÷òî äóãà γ(ut0)
ïðèíàäëåæèò îáùåìó êðóãó ñõîäèìîñòè ýëåìåíòîâ Ft0 è Gt0 . Äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîé äó-
ãè ýëåìåíòû Ft è Gt ïîëó÷àþòñÿ ÍÀÏ ðàâíûõ ýëåìåíòîâ Ft0 = Gt0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ut0 ⊂ E.

Íî E â òî æå âðåìÿ è çàìêíóòî. Ïóñòü t0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà E, è ut0 � òàêàÿ
îêðåñòíîñòü, ÷òî äóãà γ(ut0) ïðèíàäëåæèò ìåíüøåìó èç êðóãîâ ñõîäèìîñòè ýëåìåí-
òîâ Ft0 è Gt0 (îáîçíà÷èì åãî W ). Â ut0 íàéäåòñÿ òî÷êà t1 ∈ E, è â íåé Ft1 = Gt1 . Òàê
êàê γ(t1) ∈ W , Ft0 è Gt0 ÿâëÿþòñÿ ÍÀÏ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ Ft1 è Gt1 . Ïîýòîìó
ft0 = gt0 â ïåðåñå÷åíèèW ñ îáùèì êðóãîì ñõîäèìîñòè Ft1 è Gt1 . Íî òîãäà ïî òåîðåìå
åäèíñòâåííîñòè ft0 = gt0 âñþäó â W , è, ñëåäîâàòåëüíî, Ft0 = Gt0 , ò.å. t0 ∈ E.

Èòàê, íåïóñòîå ìíîæåñòâî E îäíîâðåìåííî îòêðûòî è çàìêíóòî. Çíà÷èò, E = I,
è F1 = G1.

Ëåììà. Åñëè ýëåìåíò G ïîëó÷àåòñÿ èç F àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì âäîëü
ïóòè γ, òî G ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì F ïî öåïî÷êå îáëàñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ft � ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ ïðîäîëæåíèå
âäîëü γ. Ò.ê. ðàäèóñ ýëåìåíòîâ R(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé t (ìîæíî îò-
äåëüíî äîêàçàòü), ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî R(t) ≥ ε äëÿ âñåõ t ∈ I. Â ñè-
ëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè γ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
t0 = 0 < t1 < . . . < tn = 1 òàê, ÷òîáû |γ(tν) − γ(tν−1)| < ε. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ýëåìåíò Ftν ÿâëÿåòñÿ ÍÀÏ ýëåìåíòà Ftν−1 . Íî F0 = F , à F1 = G.

Òåîðåìà. Ïóñòü ïóòè γ0 è γ1 ãîìîòîïíû â îáëàñòè D, èìåþò îáùèå êîíöû, è
ýëåìåíò F ïðîäîëæàåì âäîëü ëþáîãî ïóòè γs (s ∈ I), îñóùåñòâëÿþùåãî ãîìîòî-
ïèþ. Òîãäà ðåçóëüòàòû ïðîäîëæåíèÿ âäîëü γ0 è γ1 ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ : I × I → C � ôóíêöèÿ, îñóùåñòâëÿþùàÿ ãîìîòîïèþ
γ0 ∼ γ1, òàê ÷òî γs(t) = γ(s, t). Îáîçíà÷èì Gs ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîæåíèÿ
èñõîäíîãî ýëåìåíòà F âäîëü γs è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

E = {s ∈ I : Gs = G0}

Îíî íå ïóñòî, èáî ñîäåðæèò òî÷êó s = 0. Ïóñòü s0 ∈ E. Íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî
ðàäèóñû R(t) ýëåìåíòîâ Gs0t , îñóùåñòâëÿþùèõ ïðîäîëæåíèå âäîëü γs0 íå ìåíüøå ε
äëÿ âñåõ t. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè γ íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
us0 ∈ I òàêàÿ, ÷òî

|γs(t)− γs0(t)| <
ε

2
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äëÿ âñåõ s ∈ us0 è âñåõ t ∈ I. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïóòè γs è γs0 áëèçêè. Âûáåðåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tν (ν = 1, . . . , n) òàê, ÷òîáû òî÷êè z0ν = γs0(tν) óäîâëåòâîðÿëè
íåðàâåíñòâó

|z0ν − z0ν−1| <
ε

2

è ýëåìåíòû Gs0tν−1
è Gs0tν ÿâëÿëèñü ÍÀÏ äðóã äðóãà. Îáîçíà÷èì åùå zν = γs(tν) è

çàìåòèì, ÷òî ïðè s ∈ us0 è âñåõ ν

|zν − z0ν−1| < ε

Ýëåìåíòû Gs0t1 è Gst1 ÿâëÿþòñÿ ÍÀÏ ýëåìåíòà F è, ñëåäîâàòåëüíî, äðóã äðóãà.
Òî÷íî òàê æå çàêëþ÷àåì, ÷òî Gs0tν è Gstν ÿâëÿþòñÿ ÍÀÏ äðóã äðóãà. Íî ïîñëåäíèå â
ýòîì ðÿäó ýëåìåíòû èìåþò ê òîìó æå îáùèé öåíòð z0n = zn = b è ïîýòîìó ñîâïàäàþò.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî us0 ∈ E âìåñòå ñ s0, ò.å. ÷òî E � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Íî îíî â òî æå âðåìÿ è çàìêíóòî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü s0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà E.
Â îêðåñòíîñòè us0 íàéäåòñÿ òî÷êà s ∈ E, òàê ÷òî ïðîäîëæåíèå F âäîëü γs ïðèâîäèò
ê ýëåìåíòó G0. Êàê è âûøå, ïðîäîëæåíèÿ ïî ïóòÿì γs è γs0 ïðèâîäèò ê ðàâíûì
ýëåìåíòàì, ò.å. Gs0 = G0 è s0 ∈ E.

Òàêèì îáðàçîì, E = I è G1 = G0.

Åñëè âäîëü õîòÿ áû îäíîãî èç ïóòåé γs, îñóùåñòâëÿþùèõ ãîìîòîïèþ γ0 ∼ γ1,
ïðîäîëæåíèå íåâîçìîæíî, ðåçóëüòàòû ïðîäîëæåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàçëè÷íûìè.
Ïðèìåð: ôóíêöèÿ

√
z, γ0, γ1 � ïîëóîêðóæíîñòè â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêî-

ñòè. Â äàííîì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå íåâîçìîæíî âäîëü îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè,
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç 0.

Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîãî êàêîãî-òî ýëåìåíòà F =
(U, f) àíàëèòè÷åñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè âäîëü âñåõ ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ â öåíòðå
ýëåìåíòà F , âäîëü êîòîðûõ òàêîå ïðîäîëæåíèå âîçìîæíî.

Ýòî ïîíÿòèå íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà F . Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
G = (V, g) � ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò òîé æå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè; îí ïîëó÷àåòñÿ èç
F ïðîäîëæåíèåì âäîëü íåêîòîðîãî ïóòè γ. Íî òîãäà è F ïîëó÷àåòñÿ èç G ïðîäîëæå-
íèåì âäîëü ïóòè γ−, ïðîõîäèìîì â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò,
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç F ïðîäîëæåíèåì âäîëü íåêîòîðîãî ïóòè λ, ìîæíî ïîëó÷èòü
è èç G ïðîäîëæåíèåì âäîëü ïóòè γ− ∪ λ.

Äâå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò õîòÿ áû îäèí
îáùèé ýëåìåíò.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò íå áûòü ôóíêöèåé â îáû÷íîì ñìûñëå. Ïðèìåð:
ïóñòü F = (U, f), ãäå U = {|z − 1| < 1},

f(z) =
√
r ei

φ
2 , −π

2
< φ <

π

2
, z = reiφ

Ýòîò ýëåìåíò ìîæíî ïðîäîëæèòü â êðóã V = {|z + 1| < 1} äâóìÿ ñïîñîáàìè, êî-
òîðûå ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì (îòëè÷àþùèìñÿ çíàêîì). Ýòà äâóçíà÷íàÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

√
z.
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè âñå-òàêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê îáû÷íûå.

Òåîðåìà (î ìîíîäðîìèè). Åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò F = (U, f) àíàëèòè÷å-
ñêè ïðîäîëæàåì âäîëü ëþáîãî ïóòè γ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, òî îïðåäåëÿåìàÿ
ýòèìè ïðîäîëæåíèÿìè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íà â ýòîé îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F èìååò öåíòðîì òî÷êó a, è z ∈ D � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
Â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè ëþáûå äâà ïóòè èç a â z ãîìîòîïíû. Ïî óñëîâèþ F = (U, f)
ìîæíî ïðîäîëæèòü âäîëü ëþáîãî ïóòè, îñóùåñòâëÿþùåãî ãîìîòîïèþ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïî òåîðåìå îá èíâàðèàíòíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ãîìîòîïíûõ
ïóòåé âñå ýëåìåíòû ñ öåíòðîì â òî÷êå z ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íà.

Òåîðåìà. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ öåíòðîì â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå.

Ïðèìåð: êîðåíü. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ n
√
z îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Â ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè C ñ âûáðîøåííîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñüþ D0 =
C \ R− ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f0(z) =
n
√
r eiφ/n, −π < φ < π, z = reiφ

Îíà âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò D0 íà ñåêòîð
{
−π
n
< ψ <

π

n

}
â ïëîñêîñòè ïå-

ðåìåííîé w = ρeiψ. Òàê êàê wn = z, òî ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé
ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ

f ′
0(z) =

1

n(f0(z))n−1

Ïîýòîìó ïàðà F0 = (D0, f0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêèé ýëåìåíò. Àíàëèòè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèÿõ ýòîãî ýëå-
ìåíòà, íàçûâàþò n

√
z.

Òàêèå ïðîäîëæåíèÿ ìîæíî îïèñàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì
îáëàñòü Dα = {−π + α < φ < π + α} è â íåé ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ

fα(z) =
n
√
r eiφ/n, −π + α < φ < π + α

Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû Fα = (Dα, fα) ïðè âñåõ α ∈ R áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòà (D0, f0) (ïðè |α| < π � íåïîñðåäñòâåííîå). Ñî-
âîêóïíîñòü ýòèõ ýëåìåíòîâ è çàäàåò íàøó ôóíêöèþ. Îáúåäèíåíèåì îáëàñòåé ýòèõ
ýëåìåíòîâ ñëóæèò âñÿ ïëîñêîñòü C ñ èñêëþ÷åííûìè òî÷êàìè 0 è ∞.

Ýòó æå ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü è ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Ïðè-
ìåì çà íà÷àëüíûé ýëåìåíò G0 ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 1, êîòîðûé ñîñòîèò èç êðóãà
U = {|z − 1| < 1} è ãîëîìîðôíîé â íåì ôóíêöèè

g0(z) = (1 + (z − 1))1/n =
∞∑
k=0

1

k!
· 1
n

(
1

n
− 1

)
. . .
(
1

n
− k + 1

)
(z − 1)k
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(ìû âîñïîëüçîâàëèñü áèíîìèàëüíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè n
√
1 + x ïðè x > 0 è

ïðîäîëæèëè ðàçëîæåíèå ñ èíòåðâàëà (0, 2) â êðóã U). Ýëåìåíò G0 ýêâèâàëåíòåí F0,
èáî ïðè z = x ∈ (0, 2) f0(x) = g0(x) = n

√
x, à òàê êàê îáå ôóíêöèè ãîëîìîðôíû

â U , òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè f0(z) = g0(z) ïðè âñåõ z ∈ U . Ñëåäîâàòåëüíî,
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ýëåìåíòàìè F0 è G0, ñîâïàäàþò.

Êàæäîé òî÷êå z0 ̸= 0 ôóíêöèÿ n
√
z îòíîñèò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

w = n

√
|z0| ei

φ0+2kπ

n , k = 0, 1, . . . , n− 1,

ãäå φ0 � îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé arg z0.

Ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè îäíîçíà÷íóþ âåòâü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè n
√
z (ò.å.

ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ, ïðèíàäëåæàùóþ êàêîìó-ëèáî åå ýëåìåíòó) ìîæíî âûäå-
ëèòü â îáëàñòè, íå ñîäåðæàùåé òî÷åê 0 è ∞. Ïðèìåð � ïëîñêîñòü ñ ëþáûì ðàçðåçîì,
ñîåäèíÿþùèì ýòè òî÷êè. Êàæäàÿ èç îäíîçíà÷íûõ âåòâåé õàðàêòåðèçóåòñÿ óêàçàíè-
åì îáëàñòè, â êîòîðîé îíà îïðåäåëåíà, è çíà÷åíèåì ôóíêöèè â îäíîé èç òî÷åê ýòîé
îáëàñòè.

Ïðèìåð: ëîãàðèôì. Ëîãàðèôì w = log z ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêèì ïðî-
äîëæåíèåì íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé ñîñòîèò èç îáëàñòè D0 = {−π < φ < π} è
çàäàííîé â íåé ôóíêöèè

w = log r + iφ, −π < φ < π, z = reiφ

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé âåòâüþ ëîãàðèôìà. Ýòà ôóíêöèÿ ãîìåîìîðôíî îòîáðà-
æàåò D0 íà ïîëîñó {−π < Imw < π}. Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíûõ
ôóíêöèé â êàæäîé òî÷êå èç îáëàñòè D0 ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ

d

dz
log z =

1

ew
=

1

z

Òàêèì îáðàçîì, íàø ýëåìåíò � àíàëèòè÷åñêèé.

Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, êàê è äëÿ êîðíÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ
ýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùèõ èç îáëàñòè Dα è çàäàííîé â íåé ôóíêöèè fα, îïðåäåëåííîé â
Dα òîé æå ôîðìóëîé.

Ïðè îïðåäåëåíèè ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ýëå-
ìåíòà ìîæíî âçÿòü êðóã U = {|z − 1| < 1} è ãîëîìîðôíóþ â íåì ôóíêöèþ

log z |U=
∑
k≥1

(−1)k−1

k
(z − 1)k

(êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðîäîëæåíèåì â êðóã ñîîòâåòñòâóþùåé âåùåñòâåííîé ôóíê-
öèè). Ýëåìåíòû (D0, log z) è (U, log z |U) ýêâèâàëåíòíû.

Êàæäîé òî÷êå z0 ̸= 0 àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ log z îòíîñèò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé

w = log |z0|+ i(φ0 + 2kπ)

ãäå φ0 � îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé arg z0, è k ∈ Z.
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Îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òî÷êà a ∈ C íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàí-
íîé îñîáîé òî÷êîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñò-
íîñòü V ′ òî÷êè a òàêàÿ, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò F = (U, f) ýòîé ôóíêöèè ïðîäîëæà-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêè âäîëü ëþáîãî ïóòè γ ⊂ V ′.

Ïóñòü γ0 ⊂ V ′ � çàìêíóòûé ïóòü, ñîäåðæàùèé òî÷êó a âíóòðè. Åñëè îáõîä γ0 íå
ìåíÿåò èñõîäíîãî ýëåìåíòà ôóíêöèè, a íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé îäíîçíà÷íîãî õà-
ðàêòåðà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå èñõîäíîãî ýëåìåíà âäîëü ëþáîãî ïóòè γ ⊂ V ′

ïðèâîäèò ê îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó (íî ïðîäîëæåíèå ïî ïóòÿì, íå ïðèíàäëåæà-
ùèì V ′, ìîæåò ïðèâåñòè ê äðóãîìó ýëåìåíòó ñ òåì æå öåíòðîì, òàê ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò íå áûòü îäíîçíà÷íîé). Â çàâèñèìîñòè îò
ïîâåäåíèÿ f ïðè ïðèáëèæåíèè ê a ýòà òî÷êà ìîæåò áûòü óñòðàíèìîé, ïîëþñîì èëè
ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ.

Åñëè îáõîä γ0 ïðèâîäèò ê ýëåìåíòó, îòëè÷íîìó îò èñõîäíîãî, òî a íàçûâàåòñÿ
îñîáîé òî÷êîé ìíîãîçíà÷íîãî õàðàêòåðà èëè òî÷êîé âåòâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âû-
äåëåíèå â V ′ îäíîçíà÷íîé âåòâè íåâîçìîæíî.

Åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî n ≥ 2 òàêîå, ÷òî n-êðàòíûé îáõîä â îäíîì íà-
ïðàâëåíèè ïðèâîäèò ê èñõîäíîìó ýëåìåíòó, òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, à íàèìåíüøåå èç ÷èñåë n ñ îïèñàííûì ñâîéñòâîì ïîðÿäêîì âåòâ-
ëåíèÿ. Åñëè òàêîãî ÷èñëà n íå ñóùåñòâóåò, îáõîäû ïðèâîäÿò ê íîâûì è íîâûì ýëå-
ìåíòàì. Â ýòîì ñëó÷àå a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà èëè
ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ.

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïóñòü F � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñî-
äåðæàùåé ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü V ′ òî÷êè a. Òîãäà ñóæåíèå F

∣∣∣
V ′
ìîæåò ñîñòîÿòü

èç íåñêîëüêèõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà V ′, è êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò èìåòü ñâîþ
îñîáåííîñòü â òî÷êå a.

Ïðèìåðû: n
√
z, log z,

√
1 +

√
z.

Òåîðåìà. Â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè V ′ òî÷êè âåòâëåíèÿ a ïîðÿäêà
n àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ (òî÷íåå, ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ ýòîé ôóíêöèè, êîòî-
ðûå ïîëó÷àþòñÿ èç êàêîãî-ëèáî îäíîãî ïðîäîëæåíèåì âäîëü âñåâîçìîæíûõ ïóòåé
γ ⊂ V ′) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçëîæåíèåì âèäà

w(z) =
∑
k

ck(z − a)k/n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì z−a = ζn. Êîãäà òî÷êà ζ îïèñûâàåò â ïëîñêîñòè ζ äîñòà-
òî÷íî ìàëóþ îêðóæíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà z = a+ζn îïèñûâàåò îêðóæíîñòü
n ðàç. Òàê êàê íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïðè òàêîì îáõîäå íå ìåíÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé
ýëåìåíò ôóíêöèè w (êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé ζ) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíîêðàòíîì îá-
õîäå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ζ = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé îäíîçíà÷íîãî õàðàêòåðà
ýòîé ôóíêöèè è, çíà÷èò, ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Ëîðàíà w =

∑
ckζ

k. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà
ζ = (z − a)1/n, ïîëó÷àåì íàøå ðàçëîæåíèå (ðÿä Ïþèçî).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
√
1 +

√
z. Â êîëüöå 0 < |z| < 1 èìååì

ðàçëîæåíèå √
1 +

√
z = ±

(
1 +

1

2

√
z − 1

8
z + . . .

)
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Â êîëüöå 1 < |z| <∞

√
1 +

√
z = 4

√
z

(
1 +

1√
z

)1/2

= 4
√
z

(
1 +

1

2
√
z
− 1

8z
+ . . .

)

Â êîëüöå 0 < |z − 1| < 1

√
1 +

√
z =

√
1± (1 + (z − 1))1/2 =



√
z − 1

i
√
2

(
1 +

1

8
(z − 1) + . . .

)

±
√
2
(
1 +

1

8
(z − 1) + . . .

)

18 Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ñîïîñòàâëÿòü òî÷êàì êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íåñ-
êîëüêî (äàæå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî) çíà÷åíèé. Ïîýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
â îáû÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Èäåÿ ïîäõîäà Ðèìàíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íàäî çàìåíèòü ëåæàùåé íàä
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ ìíîãîëèñòíîé ïîâåðõíîñòüþ, êîòîðàÿ íàä êàæäîé òî÷êîé
îñíîâàíèÿ èìååò ñòîëüêî òî÷åê, ñêîëüêî èìååòñÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ó ïðîäîëæåí-
íîé ôóíêöèè. Òîãäà íà ýòîé �íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè� àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ñòàíåò îäíîçíà÷íîé. Àáñòðàãèðóÿñü îò òîãî ôàêòà, ÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü ïðîñòèðàåòñÿ
íàä êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, ïîëó÷àåì îáùåå ïîíÿòèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè êàê
îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñëóæàùåãî åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ëó÷øå âñåãî ïîíèìàòü êàê �ãðà-
ôèê� àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f , ò.å. ìíîæåñòâî òî÷åê (z, w) ∈ C2 ∼= R4 òàêèõ, ÷òî
w = f(z). Ýòî äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, âëîæåííàÿ â R4 (ñâîÿ äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
f). Ôóíêöèÿ f = w íà íåé, î÷åâèäíî, ñòàíîâèòñÿ îäíîçíà÷íîé. Ìíîãîçíà÷íîñòü f
êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé z îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî íà íàøåé ïîâåðõíîñòè åñòü ðàçëè÷-
íûå òî÷êè ñ îäíîé è òîé æå êîîðäèíàòîé z, îòëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèåì êîîðäèíàòû
w. Ïîïûòêà ñïðîåêòèðîâàòü ýòó ïîâåðõíîñòü â R3, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü åå íàãëÿäíî,
ïðèâîäèò ê ñàìîïåðå÷å÷åíèÿì ïðè ñêëåéêå ðàçëè÷íûõ åå ëèñòîâ.

Ýëåìåíòàðíûé ïîäõîä. Ðàññìîòðèì â îáëàñòè D = C\R− äâå âåòâè f1, f2 àíàëè-
òè÷åñêîé ôóíêöèè w =

√
z. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèÿìè f1(1) = 1, f2(1) = −1.

Èìååì, î÷åâèäíî, f1(z) = −f2(z) äëÿ âñåõ z. Ýòè âåòâè îäíîëèñòíî è êîíôîðìíî
îòîáðàæàþò D íà ñîîòâåòñòâåííî ëåâóþ è ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòè w.

Âîçüìåì äâà ýêçåìïëÿðà îáëàñòè D, ðàñïîëîæèì èõ äðóã íàä äðóãîì, è ñêëåèì
âåðõíèé áåðåã ðàçðåçà íà ïåðâîì ýêçåìïëÿðå ñ íèæíèì áåðåãîì ðàçðåçà íà âòîðîì
ýêçåìïëÿðå, ÷òî íà w-ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñêëåéêå ëåâîé è ïðàâîé ïîëóïëîñêî-
ñòåé âäîëü âåðõíåé ïîëóîñè. Çàòåì ñêëåèì îñòàâøèåñÿ ñâîáîäíûìè áåðåãà ðàçðåçîâ.
(Ïðè âòîðîé ñêëåéêå íåëüçÿ èçáåæàòü ñàìîïåðåñå÷åíèé, íî ìû óñëîâèìñÿ ïîíèìàòü
òî÷êè ëó÷à, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ñàìîïåðåñå÷åíèå, êàê äâå ðàçíûå òî÷êè.)
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Ïîëó÷åííàÿ äâóëèñòíàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ôóíê-
öèè

√
z. Êîðåíü íà íåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, èáî äâà

çíà÷åíèÿ êîðíÿ
√
z0 ìû áóäåì îòíîñèòü ê äâóì ðàçëè÷íûì òî÷êàì ïîâåðõíîñòè, ëå-

æàùèì íàä z0. Òî÷êè R− íå ñîñòàâëÿþò èñêëþ÷åíèÿ, èáî íàä êàæäîé èç íèõ òîæå
ëåæèò ïî äâå òî÷êè (ìû äîãîâîðèëèñü èõ íå îòîæäåñòâëÿòü!). Ëèøü òî÷êàì z = 0,∞
êîðåíü ñîïîñòàâëÿåò ïî îäíîìó çíà÷åíèþ, ò.å. íàä ýòèìè òî÷êàìè ëåæèò ïî îäíîé
òî÷êå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Â íèõ ëèñòû ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Îíè íàçûâà-
þòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî óñòðîåíà ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè n
√
z. Îíà èìååò n ëèñòîâ

íàä êàæäîé òî÷êîé, îòëè÷íîé îò 0 è ∞. Ïðè îáõîäå âîêðóã 0 ìû ïîñëåäîâàòåëüíî
ïåðåõîäèì ñ ëèñòà íà ëèñò (ïðè ýòîì âåðõíèé áåðåã ðàçðåçà íà i-ì ëèñòå ñêëåèâàåòñÿ
ñ íèæíèì áåðåãîì íà (i + 1)-ì ëèñòå). Âåðõíèé æå áåðåã íà ïîñëåäíåì, n-ì ëèñòå
ïîäêëåèâàåòñÿ ê íèæíåìó áåðåãó íà ïåðâîì ëèñòå, ÷òî îïÿòü-òàêè â R3 íåâîçìîæíî
ñäåëàòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè log z áåñêîíå÷íîëèñòíà. Âåðõíèé áåðåã ðàçðåçà
íà i-ì ëèñòå ñêëåèâàåòñÿ ñ íèæíèì áåðåãîì íà (i + 1)-ì ëèñòå. Íàä îêðåñòíîñòüþ
êàæäîé òî÷êè z ̸= 0,∞ ëåæèò ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
îòäåëüíûõ êðóãîâ. Êàæäîìó êðóãó ìû îòíåñåì âåòâü ëîãàðèôìà, äåéñòâóþùóþ â
ýòîé îêðåñòíîñòè.

Àáñòðàêòíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. N -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ
õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, ãîìåî-
ìîðôíîé íåêîòîðîìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó â RN . Äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íàçû-
âàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü � ýòî ïîâåðõíîñòü ñ äîïîëíèòåëüíîé
ñòðóêòóðîé, íàäåëÿþùåé òî÷êè ïîâåðõíîñòè íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë.

Ïóñòü X � ïîâåðõíîñòü. Ëîêàëüíàÿ êàðòà (U, z) íà X åñòü ãîìåîìîðôèçì z : U →
V íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂ C.
Ëîêàëüíûå êàðòû íàçûâàþò òàêæå êîìïëåêñíûìè êàðòàìè. Äâå ëîêàëüíûå êàðòû
zα : Uα → Vα, i = 1, 2, íàçûâàþòñÿ áèãîëîìîðôíî ñîãëàñîâàííûìè, åñëè îòîáðàæåíèå

z2 ◦ z−1
1 : z1(U1 ∩ U2) −→ z2(U1 ∩ U2)

(îòîáðàæåíèå ïåðåêëåéêè) áèãîëîìîðôíî.

Êîìïëåêñíûì àòëàñîì íà X íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî {zα : Uα → Vα}, α ∈ A ïî-
ïàðíî áèãîëîìîðôíî ñîãëàñîâàííûõ êàðò, ïîêðûâàþùèõ X, ò.å.

∪
α∈A

Uα = X. Äâà

êîìïëåêñíûõ àòëàñà {(Uα, zα)} è {(Ũβ, z̃β)} ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îòîá-
ðàæåíèå

z̃β ◦ z−1
α : zα(Uα ∩ Ũβ) → C

ãîëîìîðôíî äëÿ âñåõ ïàð îêðåñòíîñòåé Uα, Ũβ ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Èíûìè
ñëîâàìè, äâà àòëàñà ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ îáúåäèíåíèå � òîæå àòëàñ.

Êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé Σ íà ïîâåðõíîñòè X íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè áèãîëîìîðôíî ñîãëàñîâàííûõ àòëàñîâ íà X. Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâà-
åòñÿ ïàðà (X,Σ), ñîñòîÿùàÿ èç ñâÿçíîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X è êîìïëåêñ-
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íîé ñòðóêòóðû íà íåì. ×àñòî ïèøóò ïðîñòî X âìåñòî (X,Σ), êîãäà ÿñíî, êàêàÿ
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà èìååòñÿ â âèäó.

Ëîêàëüíî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü X åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îòêðûòîå ìíîæåñòâî â
C. Ïðè ïîìîùè êàðòû z : U → V ⊂ C îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ X áèåêòèâíî íàêðû-
âàåò V . Îäíàêî çàäàííàÿ â X òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîãèì êàðòàì, è íè îäíà èç íèõ
íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé. Ïîýòîìó èç òåîðèè ôóíêöèé â C íà ðèìàíîâû ïî-
âåðõíîñòè ìîæíî ïåðåíåñòè òîëüêî òå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
áèãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé, ò.å. äëÿ êîòîðûõ íå íàäî óêàçûâàòü, êàêàÿ ñïåöèàëü-
íàÿ êàðòà âûáèðàåòñÿ.

Ïðèìåðû ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé:

• Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C. Åå êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ àò-
ëàñîì, åäèíñòâåííîé êàðòîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
C → C.

• Îáëàñòü. Ïóñòü X � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü è Y ⊂ X � íåêîòîðàÿ îáëàñòü
(ò.å. îòêðûòîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî). Òîãäà Y åñòåñòâåííûì îáðàçîì òîæå
ñòàíîâèòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó îïðåäåëèòü
ïðè ïîìîùè àòëàñà, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ëîêàëüíûõ êàðò U → V , äëÿ êîòîðûõ
U ⊂ Y .

• Ðèìàíîâà ñôåðà P1 = C ∪∞. Èìååì äâå ëîêàëüíûå êàðòû:

U0 = {|z| < 2}, z0(z) = z

è

U1 = {|z| > 1

2
} ∪∞, z1(z) =

1

z
, z1(∞) = 0

Ýòè êàðòû áèãîëîìîðôíî ñîãëàñîâàíû, ïîñêîëüêó â êîëüöå W = {1
2
< |z| < 2}

èìååì

z1 ◦ z−1
0 : W → W, z 7→ 1

z

• Êîìïëåêñíûé òîð T = C/Γ. Çäåñü Γ � ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ,
ïîðîæäåííàÿ ñäâèãàìè z 7→ z + 1, z 7→ z + τ , Im τ > 0. Ïóñòü π : C → C/Γ �
êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ïóñòü V ⊂ C � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå
íè îäíîé ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ýêâèâàëåíòíûõ modΓ. Òîãäà U := π(V ) ⊂ T
îòêðûòî, è π : V → U � ãîìåîìîðôèçì. Îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå zU :
U → V çàäàåò ëîêàëüíóþ êàðòó íà T = C/Γ. Îòîáðàæåíèÿ ïåðåêëåéêè � ëèáî
òîæäåñòâåííûå, ëèáî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû íà âåêòîðû ðåøåòêè.

Ïóñòü X è Y � ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y
íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû êàðò z1 : U1 → V1 íà X è z2 : U2 →
V2 íà Y , òàêèõ, ÷òî f(U1) ⊂ U2, îòîáðàæåíèå

z2 ◦ f ◦ z−1
1 : V1 → V2

ãîëîìîðôíî â îáû÷íîì ñìûñëå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàþò áèãîëîìîðôíûì,
êîãäà îíî áèåêòèâíî è êàê f , òàê è f−1 ãîëîìîðôíû.
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Ñâîéñòâà ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ X
îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé f12 = z2 ◦ f ◦ z−1

1 . Êàê è âñÿêàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ,
îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà f12 = akz

k +
∑
n>k anz

n, ãäå ak ̸= 0. ×èñëî k = degxf
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x. Îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà
ëîêàëüíûõ êàðò.

Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f :
X → Y (èëè òî÷êîé âåòâëåíèÿ), åñëè degxf > 1, ò.å. f ′

12(x) = 0. Òî÷êà y ∈ Y
íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f , åñëè ïðîîáðàç
f−1(y) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó.

Ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîìïàêòíûå ðèìà-
íîâû ïîâåðõíîñòè. Ïîñêîëüêó ÿêîáèàí ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé íåîòðèöàòåëåí
(ðàâåí |f(z)|2), ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè îðèåíòèðîâàíû. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñâÿçíîé
îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åå ðîäîì g (÷èñëîì ðó÷åê) èëè
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé χ = 2− 2g. Êàê èçâåñòíî,

χ = V − E + F

äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè ñ V âåðøèíàìè, E ðåáðàìè è F ãðàíÿìè.

Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé f :
P → Q. Òîãäà

n = deg f =
∑

p∈f−1(q)

degpf

äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ Q. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f .

Òåîðåìà (Ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà). Ïóñòü f : P → Q � ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P ðîäà g íà ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü Q ðîäà
h, è n � ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà

χ(P ) = nχ(Q)−
∑
p∈P

(degpf − 1)

èëè

g = n(h− 1) + 1 +
1

2

∑
p∈P

(degpf − 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèàíãóëèðóåì ïîâåðõíîñòü Q òàê, ÷òîáû âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè
âêëþ÷àëè âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü ó ýòîé òðèàíãóëÿöèè áóäåò V âåðøèí, E
ðåáåð è F ãðàíåé. Åå ïðîîáðàç îáðàçóåò òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõíîñòè P . Îíà ñîñòîèò
èç nF ãðàíåé è nE ðåáåð. ×èñëî âåðøèí æå ðàâíî nV −∑

p∈P (degpf − 1), ïîñêîëüêó
íåêîòîðûå ëèñòû â ýòèõ òî÷êàõ ñêëåèâàþòñÿ. Ïîäñ÷åò ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê
äàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Êîìïëåêñíûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå êàê ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü

F (z, w) =
n∑
i=0

Pi(z)w
i � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ z, w. Îí îïðåäåëÿåò n-çíà÷íóþ àë-

ãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ w = w(z). Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü X ýòîé ôóíêöèè çàäàåòñÿ
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â C2 óðàâíåíèåì
F (z, w) = 0

Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ w = w(z) ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ w = w(P )
îò òî÷êè P ∈ X: åñëè P = (z, w) ∈ X, òî w(P ) = w (ïðîåêöèÿ ãðàôèêà íà w-îñü).

Ñ êîìïëåêñíîé òî÷êè çðåíèÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ
íàä C. Ñ âåùåñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ � ýòî ïîâåðõíîñòü â C2 = R4, çàäàííàÿ äâóìÿ
óðàâíåíèÿìè ReF = 0, ImF = 0.

Òî÷êà P0 = (z0, w0) ∈ X íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè â íåé îòëè÷åí îò 0 êîìïëåêñ-
íûé âåêòîð ãðàäèåíòà (

∂F (z0, w0)

∂z
,
∂F (z0, w0)

∂w

)
̸= 0

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íåîñîáàÿ, åñëè âñå åå òî÷êè íåîñîáûå.

Ëåììà (î íåÿâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü òî÷êà P0 = (z0, w0) òàêîâà, ÷òî: 1)

F (z0, w0) = 0, 2)
∂F (z0, w0)

∂w
̸= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ w =

w(z) òàêàÿ, ÷òî F (z, w(z)) = 0 è w(z0) = w0. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé îò z â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = x + iy, w = u + iv, F = f + ig. Óðàâíåíèå F (z, w) = 0
çàïèøåòñÿ â âèäå ñèñòåìû {

f(x, y, u, v) = 0
g (x, y, u, v) = 0

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû âûïîëíåíû óñëîâèÿ âåùåñòâåííîé òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè:

ìàòðèöà

(
fu fv
gu gv

)
P0

íåâûðîæäåíà, ïîñêîëüêó

det

(
fu fv
gu gv

)
= det

(
fu −gu
gu fu

)
= f 2

u + g2u =

∣∣∣∣∣∂F∂w
∣∣∣∣∣
2

íå ðàâåí 0 â òî÷êå P0. Òåì ñàìûì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ñóùåñòâóþò
ãëàäêèå ôóíêöèè u(z) = u(x, y), v(z) = v(x, y), w(z) = u(x, y)+iv(x, y) ðåàëèçóþ-
ùèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (x, y) → (u, v) è òàêèå, ÷òî F (z, w(x, y)) = 0.
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå ïî z̄, ïîëó÷èì

∂F

∂z̄
+
∂w

∂z̄

∂F

∂w
+
∂w̄

∂z̄

∂F

∂w̄
= 0

Ïåðâûé è òðåòèé ÷ëåíû ðàâíû 0 â ñèëó ãîëîìîðôíîñòè F . Îñòàåòñÿ ∂w
∂z̄

∂F
∂w

= 0,
îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ∂w

∂z̄
= 0, òàê êàê ∂F

∂w
̸= 0.

Ïóñòü P0 = (z0, w0) � íåîñîáàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòèX. Ïóñòü, íàïðèìåð, â ýòîé òî÷-
êå ∂F/∂w ̸= 0. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå â îêðåñòíîñòè òî÷êè P0 ïîâåðõíîñòü äîïóñêàåò
ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà (z, w(z)) ∈ X, w(z0) = w0, ïðè÷åì ôóíêöèÿ
w(z) ãîëîìîðôíà. Ïîýòîìó z ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñíîé ëîêàëüíîé êîîð-
äèíàòîé èëè ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì â îêðåñòíîñòè òî÷êè P0. Àíàëîãè÷íî, åñëè â
òî÷êå P0 îòëè÷íà îò íóëÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂F/∂z, òî â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà
ìîæíî âçÿòü w. Íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ, ò.å. â òåõ òî÷êàõ,
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ãäå ∂F/∂w ̸= 0 è ∂F/∂z ̸= 0, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ îáîèìè ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè.
Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ôóíêöèè ïåðåêëåéêè w(z) è z(w) ãîëîìîðôíû.

Ìíîãîîáðàçèå X, îäíàêî, íå êîìïàêòíî. Íè ê îäíîé èç åãî òî÷åê íå ñõîäèòñÿ,
íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zn, wn), F (zn, wn) = 0, zn → ∞. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
êîìïàêòèôèöèðîâàòü X, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî cR = {|z| > R}, ïðè÷åì R âûáå-
ðåì áîëüøèì ìîäóëÿ ëþáîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè h(z, w) = z íà X.
Ìíîæåñòâî h−1(cR) áåç âåòâëåíèé íàêðûâàåò öèëèíäð cR. Ïðîäîëæèì ýòî íàêðû-
òèå äî îòîáðàæåíèÿ h−1(cR) ∪ E → cR ∪∞, äîáàâèâ ïî òî÷êå ê êàæäîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà h−1(cR). Ýòî ïðîäîëæåíèå âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì h ïîðîæäàåò
îòîáðàæåíèå h̃ : X̄ → C ïîâåðõíîñòè X̄ = X ∪ E íà ñôåðó Ðèìàíà.

Ïðèìåð: ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå
ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä

w2 = Pn(z)

ãäå Pn � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ýòè ïîâåðõíîñòè äâóëèñòíî ðàñïîëîæåíû íàä z-
ïëîñêîñòüþ. Çäåñü F (z, w) = w2 − Pn(z). Âåêòîð ãðàäèåíòà: ∇F = (−P ′

n(z), 2w).
Òî÷êà (z0, w0) îñîáàÿ, åñëè â íåé w0 = 0, P ′

n(z0) = 0 èëè{
Pn(z0) = 0
P ′
n(z0) = 0

ò.å. z0 � êðàòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Pn(z). Îòñþäà âèäíî, ÷òî óñëîâèå íåîñîáîñòè �
ýòî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êðàòíûõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà Pn(z):

Pn(z) =
n∏
i=1

(z − zi), zi ̸= zj

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê âåòâëåíèÿ èìååì ñèñòåìó{
w2 = Pn(z0)
w = 0

îòêóäà âèäèì, ÷òî òî÷êè âåòâëåíèÿ ñóòü Qi = (zi, 0). Â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè
îòëè÷íîé îò Qi â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà åñòåñòâåííî âçÿòü z. Â îêðåñòíîñòè
òî÷åê âåòâëåíèÿ â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà óäîáíî âçÿòü w èëè t =

√
z − zi.

Òîãäà ïîëó÷èì ëîêàëüíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

z = zi + t2, w = t
√∏
j ̸=i

(t2 + zi − zj)

Ïðè íå÷åòíîì n ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü êîìïàêòèôèöèðóåòñÿ äîáàâ-
ëåíèåì îäíîé òî÷êè ∞ (êîòîðàÿ áóäåò òî÷êîé âåòâëåíèÿ), ïðè ÷åòíîì � äâóõ. Ðîä
ðàâåí:

g =
n− 2

2
(n ÷åòíîå) g =

n− 1

2
(n íå÷åòíîå)

Òåîðåìà Êåáå îá óíèôîðìèçàöèè: âñÿêàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü èçî-
ìîðôíà C, C èëè U = {z ∈ C : |z| < 1}.

Âñÿêàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü èçîìîðôíà C, C, C \ {0}, òîðó C/L (ãäå L � äèñ-
êðåòíàÿ ðåøåòêà) èëè U/Γ, ãäå Γ ⊂ Aut(U) � äèñêðåòíàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ áåç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
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19 Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè

Òåîðåìà. Åñëè f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è íå ðàâíà ïîñòîÿííîé, òî îáðàç D∗ =
f(D) òîæå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî D∗ ñâÿçíî è îòêðûòî.

Ïóñòü w1, w2 � äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè â D
∗; îáîçíà÷èì z1 (z2) îäèí èç ïðîîáðàçîâ

w1 (w2) â D. Òàê êàê D ëèíåéíî ñâÿçíî, òî ñóùåñòâóåò ïóòü, ñâÿçûâàþùèé z1 è z2.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f åãî îáðàç áóäåò ïóòåì, ñâÿçûâàþùèì w1 è w2

(îí, î÷åâèäíî, ñîñòîèò èç òî÷åê D∗). Òàêèì îáðàçîì, D∗ ñâÿçíî, ïðè÷åì äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî òîëüêî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî îòêðûòîñòè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òåîðåìó Ðóøå, ò.å. ãîëî-
ìîðôíîñòü. Ïóñòü w0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â D∗, è z0 � îäèí èç åå ïðîîáðàçîâ â
D. Òàê êàê D îòêðûòî, ñóùåñòâóåò êðóã {|z − z0| < r} ⊂ D. Ïðè äîñòàòî÷íî ìà-
ëîì r åãî çàìûêàíèå íå ñîäåðæèò äðóãèõ w0-òî÷åê êðîìå z0 (ò.ê. f ̸= const, îíè
èçîëèðîâàíû). Ïóñòü γ � ãðàíèöà ýòîãî êðóãà, è

µ = minz∈γ|f(z)− w0|

Î÷åâèäíî, µ > 0, èíà÷å íà γ ëåæàëà áû w0-òî÷êà ôóíêöèè f . Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî
{|w−w0| < µ} ⊂ D∗. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü w1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýòîãî êðóãà. Íàì
íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) âíóòðè γ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå w1. Èìååì

f(z)− w1 = f(z)− w0 + (w0 − w1)

ïðè÷åì íà γ |f(z)− w0| ≥ µ. Ò.ê. ó íàñ |w0 − w1| < µ, òî ïî òåîðåìå Ðóøå ôóíêöèÿ
f(z) − w1 èìååò âíóòðè γ ñòîëüêî æå íóëåé, ñêîëüêî èõ èìååò f(z) − w0, ò.å. ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí. Èòàê, ôóíêöèÿ f âíóòðè γ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå w1, ò.å. w1 ∈ D∗.
Ò.ê. ýòî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êðóãà {|w − w0| < µ}, òî è âåñü êðóã ëåæèò â D∗.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ëîêàëüíîì îáðàùåíèè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

• Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z) ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ãîëîìîðôíóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 = f(z0) ôóíêöèþ z = g(w) òàêóþ, ÷òî
g(w0) = z0 è f ◦ g(w) = w â îêðåñòíîñòè w0.

I. Òî÷êà z0 � íå êðèòè÷åñêàÿ, ò.å. f ′(z0) ̸= 0. Âûáåðåì êðóã |z − z0| < r, íå
ñîäåðæàùèé äðóãèõ w0-òî÷åê êðîìå öåíòðà è êàê è ðàíüøå îïðåäåëèì

µ = minz∈γ|f(z)− w0|

Ïóñòü w1 � ëþáàÿ òî÷êà êðóãà |w−w0| < µ; òî æå ðàññóæäåíèå ñ ïðèìåíåíèåì òåîðå-
ìû Ðóøå ïîêàçûâàåò, ÷òî f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå w1 ñòîëüêî æå ðàç, ñêîëüêî w0, ò.å.
îäèí ðàç. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò â êðóãå |z− z0| < r ëþáîå çíà÷åíèå
èç êðóãà |w − w0| < µ è ïðèòîì îäèí ðàç, ò.å. ôóíêöèÿ f ëîêàëüíî îäíîëèñòíà â
òî÷êå z0. Â êðóãå |w−w0| < µ òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ z = g(w), äëÿ êîòîðîé
g(w0) = z0 è f ◦ g(w) = w. Èç îäíîëèñòíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî ∆w ̸= 0 ïðè ∆z ̸= 0,
îòêóäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå â ëþáîé òî÷êå êðóãà ïðîèçâîäíîé g′(w) = 1/f ′(z),
ò.å. ãîëîìîðôíîñòü g â ýòîì êðóãå.
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II. Òî÷êà z0 � êðèòè÷åñêàÿ, ò.å. f
′(z0) = . . . = f (p−1)(z0) = 0, f (p)(z0) ̸= 0. Ïîâòîðèì

ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, âûáðàâ òåïåðü êðóã |z − z0| < r òàê, ÷òîáû â íåì êðîìå
öåíòðà íå áûëî áû íè w0-òî÷åê, íè íóëåé ïðîèçâîäíîé f ′. Êàê è ðàíüøå, âîçüìåì
ëþáóþ òî÷êó w1 èç êðóãà |w − w0| < µ è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî f ïðèíèìàåò â êðóãå
|z−z0| < r çíà÷åíèå w1 ñòîëüêî æå ðàç, ñêîëüêî w0. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå
w0 ïðèíèìàåòñÿ p-êðàòíî. Ò.ê. â íàøåì êðóãå f ′ ̸= 0, çíà÷åíèå w1 ïðèíèìàåòñÿ â p
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, ò.å. ôóíêöèÿ f ëîêàëüíî p-ëèñòíà.

Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 èìååì

w = f(z) = w0 + (z − z0)
pφ(z)

ãäå φ ãîëîìîðôíà è îòëè÷íà îò 0. Îòñþäà p

√
φ(z)(z − z0) = (w − w0)

1/p, ãäå p

√
φ(z)

îçíà÷àåò êàêóþ-ëèáî âåòâü êîðíÿ. Ýòà âåòâü ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì

â z0 ñ íå ðàâíûì 0 ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ψ(z) = p

√
φ(z)(z − z0)

èìååì ψ′(z0) ̸= 0. Ïîëîæèâ ω = (w − w0)
1/p è çàïèñàâ ψ(z) = ω, íàéäåì îòñþäà

z êàê ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ îò ω: z =
∑
n≥0

cnω
n, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàçëîæåíèþ â

îáîáùåííûé ñòåïåííîé ðÿä

z = g(w) =
∞∑
n=0

cn(w − w0)
n/p

Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Óñëîâèå f ′(z0) ̸= 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ëîêàëüíîé îäíîëèñò-
íîñòè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f â òî÷êå z0.

Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò òàêæå èç îáùåé òåîðåìû âåùåñòâåííîãî àíàëèçà î íåÿâ-
íûõ ôóíêöèÿõ (ÿêîáèàí |f ′(z0)|2 ̸= 0 ). Íî íåîáõîäèìîñòü � ÷èñòî êîìïëåêñíûé ôàêò,
íå èìåþùèé ìåñòà â âåùåñòâåííîì àíàëèçå (ïðèìåð: f = x3+ iy � ÿêîáèàí â 0 ðàâåí
0, íî îòîáðàæåíèå îäíîëèñòíî).

20 Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö

Ïóñòü D è G � îãðàíè÷åííûå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè ñ ïðîñòûìè ãðàíè÷íûìè êðèâûìè
Γ è Γ̃ ñîîòâåñòâåííî.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z), ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D è íåïðåðûâíàÿ
âïëîòü äî åå ãðàíèöû Γ, îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî êðèâóþ Γ íà êðèâóþ Γ̃ ñ
ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ îäíîëèñòíà â îáëàñòè D è êîíôîðìíî
îòîáðàæàåò îáëàñòü D íà îáëàñòü G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

à) äëÿ êàæäîé òî÷êè w0 ∈ G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà z0 ∈ D òàêàÿ, ÷òî
f(z0) = w0, ò.å. ôóíêöèÿ f(z)− w0 èìååò ðîâíî îäèí íóëü â D;

á) äëÿ êàæäîé òî÷êè w1 /∈ G ôóíêöèÿ f(z) íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå w1 ïðè z ∈ D.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ f(z) − w0 íå ðàâíà 0 íà Γ, ò.ê. ïðè z ∈ Γ òî÷êà
w = f(z) ïðèíàäëåæèò Γ̃, à w0 ∈ G. Çíà÷èò, ïî ïðèíöèïó àðãóìåíòà ÷èñëî íóëåé
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ôóíêöèè f(z)− w0 â îáëàñòè D ðàâíî

N =
1

2π
∆Γ arg (f(z)− w0) =

1

2π
∆Γ̃ arg (w − w0)

Òàê êàê òî÷êà w0 ëåæèò âî âíóòðåííîñòè çàìêíóòîé êðèâîé Γ̃, òî∆Γ̃ arg (w−w0) = 2π
è N = 1. Àíàëîãè÷íî, åñëè òî÷êà w1 ëåæèò âî âíåøíîñòè, òî ∆Γ̃ arg (w − w1) = 0 è
óðàâíåíèå f(z) = w1 íå èìååò ðåøåíèé â D.

Âåðíà è îáðàòíàÿ òåîðåìà (ïðèâîäèì åå áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Òåîðåìà (Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò
îáëàñòü D íà îáëàñòü G. Òîãäà

1) ôóíêöèþ w = f(z) ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü íà çàìûêàíèå îáëàñòè D,
ò.å. ìîæíî äîîïðåäåëèòü åå íà Γ òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ íåïðåðûâíàÿ â D ôóíêöèÿ;

2) ýòà ôóíêöèÿ îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî êðèâóþ Γ íà êðèâóþ Γ̃ ñ ñî-
õðàíåíèåì îðèåíòàöèè.

21 Ïðèíöèï ñèììåòðèè

Òåîðåìà. Ïóñòü ãðàíèöà îáëàñòè D1 ñîäåðæèò äóãó îêðóæíîñòè γ è ïóñòü ôóíê-
öèÿ w = f1(z) ðåàëèçóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ýòîé îáëàñòè íà îáëàñòü D∗

1

òàêîå, ÷òî äóãà γ ïåðåõîäèò â ó÷àñòîê γ∗ ãðàíèöû îáëàñòè D∗
1, òàêæå ÿâëÿþ-

ùèéñÿ äóãîé îêðóæíîñòè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ f1 äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå f2 ÷åðåç äóãó γ â îáëàñòü D2, ñèììåòðè÷íóþ ñ D1 îòíîñèòåëüíî γ,
ïðè÷åì ôóíêöèÿ f2 ðåàëèçóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D2 íà îáëàñòü D∗

2,
ñèììåòðè÷íóþ ñ D2 îòíîñèòåëüíî γ

∗, à ôóíêöèÿ

f(z) =


f1(z) â D1

f1(z) = f2(z) íà γ
f2(z) â D2

ðåàëèçóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D1 ∪ γ ∪ D2 íà D∗
1 ∪ γ∗ ∪ D∗

2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâåðøèâ äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå γ è γ∗ â
îòðåçêè âåùåñòâåííîé îñè, ìîæíî ñâåñòè âñå ê ñëó÷àþ, êîãäà D1 è D2 (à òàêæå D∗

1

è D∗
2) � îáëàñòè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè. Ðàññìîòðèì â D2

ôóíêöèþ
f2(z) = f1(z̄)

è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f1. Ïðåæäå
âñåãî, f2 àíàëèòè÷íà â D2. Â ñàìîì äåëå,

f2(z +∆z)− f2(z)

∆z
=
f1(z̄ +∆z)− f1(z̄)

∆z
=
f1(z̄ +∆z)− f1(z̄)

∆z

ãäå z̄ è z̄ + ∆z � òî÷êè èç D1. Â ñèëó ãîëîìîðôíîñòè f1 â D1 ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò
ïðåäåë ïðè ∆z → 0, è òîãäà

f ′
2(z) = f ′

1(z̄)
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â ëþáîé òî÷êå D2, ò.å. f2 ãîëîìîðôíà òàì. Íà âåùåñòâåííîé îñè f2(x) = f1(x), íî ò.ê.
çíà÷åíèÿ f1 âåùåñòâåííû (γ∗ ïî óñëîâèþ � îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè), òî íà îòðåçêå
γ èìååì f2(x) = f1(x). Ïî ïðèíöèïó íåïðåðûâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî f2 ÿâëåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì f1 ÷åðåç γ.

Òåîðåìà. Åñëè ãðàíèöà îáëàñòè D ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêóþ äóãó γ, òî êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå ýòîé îáëàñòè íà åäèíè÷íûé êðóã ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðî-
äîëæèòü ÷åðåç γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî t0 ∈ [α, β] íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü u = {t ∈ C : |t− t0| <
r}, â êîòîðóþ γ(t) ïðîäîëæàåòñÿ êàê ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé. Â ñèëó óñëîâèÿ γ′(t0) ̸= 0 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà îäíîëèñòíà â u. Ôóíêöèÿ γ
îòîáðàæàåò äèàìåòð d ⊂ u (ñîñòîÿùèé èç òî÷åê âåùåñòâåííîé îñè) íà äóãó γ0 ⊂ γ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç u+ òîò èç ïîëóêðóãîâ u \ d, êîòîðûé γ îòîáðàæàåò â D. Ôóíêöèÿ
g = f ◦γ â u+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðèíöèïà ñèììåòðèè (îíà ïåðåâîäèò d â äóãó
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè) è, ñëåäîâàòåëüíî, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â u. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî f àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ ÷åðåç äóãó γ0.

22 Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F = {f} íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòà K ⊂ D íàéäåòñÿ êîíñòàíòà M =M(K) òàêàÿ, ÷òî

|f(z)| ≤M äëÿ âñåõ z ∈ K è âñåõ f ∈ F

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F = {f} íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ D è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(K, ε) òàêîå, ÷òî

|f(z)− f(z′)| < ε äëÿ âñåõ z, z′ ∈ K ñ |z − z′| < δ è âñåõ f ∈ F

Òåîðåìà. Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé F = {f}, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D, ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíî, òî îíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K ⊂ D � êîìïàêò; îáîçíà÷èì ÷åðåç 2ρ ðàññòîÿíèå ìåæäó K
è ∂D, è ÷åðåç

Kρ =
∪
z0∈K

{z : |z − z0| ≤ ρ}

ρ-ðàçäóòèå êîìïàêòà K. Ïî óñëîâèþ íàéäåòñÿ êîíñòàíòà A òàêàÿ, ÷òî

|f(z)| ≤ A äëÿ âñåõ z ∈ Kρ è âñåõ f ∈ F

Ïóñòü z0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç K. Êðóã Uρ = {|z−z0| < ρ} êîìïàêòíî ñîäåðæèòñÿ
â Kρ, è äëÿ âñåõ z ∈ Uρ è âñåõ f ∈ F

|f(z)− f(z0)| ≤ |f(z)|+ |f(z0)| ≤ 2A

Îòîáðàæåíèå ζ = (z−z0)/ρ ïðåîáðàçóåò êðóã Uρ â åäèíè÷íûé êðóã |ζ| < 1, à ôóíêöèÿ

g(ζ) :=
f(z0 + ρζ)− f(z0)

2A
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû Øâàðöà (g(0) = 0, |g(ζ)| ≤ 1). Ïî ëåììå Øâàðöà
|g(ζ)| ≤ |ζ|, îòêóäà

|f(z)− f(z0)| ≤
2A

ρ
|z − z0| äëÿ âñåõ z ∈ Uρ

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïîëîæèì δ = δ(ε,K) = min
{
ερ

2A
, ρ
}
. Òîãäà ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè

z0 ∈ K èìååì

|f(z′)− f(z′′)| < ε äëÿ âñåõ f ∈ F è âñåõ z′, z′′ ∈ K ñ |z′ − z′′| < δ

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F = {f}, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D, íàçûâàåòñÿ êîìïàêò-
íûì â D, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ôóíêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî
èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â D. Ñåìåé-
ñòâî F íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì â ñåáå, åñëè ïðåäåë ëþáîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñíîâà ïðèíàäëåæèò F .

Òåîðåìà (Ìîíòåëü). Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé F = {f}, ãîëîìîðôíûõ â îáëà-
ñòè D, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî âíóòðè D, òî îíî êîìïàêòíî â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q = {z̃1, z̃2, . . .} ⊂ D � ïîäìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê èç D ñ ðà-
öèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Îíî âñþäó ïëîòíî â D. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {fn} ôóíêöèé èç F è âûáåðåì èç íåå òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f 1
n, ÷òî ðÿä f 1

n(z̃1) ñõîäèòñÿ (ýòî âîçìîæíî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè). Èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè f 1

n âûáåðåì òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f 2
n, ÷òî ðÿä f 2

n(z̃2) ñõîäèòñÿ è
ò.ä. Ïîëîæèì hn = fnn . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn(z̃j) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì j, èáî
ïî ïîñòðîåíèþ âñå åå ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ j-ãî, âûáðàíû èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f jn,
ñõîäÿùåéñÿ â òî÷êå z̃j.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå
K ⊂ D. Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî F ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå
îíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîêðûòèå êîì-
ïàêòà K êîíå÷íûì ÷èñëîì M êâàäðàòèêîâ, ÷òî åñëè z′ è z′′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó

êâàäðàòèêó, òî |f(z′)− f(z′′)| < ε

3
äëÿ âñåõ f ∈ F . Âûáåðåì â êàæäîì êâàäðàòèêå

ïî îäíîé òî÷êå èç ìíîæåñòâà Q, ïóñòü ýòî áóäóò òî÷êè z1, . . . , zM . Ââèäó ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hn(zi) äëÿ âñåõ i è ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè ñóùåñòâóåò òàêîå

N , ÷òî |hm(zi)− hn(zi)| <
ε

3
ïðè m,n > N äëÿ âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì, åñëè z ëåæèò

â òîì æå êâàäðàòèêå, ÷òî è zi, èìååì îöåíêó

|hm(z)− hn(z)| ≤ |hm(z)− hm(zi)|+ |hm(zi)− hn(zi)|+ |hn(zi)− hn(z)| < ε

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn ðàâíîìåðíî ñõî-
äèòñÿ íà K.

Îòîáðàæåíèå J : F → C, îïðåäåëåííîå íà ñåìåéñòâå ôóíêöèé F , íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèîíàëîì. Ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {fn} ⊂ F , ñõîäÿùåéñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ê ôóíêöèè f ∈ F , èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî lim

n→∞
J(fn) = J(f).
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Ïðèìåð: ôóíêöèîíàë J(f) = f (p)(a) íåïðåðûâåí íà ìíîæåñòâå ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé â îáëàñòè D, ò.ê. äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn, ñõîäÿùåéñÿ íà êîì-
ïàêòàõ, f (p)

n (a) → f (p)(a) ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà.

Ëåììà. Åñëè ôóíêöèîíàë J íåïðåðûâåí íà êîìïàêòíîì â ñåáå ñåìåéñòâå ôóíê-
öèé F , ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D, òî |J | îãðàíè÷åí íà F è äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé
ãðàíè, ò.å. íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f0 ∈ F òàêàÿ, ÷òî |J(f)| ≤ |J(f0)| äëÿ âñåõ f ∈ F .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì A := supf∈F |J(f)|. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè íàé-
äåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ F òàêàÿ, ÷òî |J(fn)| → A ïðè n → ∞. Òàê êàê F
êîìïàêòíî â ñåáå, íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk

, ñõîäÿùàÿñÿ ðàâíîìåðíî íà
êîìïàêòàõ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f0 ∈ F . Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà
èìååì

|J(f0)| = lim
n→∞

|J(fn)| = A

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî A <∞ è |J(f)| ≤ |J(f0)| äëÿ âñåõ f ∈ F .

23 Òåîðåìà Ðèìàíà

Òåîðåìà. Ëþáàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü D, ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåðæèò áîëåå îäíîé
òî÷êè, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà åäèíè÷íîìó êðóãó.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî S ãîëîìîðôíûõ è îäíîëèñò-
íûõ â D ôóíêöèé f , òàêèõ, ÷òî |f(z)| ≤ 1 (ò.å. îòîáðàæàþùèõ D â åäèíè÷íûé êðóã
U). Ôèêñèðóåì òî÷êó a ∈ D è áóäåì èñêàòü â ñåìåéñòâå ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé ðàñòÿ-
æåíèå |f ′(a)| â òî÷êå a ìàêñèìàëüíî. Âûäåëèâ êîìïàêòíóþ â ñåáå ÷àñòü S1 ñåìåéñòâà
S è ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèîíàëà J(f) = |f ′(a)|, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî ôóíêöèÿ f0 ñ ìàêñèìàëüíûì ðàñòÿæåíèåì â òî÷êå a ñóùåñòâóåò. Ïîñëå ýòîãî
íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî f0 îòîáðàæàåò D íà âåñü êðóã U .

Äîêàçàòåëüñòâî. À). Äîêàæåì, ÷òî â D ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ãîëîìîðôíàÿ è îä-
íîëèñòíàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ 1 ïî ìîäóëþ. Ïî óñëîâèþ ∂D ñîäåðæèò äâå ðàç-

ëè÷íûå òî÷êè α è β. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

√
z − α

z − β
. Òàê êàê îáëàñòü D îäíîñâÿçíà,

òî ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè â íåé ìîæíî âûäåëèòü äâå ãîëîìîðôíûå îäíîçíà÷íûå
âåòâè ýòîé ôóíêöèè (îíè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì). Îáîçíà÷èì èõ φ1 è φ2.

Ôóíêöèè φ1, φ2 îäíîëèñòíû â D. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà φj(z1) = φj(z2)
(j = 1, 2) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

z1 − α

z1 − β
=
z2 − α

z2 − β

îòêóäà z1 = z2. Ýòè âåòâè îòîáðàæàþò D íà îáëàñòè ∆1 = φ1(D), ∆2 = φ2(D),
êîòîðûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû íàøëèñü òî÷êè z1, z2 òàêèå,
÷òî φ1(z1) = φ2(z2), âîçâåäåíèå â êâàäðàò äàëî áû êàê è âûøå z1 = z2 := z ∈ D.
Ïîñêîëüêó φ2(z) = −φ1(z) ïî ïîñòðîåíèþ (è îäíîâðåìåííî φ1(z) = φ2(z)), îòñþäà
ñëåäîâàëî áû, ÷òî φ1(z) = φ2(z) = 0. Íî ýòî íåâîçìîæíî, èáî îáå ôóíêöèè íå èìåþò
íóëåé â D.
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Îáëàñòü ∆2 ñîäåðæèò íåêîòîðûé êðóã |w − w0| < ρ, è, çíà÷èò, φ1 íå ïðèíèìàåò
çíà÷åíèé èç ýòîãî êðóãà. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

ϕ(z) =
ρ

φ1(z)− w0

î÷åâèäíî, ãîëîìîðôíàÿ è îäíîëèñòíàÿ, îãðàíè÷åíà: |ϕ(z)| ≤ 1 äëÿ âñåõ z ∈ D.

Á). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñåìåéñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ îäíîëèñòíûõ â D ôóíêöèé,
îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäóëþ 1. Îíî íå ïóñòî, èáî ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ è ïî òåîðåìå
Ìîíòåëÿ êîìïàêòíî. Ïóñòü S1 � ÷àñòü ñåìåéñòâà S, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ôóíêöèé, äëÿ
êîòîðûõ |f ′(a)| ≥ |ϕ′(a)| > 0 â íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ D. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû
Ãóðâèöà ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé fn ∈ S1, ñõîäÿùåéñÿ íà ëþáîì K ⊂
D, ìîæåò áûòü ëèøü îäíîëèñòíîé ôóíêöèåé (è òîãäà îíà ïðèíàäëåæèò S1) ëèáî
ïîñòîÿííîé. Âòîðîé ñëó÷àé èñêëþ÷åí íåðàâåíñòâîì |f ′

n(a)| ≥ |ϕ′(a)| > 0. Ïîýòîìó
ñåìåéñòâî S1 êîìïàêòíî â ñåáå.

Ðàññìîòðèì íà S1 ôóíêöèîíàë J(f) = |f ′(a)|. Îí íåïðåðûâåí íà êîìïàêòíîì â
ñåáå ñåìåéñòâå, è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0, ðåàëèçóþùàÿ åãî ìàêñèìóì, ò.å.
òàêàÿ, ÷òî

|f ′(a)| ≤ |f ′
0(a)| äëÿ âñåõ f ∈ S1

Â). Ïîêàæåì, ÷òî f0(a) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â S1 íàøëàñü áû ôóíêöèÿ

g(z) =
f0(z)− f0(a)

1− f0(a)f0(z)

äëÿ êîòîðîé |g′(a)| = |f ′
0(a)|

1− |f0(a)|2
> |f ′

0(a)| âîïðåêè ýêñòðåìàëüíîìó ñâîéñòâó ôóíê-

öèè f0.

Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî f0 îòîáðàæàåò D íà âåñü åäèíè÷íûé êðóã U . Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî f0 íå ïðèíèìàåò â D íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ b ∈ U . Òàê êàê f0(a) = 0, òî
b ̸= 0. Íî è çíà÷åíèå b∗ = 1/b̄ íå ïðèíèìàåòñÿ ýòîé ôóíêöèåé â D (èáî |b∗| > 1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè â D ìîæíî âûäåëèòü îäíîçíà÷íóþ âåòâü
ôóíêöèè

ψ(z) =

√√√√ f0(z)− b

1− b̄f0(z)

Ýòà ôóíêöèÿ îäíîëèñòíà (ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê â ïóíêòå À)) è îãðàíè÷åíà ïî
ìîäóëþ 1, ò.å. ψ ∈ S. Íî òîãäà S ïðèíàäëåæèò è ôóíêöèÿ

h(z) =
ψ(z)− ψ(a)

1− ψ(a)ψ(z)

äëÿ êîòîðîé

|h′(a)| = 1 + |b|
2
√
|b|

|f ′
0(a)| > |f ′

0(a)|

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè ôóíêöèè f0.
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Èç òåîðåìû Ðèìàíà ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè, ãðàíèöû êîòî-
ðûõ ñîäåðæàò áîëåå îäíîé òî÷êè, áèãîëîìîðôíû äðóã äðóãó.

Âûäåëèì òðè êàíîíè÷åñêèå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè: çàìêíóòàÿ ïëîñêîñòü C (ãðàíè-
öà � ïóñòîå ìíîæåñòâî), îòêðûòàÿ ïëîñêîñòü C (ãðàíèöà � îäíà òî÷êà) è åäèíè÷íûé
êðóã U . Ðàçëè÷íûå êàíîíè÷åñêèå îáëàñòè íå èçîìîðôíû äðóã äðóãó. Â ñàìîì äåëå,
C äàæå íå ãîìåîìîðôíà C è U . Îáëàñòè C è U ãîìåîìîðôíû, íî êîíôîðìíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ C íà U íå ñóùåñòâóåò, èáî òàêîå îòîáðàæåíèå áûëî áû öåëîé ôóíêöèåé,
îãðàíè÷åííîé ïî ìîäóëþ 1, ò.å. êîíñòàíòîé ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ.

Âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ íà êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü
ñâÿçàí ñ áîãàòñòâîì åå ãðóïïû êîíôîðìíûõ àâòîìîðôèçìîâ. Âñÿêèé êîíôîðìíûé
àâòîìîðôèçì êàíèíè÷åñêîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì. Äëÿ U ýòî ñëåäóåò
èç ëåììû Øâàðöà (ñì. âûøå). Äëÿ C èìååòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Ïóñòü φ �
ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì C; ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà z0 òàêàÿ, ÷òî φ(z0) =
∞. Ôóíêöèÿ φ ãîëîìîðôíà âñþäó â C êðîìå òî÷êè z0, ãäå îíà èìååò ïîëþñ, ïðè÷åì

ïåðâîãî ïîðÿäêà, èíà÷å ôóíêöèÿ íåîäíîëèñòíà. Ïîýòîìó φ(z) =
A

z − z0
+B åñëè z0 ̸=

∞ è φ(z) = Az + B åñëè z0 = ∞, è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé
ôóíêöèåé.

Åñëè îáëàñòü D èçîìîðôíà U , òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé D
íà U çàâèñèò îò 3 âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f îáëàñòè D íà U , íîðìèðîâàííîå óñëîâèÿìè

f(z0) = 0, arg f ′(z0) = θ

ãäå z0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà D, à θ � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, 0 ≤ θ < 2π. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü åñòü äâà íîðìèðîâàííûõ îòîáðàæåíèÿ f1 è f2 îáëàñòè D íà U . Òîãäà φ = f1◦f−1

2

áóäåò àâòîìîðôèçìîì U , ïðè÷åì φ(0) = 0 è argφ′(0) = 0. Èç ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ
àâòîìîðôèçìîâ êðóãà çàêëþ÷àåì, ÷òî φ(z) = z, ò.å. f1 = f2.

24 Èíòåãðàë Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà

Ðàññìîòðèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå z = f(w) âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Imw > 0 íà
ìíîãîóãîëüíèê M , çàäàííûé â ïëîñêîñòè z. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Ak � ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà M (k = 1, . . . , n), παk � âíóòðåí-

íèé óãîë â âåðøèíå Ak (0 < αk ≤ 2,
n∑
k=1

αk = n− 2), ak � ïðîîáðàç âåðøèíû Ak

ïðè îòîáðàæåíèè f , ò.å. f(ak) = Ak. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî âñå âåðøèíû
íàõîäÿòñÿ â êîíå÷íûõ òî÷êàõ.

Ìû äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f äàåòñÿ ôîðìóëîé Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà

f(w) = C
∫ w

w0

(u− a1)
α1−1(u− a2)

α2−1 . . . (u− an)
αn−1du+ C1

ãäå C,C1 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè f ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðèìàíà. Èçó÷èì ñâîéñòâà
ýòîé ôóíêöèè. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî âñåé ðàñøèðåí-
íîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè ak (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ak ̸= ∞).
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Òàê êàê íà ëþáîì ó÷àñòêå (ak, ak+1) âåùåñòâåííîé îñè ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ, ëåæàùèå íà ïðÿìîëèíåéíîì îòðåçêå (Ak, Ak+1), òî ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè
îíà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìà ÷åðåç ýòîò îòðåçîê â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ýòî
àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ðåàëèçóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå íèæíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè íà ìíîãîóãîëüíèê M ′

k, ñèììåòðè÷íûé ñ M îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû (Ak, Ak+1).
Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ñíîâà ïðîäîëæèòü ÷åðåç ëþáîé îòðåçîê (al, al+1) â âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü, ïðè÷åì íîâîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå áóäåò ðåàëèçîâûâàòü êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè w íà ìíîãîóãîëüíèêM ′′

kl, ïîëó÷åííûé
èçM ′

k îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû (A′
l, A

′
l+1). Åñëè âûïîëíèòü âñå àíàëèòè÷å-

ñêèå ïðîäîëæåíèÿ òàêîãî ðîäà, ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷íîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ, äëÿ êîòîðîé èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îäíîçíà÷íûõ âåòâåé â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü f1, f2 � äâå ïðîèçâîëüíûå âåòâè ôóíêöèè f â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ñî-
ãëàñíî íàøåìó ïîñòðîåíèþ, ýòè âåòâè îñóùåñòâëÿþò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè íà äâà ìíîãîóãîëüíèêà M1, M2, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà
÷åòíûì ÷èñëîì îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ñòîðîí. Íî âñÿêàÿ ïàðà îòðàæåíèé îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìûõ ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó è ïîâîðîòó, ò.å. âñþäó â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè ìû èìååì

f2(w) = eiαf1(w) + a

Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âåòâåé ôóíêöèè f â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Äàëåå,
ôóíêöèÿ g(w) = f ′′(w)/f ′(w) àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, èáî f ′(w) ̸= 0
êàê ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, îñóùåñòâëÿþùåé êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå. Ôóíêöèÿ
g îñòàåòñÿ îäíîçíà÷íîé ïðè âñåâîçìîæíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèÿõ f , ò.ê.
f ′′
1 (w)/f

′
1(w) = f ′′

2 (w)/f
′
2(w). Òàêèì îáðàçîì, g � îäíîçíà÷íàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíê-

öèÿ âî âñåé ïëîñêîñòè êðîìå òî÷åê ak, ãäå îíà èìååò èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè.

×òîáû îïðåäåëèòü õàðàêòåð îñîáåííîñòåé, ðàññìîòðèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
âáëèçè òî÷êè ak è ïîêàæåì (ñì. íèæå), ÷òî îíî èìååò âèä

f(w) = Ak + (w − ak)
αkhk(w)

ãäå hk � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ak òàêàÿ, ÷òî hk(ak) ̸= 0.
Òîãäà äëÿ g â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ak ñðàçó ïîëó÷àåì

g(w) =
αk − 1

w − ak
+ γ(w)

ãäå γ(w) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Ïîñëå ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (w) = g(w)−
n∑
k=1

αk − 1

w − ak
. Îíà ãîëîìîðôíà

âñþäó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è, çíà÷èò, ðàâíà êîíñòàíòå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîí-
ñòàíòû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè g íà ∞. Ïîñêîëüêó îáðàç îòîáðàæåíèÿ f
ñîñòîèò èç êîíå÷íûõ òî÷åê, ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè ∞ èìååò âèä

f(w) = c0 +
c1
w

+O(w−2)

Äëÿ g îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g(w) = − 2

w
+O(w−2), òàê ÷òî êîíñòàíòà ðàâíà 0, è ìû

íàõîäèì

g(w) =
d

dw
log f ′(w) =

n∑
k=1

αk − 1

w − ak
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî f(w) = Ak + (w − ak)
αkhk(w) âáëèçè ak. Â îêðåñòíîñòè

òî÷êè ak ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ζ = (f(w)−Ak)1/αk (íàïîìíèì, ÷òî
f(ak) = Ak). Îíà ðåàëèçóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ÷àñòè îêðåñòíîñòè òî÷êè ak,
ïðèíàäëåæàùåé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, íà ÷àñòü îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = 0, ïðè÷åì
îòðåçêó âåùåñòâåííîé îñè ïëîñêîñòè w ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè
ζ. Ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè ôóíêöèÿ ζ(w) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
â ïîëíóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè ak è ïðåäñòàâèìà òàì ðÿäîì Òåéëîðà ζ(w) = c1(w −
ak) + c2(w − ak)

2 + . . . . Â ýòîì ðÿäó îòñóòñòâóåò ñâîáîäíûé ÷ëåí, èáî ζ(ak) = 0, íî
c1 = ζ ′(ak) ̸= 0, ò.ê. ôóíêöèÿ îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå. Âîçâðàùàÿñü
ê ôóíêöèè f(w), áóäåì èìåòü

f(w) = Ak + (w − ak)
αk(c1 + c2(w − ak) + . . .)αk = Ak + (w − ak)

αkhk(w)

Çäåñü hk(w) � îäíîçíà÷íàÿ ãîëîìîðôíàÿ âåòâü ôóíêöèè (c1 + c2(w − ak) + . . .)αk .

Ïðîîáðàçû òðåõ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî. Ïîñëå
ýòîãî âñå îñòàëüíûå òî÷êè ak è ïîñòîÿííûå C,C1 ôèêñèðóþòñÿ îäíîçíà÷íî. Åñëè
âûáðàòü an = ∞, èíòåãðàë Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà ïðèíèìàåò âèä

f(w) = C
∫ w

w0

(u− a1)
α1−1(u− a2)

α2−1 . . . (u− an−1)
αn−1−1du+ C1

Ïðèìåð: òðåóãîëüíèê. Íàéäåì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå z = f(w) âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè íà òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A1 = 0, A2 = 1, A3 (ImA3 > 0) è
óãëàìè â âåðøèíàõ παi, α1 + α2 + α3 = 1. Ïîëîæèì a1 = 0, a2 = 1, a3 = ∞. Èìååì

f(w) = C
∫ w

0
uα1−1(u− 1)α2−1du = A

∫ w

0
uα1−1(1− u)α2−1du

Èç óñëîâèÿ òîãî, ÷òî òî÷êà a2 = 1 îòîáðàæàåòñÿ â A2 = 1 íàõîäèì ïîñòîÿííóþ A
÷åðåç áåòà-ôóíêöèþ:

1 = A
∫ 1

0
uα1−1(1− u)α2−1du = AB(α1, α2)

Ïðèìåð: ïðÿìîóãîëüíèê. Íàéäåì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå z = f(w) âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè íà ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A1 = K, A2 = K+iK ′, A3 =
−K + iK ′, A4 = −K (K,K ′ > 0). Èç ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå òî÷åê ìîæíî
âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0 ↔ 0, A1 ↔ 1, A4 ↔ −1, A2 ↔ 1/k, A3 ↔ −1/k. Òîãäà

z(w) = C

w∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

Ïîñòîÿííûå C, k îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâ

K = C

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)
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K + iK ′ = C

1∫
0

+C

1/k∫
1

= K + iC

1/k∫
1

dt√
(t2 − 1)(1− k2t2)

Áóäåì ñ÷èòàòü k çàäàííûì, à ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíèêà âûáðàííûìè òàê, ÷òîáû
ïîñòîÿííàÿ C áûëà áû ðàâíà 1. Òîãäà îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèê ñ

K =

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

, K ′ =

1/k∫
1

dt√
(t2 − 1)(1− k2t2)

äàåòñÿ ôóíêöèåé

f(w) =

w∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

Îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ åñòü ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ sn (z) = sn (z, k).

25 Ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

Ðàññìîòðèì êðóãîâîé òðåóãîëüíèê T0 = ABC, îáðàçîâàííûé äóãàìè îêðóæíîñòåé,
îðòîãîíàëüíûõ ê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå w = µ(z) ýòîãî òðåóãîëüíèêà íà âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè A,B,C ñîîòâåòñòâåííî â 0, 1,∞. Ïî ïðèíöèïó ñèììåò-
ðèè ôóíêöèþ µ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü â òðåóãîëüíèêè T

(k)
1 , k = 1, 2, 3,

ñèììåòðè÷íûå ñ T0 îòíîñèòåëüíî åãî ñòîðîí. Òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå âåðøèíàì îò-
íîñèòåëüíî ñòîðîí, ïðîòèâîïîëîæíûõ ýòèì âåðøèíàì, òàêæå ëåæàò íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè. (Â ñàìîì äåëå, åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïåðåéäåò â ñåáÿ, ïîñêîëüêó îíà
îðòîãîíàëüíà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, è òîãäà ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî, íàïðè-
ìåð, ñòîðîíû BC (èíâåðñèè) îáðàç òî÷êè A áóäåò ëåæàòü íà åäèíè÷íîé îêðóæíî-

ñòè.) Ïî ñâîéñòâàì èíâåðñèè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ T
(k)
1 ñíîâà áóäóò äóãàìè îêðóæ-

íîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ µ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò êàæäûé èç òðåóãîëüíèêîâ T
(k)
1

íà íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, 4-óãîëüíèê T0 ∪ T (1)
1 îòîáðàæàåòñÿ

íà âñþ ïëîñêîñòü ñ óäàëåííûì èç íåå ðàçðåçîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì äâóõ äðó-
ãèõ ñòîðîí (îòëè÷íûõ îò òîé, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîäîëæàëè). Ê ïðîäîëæåííîé ôóíê-
öèè µ ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü ïðèíöèï ñèììåòðèè è ïðîäîëæèòü åå â òðåóãîëüíèêè
T

(k)
2 , êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç T

(k)
1 èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî èõ ñòîðîí.

Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ íåîãðàíè÷åííî, ìû ïîñòðîèì ãîëîìîðôíóþ â åäèíè÷íîì
êðóãå U ôóíêöèþ µ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé ôóíêöèåé. Îíà íå ïðîäîëæàå-
ìà çà ïðåäåëû U . Â ñàìîì äåëå, íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè âñþäó ïëîòíû ìíîæåñòâà
òî÷åê, ïîëó÷àþùèåñÿ îòðàæåíèÿìè êàæäîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà T0; íî êîãäà z
ñòðåìèòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó òðåóãîëüíèêó ê òî÷êå An, ïîëó÷àþùåéñÿ îòðàæå-
íèåìè âåðøèíû A, òî µ(z) → 0, à êîãäà z ñòðåìèòñÿ ê Bn èëè Cn, òî µ(z) ñòðåìèòñÿ
ê 0 èëè ∞. Òàêèì îáðàçîì, µ íåëüçÿ ïðîäîëæèòü íà Ū äàæå íåïðåðûâíî.

Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íå ïðèíèìàåò â U òðåõ çíà÷åíèé:
0,1 è ∞.
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Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî ÷åòíîå ÷èñëî îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî äóã îêðóæíîñòåé (èí-
âåðñèé) ñâîäèòñÿ ê äðîáíî-ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, êîòîðîå ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì U . Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó Λ ⊂ AutU .

Ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé èç
ãðóïïû Λ (ò.å. ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôíîé ôóíêöèåé). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü G ∈ Λ � ïðî-
èçâîëüíîå îòîáðàæåíèå è z ∈ U � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà; z ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó
òðåóãîëüíèêó T èç îïèñàííûõ âûøå (òî÷íåå, åãî çàìûêàíèþ â U), è ôóíêöèÿ µ êîí-
ôîðìíî îòîáðàæàåò åãî íà âåðõíþþ èëè íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïðè÷åì âåðøèíû
ïåðåõîäÿò â òî÷êè 0, 1,∞. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ µ îòîáðàæàåò òðåóãîëüíèê G(T )
íà òó æå ïîëóïëîñêîñòü, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ñíîâà ïåðåõîäÿò â 0, 1,∞.
Ïîýòîìó µ è µ ◦ G êîíôîðìíî îòîáðàæàþò T íà îäíó è òó æå ïîëóïëîñêîñòü ñ
îäèíàêîâûì ñîîòâåòñòâèåì òðåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, µ = µ ◦G.

Îïèøåì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê ìîäóëÿðíîé. Ðàññìîòðèì åå âåòâü
z = µ−1(w), ãîëîìîðôíóþ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è îòîáðàæàþùóþ åå íà òðåóãîëü-
íèê T0. Ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè ýòà âåòâü ïðîäîëæàåòñÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü
÷åðåç êàæäûé èç èíòåðâàëîâ (0, 1), (1,∞), (−∞, 0). Êàæäóþ èç ïðîäîëæåííûõ âåò-
âåé ìîæíî ñíîâà ïðîäîëæèòü â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ÷åðåç ëþáîé èç ýòèõ èíòåð-
âàëîâ. Ïðè ýòîì åñëè âòîðîå ïðîäîëæåíèå ïðîèñõîäèò ÷åðåç äðóãîé èíòåðâàë, ÷åì
ïåðâîå, òî ïîëó÷åííàÿ âåòâü îòëè÷àåòñÿ îò íà÷àëüíîé. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæåíèÿ
ìîæíî âåñòè íåîãðàíè÷åííî. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ìîäóëÿðíîé, áåñ-
êîíå÷íîçíà÷íà. Òî÷êè 0, 1,∞ ÿâëÿþòñÿ åå ëîãàðèôìè÷åñêèìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.
Âñå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ëåæàò â åäèíè÷íîì êðóãå.

Òåîðåìà Ïèêàðà. Íà ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè, îáðàòíîé ê ìîäóëÿðíîé, îñíîâàíî
ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèêàðà.

Òåîðåìà (Ïèêàð). Öåëàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé, ïðèíèìàåò âñå
(êîíå÷íûå) êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f íå ïðèíèìàåò äâóõ çíà÷åíèé a, b ∈ C. Òîãäà
ôóíêöèÿ

g(z) =
f(z)− a

b− a

òîæå öåëàÿ è íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé 0,1. Â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z0 ∈ C
ãîëîìîðôíà ôóíêöèÿ φ = µ−1 ◦ g, ãäå µ−1 � êàêàÿ-ëèáî âåòâü ôóíêöèè, îáðàòíîé ê
ìîäóëÿðíîé. Òàê êàê ôóíêöèÿ g íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé 0, 1,∞ (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
îñîáûìè òî÷êàìè äëÿ ôóíêöèè µ−1), òî ôóíêöèÿ φ ïðîäîëæàåìà âäîëü ëþáîãî ïóòè
γ ⊂ C. Òàê êàê C îäíîñâÿçíà, òî ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè ôóíêöèÿ φ ãîëîìîðôíà
è îäíîçíà÷íà â C, ò.å. ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Íî âñå çíà÷åíèÿ µ−1 ëåæàò â åäè-
íè÷íîì êðóãå. Ñëåäîâàòåëüíî, φ îãðàíè÷åíà è, ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, ïîñòîÿííà. Íî
òîãäà è g, à, çíà÷èò, è f ïîñòîÿííà.

Òåîðåìà Ïèêàðà îáîáùàåòñÿ è íà ïðîèçâîëüíûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà (Ïèêàð). Ëþáàÿ ìåðîìîðôíàÿ â C ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿí-
íîé, ïðèíèìàåò âñå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ èç C êðîìå, áûòü ìîæåò, äâóõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, íå ïðèíèìàþùàÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ
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çíà÷åíèé a, b, c ∈ C. Ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü êîíå÷íûìè, èáî åñëè áû êàêîå-
íèáóäü èç íèõ áûëî áåñêîíå÷íûì, f áûëà áû öåëîé ôóíêöèåé, íå ïðèíèìàþùåé äâóõ
çíà÷åíèé, ò.å. ïîñòîÿííîé (ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) =
1

f(z)− c

Îíà, î÷åâèäíî, öåëàÿ (èáî f ̸= c) è íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé
1

a− c
,

1

b− c
. Ïî ïðåäû-

äóùåé òåîðåìå g ïîñòîÿííà, íî òîãäà è f ïîñòîÿííà.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ
êðîìå, áûòü ìîæåò, äâóõ, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì èõ ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòè. Èìååò ìåñòî áîëüøàÿ òåîðåìà Ïèêàðà, ïî êîòîðîé ëþáàÿ ôóíêöèÿ â ëþáîé
ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè åå ïîëþñîâ ïðèíèìàåò âñå çíà÷å-
íèÿ êðîìå, áûòü ìîæåò, äâóõ. Òî÷íî òàêæå â ëþáîé îêðåñòíîñòè ñâîåé ñóùåñòâåííî
îñîáîé òî÷êè ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âñå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ êðîìå, áûòü ìîæåò,
îäíîãî (óñèëåíèå òåîðåìû Ñîõîöêîãî).

26 Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà è ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ãàðìîíè÷åñêîé â
îáëàñòè D ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ u(x, y), îáëàäàþùàÿ
â ýòîé îáëàñòè íåïðåðûâíûìè âòîðûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

Çäåñü ∆ = ∂2x + ∂2y = 4∂z∂z̄ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè è ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü.

Òåîðåìà. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóíêöèè f = u+ iv, îäíîçíà÷íîé è
ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D, ÿâëÿþòñÿ â ýòîé îáëàñòè ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà ux = vy è uy = −vx:

uxx + uyy = (vy)x + (−vx)y = 0, vxx + vyy = (−uy)x + (ux)y = 0

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàòü óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ïðîèçâîäíûìè âñåõ ïîðÿäêîâ.

Äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u, v, ñâÿçàííûå óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà, íàçûâà-
þòñÿ ñîïðÿæåííûìè.

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u(x, y), ãàðìîíè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D,
ìîæíî íàéòè ñîïðÿæåííóþ ñ íåé ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v(x, y) (à çíà÷èò, è
ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f òàêóþ, ÷òî u = Re f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì ∆u = 4∂z̄(∂zu) = 0, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ
2∂zu = ux− iuy ãîëîìîðôíà â D. Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D îíà èìååò ïåðâîîáðàçíóþ
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f = U + iV . Òîãäà
f ′ = ux − iuy = Ux + iVx = Ux − iUy

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà äëÿ U, V ). Îòñþäà çàêëþ-
÷àåì, ÷òî Ux = ux, Uy = uy èëè (U − u)x = (U − u)y = 0 â D. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
U − u = const. Âû÷èòàÿ ýòó êîíñòàíòó èç f , ïîëó÷èì ãîëîìîðôíóþ â D ôóíêöèþ,
äëÿ êîòîðîé Re f = u, à Im f = v � ñîïðÿæåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Â íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñóùåñòâóþò ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùèå-
ñÿ âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ãîëîìîðôíûõ. Íàïðèìåð, D = C \ {0}, u = log |z| =
1
2
log(x2 + y2). Òîãäà ôóíêöèÿ 2∂zu = 1/z íå èìååò îäíîçíà÷íîé ïåðâîîáðàçíîé â D.

Ñîïðÿæåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íà (ðàâíà arg z).

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñâîéñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

• Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü: Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè âñåõ ïîðÿäêîâ, ïðè÷åì âñå îíè òîæå ãàðìîíè÷íû.

Ýòî ñëåäóåò èç áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè f .

• Òåîðåìà î ñðåäíåì: u(z) =
1

2π

∫ 2π

0
u(z + reiφ)dφ.

• Ïðèíöèï ìàêñèìóìà: Îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå
ìîæåò äîñòèãàòü ýêñòðåìóìà âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ýòî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ìàêñèìóìà (èáî ìèíèìóì u ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì äëÿ

−u). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ÷òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå z0.

Â îêðåñòíîñòè z0 ðàññìîòðèì îäíîçíà÷íóþ ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî

Ref = u. Ôóíêöèÿ ef ãîëîìîðôíà, à åå ìîäóëü äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â z0, ÷òî íåâîç-

ìîæíî ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ.

• Àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ: Åñëè ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷íà íà C è îãðàíè÷åíà
ñâåðõó (u(z) ≤M), òî u = const.

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ïðèìåíåííîé ê g = ef (|g| ≤ eM âåçäå â C).

Âîò åùå íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ u(z) ãàðìîíè÷íà â îáëàñòè D è z = g(ζ) � ãîëîìîðôíàÿ â
íåêîòîðîé îáëàñòè G ôóíêöèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ëåæàò â D, òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
u(g(ζ)) ãàðìîíè÷íà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì (áûòü ìîæåò, ìíîãîçíà÷íóþ) ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ
f(z), äëÿ êîòîðîé u = Ref . Ôóíêöèÿ F (ζ) = f(g(ζ)) ãîëîìîðôíà â G, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, U(ζ) = Ref(g(ζ)) = ReF (ζ) ãàðìîíè÷íà â G.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íå ïåðåíîñèòñÿ ïîëíîñòüþ
íà ãàðìîíè÷åñêèå, èáî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå íà ëèíèÿõ, âîâñå íå
îáÿçàíû ñîâïàäàòü â îáëàñòè. (Íàïðèìåð, íà ëèíèÿõ óðîâíÿ îíè ïðèíèìàþò ïîñòîÿí-
íûå çíà÷åíèÿ, ñàìè íå áóäó÷è ïîñòîÿííûìè.) Òåì íå ìåíåå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.
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Òåîðåìà. Åñëè äâå ôóíêöèè, ãàðìîíè÷åñêèå â îáëàñòè D, ñîâïàäàþò â êàêîé-
ëèáî îáëàñòè D1 ⊂ D, òî îíè ñîâïàäàþò è âåçäå â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçíîñòü u ýòèõ ôóíêöèé ãàðìîíè÷íà è ðàâíà 0 â D1. Ðàññìîòðèì
(áûòü ìîæåò, ìíîãîçíà÷íóþ) ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f(z), äëÿ êîòîðîé u = Ref . Â
îáëàñòè D1 ñîïðÿæåííàÿ ñ u ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v ïîñòîÿííà â ñèëó óñëîâèé
Êîøè-Ðèìàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, f ïîñòîÿííà â D1, à çíà÷èò, è âî âñåé îáëàñòè D. Íî
òîãäà è u ïîñòîÿííà â D è ðàâíà òàì, ñëåäîâàòåëüíî, íóëþ.

Èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íà÷íåì ñ ñîâñåì
ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ u(z) ãàðìîíè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D è íåïðåðûâíà
âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â D, òî∮

∂D

∂u

∂n
ds = 0

ãäå ∂/∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè, à ds � äèôôåðåíöèàë äóãè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â D ñîïðÿæåííóþ ê u ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v; îíà
îäíîçíà÷íà â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè D. Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà â âèäå

∂u

∂n
=
∂v

∂s

çàêëþ÷àåì, ÷òî
∮
∂D

∂u

∂n
ds =

∮
∂D

∂v

∂s
ds =

∮
∂D
dv = 0.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò ôîðìóëû Ãðèíà. Äëÿ ëþáûõ
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòè D ôóíêöèé f, g ñïðàâåäëèâà èí-
òåãðàëüíàÿ ôîðìóëà∮

∂D
f∂ng ds =

∫ ∫
D
(∇f ·∇g)dxdy +

∫ ∫
D
f∆g dxdy

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè u1, u2 � ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â D, òî∮
∂D
u1
∂u2
∂n

ds =
∮
∂D
u2
∂u1
∂n

ds

Òåîðåìà. Ïóñòü u(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D, òîãäà

1

2π

∮
∂D

(
u(z)∂n log |z − a| − ∂nu(z) log |z − a|

)
ds =

{
u(a) ïðè a ∈ D
0 ïðè a ∈ C \ D

ãäå íîðìàëü íàïðàâëåíà íàðóæó îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò ïðè a ∈ C \ D ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû,
ò.ê. log |z− a| â ýòîì ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü a ∈ D. Âûðåæåì âîêðóã
òî÷êè a ìàëåíüêèé êðóã Uρ = {|z − a| < ρ} è ïðèìåíèì òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ
ôîðìóëó ê îáëàñòè Dρ = D \ Uρ:∮

∂Dρ

(
u(z)∂n log |z − a| − ∂nu(z) log |z − a|

)
ds = 0
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Âûïèñàâ îòäåëüíî èíòåãðàëû ïî êàæäîé êîìïîíåíòå ãðàíèöû, áóäåì èìåòü (ñ ó÷åòîì
íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè):∮

∂D

(
u(z)∂n log |z − a| − ∂nu(z) log |z − a|

)
ds

=
∮
∂Uρ

u(z)∂n log |z − a| ds−
∮
∂Uρ

∂nu(z) log |z − a| ds

Ïîñêîëüêó log |z − a| = ρ íà ãðàíèöå êðóãà, âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí

0. Â ïåðâîì èíòåãðàëå èìååì ∂n log |z − a| = ∂r log r
∣∣∣
r=ρ

= 1/ρ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∮
∂D

(
u(z)∂n log |z − a| − ∂nu(z) log |z − a|

)
ds =

1

ρ

∮
∂Uρ

u(z) ds = 2πu(a)

ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè ρ→ 0.

Çàäà÷à Äèðèõëå è ôóíêöèÿ Ãðèíà. Ôîðìóëèðîâêà êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå
ñëåäóþùàÿ. Äàíà îáëàñòü D ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h : ∂D → R.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ â D è íåïðåðûâíóþ â Dôóíêöèþ u òàêóþ, ÷òî u = h
íà ãðàíèöå.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à
Äèðèõëå ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u1,2 � äâà
ðåøåíèÿ ñ îäíîé è òîé æå ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé. Òîãäà u = u1−u2 åñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ
â D ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 0 íà ãðàíèöå. Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ïðèìåíåííîãî ê u è
−u, îíà ðàâíà 0 è âåçäå â îáëàñòè, ò.å. u1 = u2.

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà îáëàñòè
D. Ôóíêöèåé Ãðèíà G îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ G(z, ζ) íà D× D òàêàÿ, ÷òî

à) Ôóíêöèÿ g(z, ζ) = G(z, ζ)−log |z−ζ| ãàðìîíè÷íà ïî z ïðè ëþáîì ζ è ãàðìîíè÷íà
ïî ζ ïðè ëþáîì z;

á) G(z, ζ) = G(ζ, z), è G(z, ξ) = 0 ïðè âñåõ z ∈ D è ξ ∈ D.

Òîò æå àðãóìåíò, ÷òî è âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà åäèíñòâåííà. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà åå ñóùåñòâîâàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ áèãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì w :
D → U îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé äèñê, ñóùåñòâóþùèì â ñèëó òåîðåìû Ðèìàíà. Ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå

G(z, ζ) = log

∣∣∣∣∣ w(z)− w(ζ)

1− w(z)w(ζ)

∣∣∣∣∣
óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ôóíêöèè Ãðèíà. Îòìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ Ãðèíà íå çàâèñèò îò íîðìèðîâêè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ w(z).

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â D ôóíêöèè u ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u(z) =
1

2π

∮
∂D
u(ξ)

∂

∂n
G(z, ξ)|dξ|
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êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñ åå çíà÷åíèÿìè âî âíóòðåííîñòè è
òåì ñàìûì ïîäñêàçûâàåò ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå. ×òîáû óáåäèòüñÿ
â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ôîðìóëû, çàïèøåì

G(z, ζ) = log |z − ζ|+ g(z, ζ)

ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè log |z − ξ| = log r è âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûìè ôîðìó-
ëàìè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:∮
∂D

(
u∂nG−G∂nu)|dξ| =

∮
∂D

(
u∂n log r − ∂nu log r

)
|dξ|︸ ︷︷ ︸

2πu(z)

+
∮
∂D

(
u∂ng − g∂nu)|dξ|︸ ︷︷ ︸

0

= 2πu(z)

Îñòàåòñÿ âñïîìíèòü, ÷òî G(z, ξ) = 0 ïðè ξ ∈ ∂D. Â ÷àñòíîñòè, ïðè u = 1 èìååì
ôîðìóëó

1

2π

∮
∂D

∂

∂n
G(z, ξ)|dξ| = 1

Âûðàæåíèå P (z, ξ) = ∂nξ
G(z, ξ) (ãäå ξ ∈ ∂D) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ïóàññîíà.

Ïóñòü ν = nx+ iny � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ê êðèâîé γ = ∂D, ïðåäñòàâ-
ëåííûé êàê êîìïëåêíîå ÷èñëî. Åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
w(z) îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã:

ν(z) = −i dz
|dz|

= −i dz
dw

dw

|dz|
= −i 1

w′(z)

dww

w|dz|
=

|w′(z)|w(z)
w′(z)

(ò.ê. |dw| = −idw/w). Âû÷èñëèâ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ îò G ñîãëàñíî ïðàâèëó
∂n = nx∂x + ny∂y = ν∂z + ν̄∂z̄, áóäåì èìåòü

P (z, ξ) = |w′(ξ)| 1− |w(z)|2

|w(ξ)− w(z)|2

Çàäà÷à Äèðèõëå â åäèíè÷íîì äèñêå. Äëÿ åäèíè÷íîãî äèñêà ôóíêöèÿ Ãðèíà

âûðàæàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé G(z, ζ) =

∣∣∣∣∣ z − ζ

1− zζ̄

∣∣∣∣∣, à ÿäðî Ïóàññîíà
P (z, eiθ) =

1− |z|2

|eiθ − z|2
= Re

eiθ + z

eiθ − z
=

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − φ)
, z = reiφ

Ñîãëàñíî äîêàçàííîé âûøå èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå,

1

2π

∫ 2π

0
P (z, eiθ)dθ = 1 äëÿ âñåõ z ∈ U

Äîêàæåì, ÷òî â åäèíè÷íîì äèñêå U çàäà÷à Äèðèõëå âîññòàíîâëåíèÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîé ôóíêöèè u ïî åå ãðàíè÷íîìó çíà÷åíèþ h ðåøàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà

u(reiφ) =
1

2π

∫ 2π

0

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − φ)
h(eiθ)dθ

Ôóíêöèÿ h ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
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Íàäî äîêàçàòü, ÷òî à) ôóíêöèÿ u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â U , á) lim
z→ζ0

u(z) = h(ζ0), |ζ0| = 1.

Óòâåðæäåíèå à) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ u ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
ôóíêöèè

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
u(eiθ)dθ

ãîëîìîðôíîé â U .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè z ñòðåìÿùåìñÿ ïî òî÷êàì U ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
ζ0 = eiθ0 ∈ ∂U , çíà÷åíèå u(z) ñòðåìèòñÿ ê h(eiθ0). Âñïîìíèâ, ÷òî 1

2π

∫ 2π
0 P (z, eiθ)dθ = 1,

çàïèøåì ðàçíîñòü ìåæäó ôóíêöèåé u(z) è åå ïðåäïîëàãàåìûì ïðåäåëîì â âèäå

u(z)− h(ζ0) =
1

2π

∫ 2π

0
P (z, eiθ)

(
h(eiθ)− h(eiθ0)

)
dθ

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ θ è θ0 òàêèõ, ÷òî |θ − θ0| < δ èìååì

|h(eiθ)− h(eiθ0)| < ε

Ïåðåïèøåì íàø èíòåãðàë â âèäå u(z)− h(eiθ0) = I1 + I2, ãäå

I1 =
1

2π

θ0+δ∫
θ0−δ

P (z, eiθ)
(
h(eiθ)− h(eiθ0)

)
dθ

I2 =
1

2π

 θ0−δ∫
0

+

2π∫
θ0+δ

P (z, eiθ)(h(eiθ)− h(eiθ0)
)
dθ

Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû 1
2π

∫ 2π
0 P (z, eiθ)dθ = 1, èíòåãðàë I1 îöåíèâàåòñÿ êàê |I1| < ε.

Ïîëîæèì M = max |h(eiθ)|. Ïîñëå âûáîðà δ âîçüìåì z íàñòîëüêî áëèçêèì ê eiθ0 ,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

1

2π

 θ0−δ∫
0

+

2π∫
θ0+δ

 1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ <

ε

2M

Òîãäà |I2| < ε.

ßäðî Øâàðöà. Ôîðìóëà

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
u(eiθ)dθ

âîññòàíàâëèâàåò ãîëîìîðôíóþ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèþ ïî åå âåùåñòâåííîé ÷à-
ñòè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. (ßäðî â ýòîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå íàçûâàåòñÿ ÿä-
ðîì Øâàðöà.)

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ H(z, ζ), ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííóþ
ôóíêöèè Ãðèíà G(z, ζ) ïî ïåðåìåííîé z è ïîëîæèòü F (z, ζ) = G(z, ζ) + iH(z, ζ).
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Òîãäà ÿäðî Øâàðöà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè âûðàçèòñÿ êàê S(z, ξ) = ∂nξ
F (z, ξ)

(çäåñü z ∈ D, ξ ∈ ∂D). Âû÷èñëèâ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ îò

F (z, ζ) = log
w(z)− w(ζ)

1− w(z)w(ζ)

íàéäåì ÿäðî Øâàðöà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè:

S(z, ξ) = |w′(ξ)| w(ξ) + w(z)

w(ξ)− w(z)

Ôîðìóëà Àäàìàðà. Ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ èçìåíå-
íèå ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå ïðè ìàëîé âàðèàöèè îáëàñòè ÷åðåç ñàìó ôóíê-
öèþ Ãðèíà. Âîò èäåÿ åå âûâîäà. Áóäåì îïèñûâàòü ìàëûå âàðèàöèè îáëàñòè D ñ ïî-
ìîùüþ íîðìàëüíîãî ñìåùåíèÿ åå ãðàíèöû δn(ξ), ξ ∈ ∂D. (Ñ÷èòàåì, ÷òî δn > 0, åñëè
ãðàíèöà ñìåùàåòñÿ íàðóæó.) Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ôóíêöèé Ãðèíà íîâîé è ñòàðîé
îáëàñòåé:

δG(z, ζ) = G1(z, ζ)−G(z, ζ)

Íà ãðàíèöå íîâîé îáëàñòè D1 èìååì G1(z, ξ) = 0, ξ ∈ D1. Ñòàðàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà
â ýòîé òî÷êå ðàâíà, î÷åâèäíî, ∂nG(z, ξ)δn(ξ) (â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî δn). Çàìåòèì,
÷òî δG(z, ζ) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ïî ζ ôóíêöèÿ (îñîáåííîñòü ïðè ζ = z ñîêðàùàåòñÿ)
ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì −∂nG(z, ξ)δn(ξ). Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûðàçèòü åå âåçäå â
îáëàñòè ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà, ðåøèâ çàäà÷ó Äèðèõëå:

δG(z, ζ) = − 1

2π

∮
∂D
∂nG(z, ξ)∂nG(ζ, ξ) δn(ξ)|dξ|

Ýòî è åñòü ôîðìóëà Àäàìàðà. Åå ìîæíî ïåðåïèñàòü äëÿ ôóíêöèè F (z, ζ) ÷åðåç ÿäðî
Øâàðöà â âèäå

δF (z, ζ) = − 1

2π

∮
∂D
S(z, ξ)∂nG(ζ, ξ) δn(ξ)|dξ|

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 ∈ D è íîðìèðóåì íàøå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: w(0) = 0, argw′(0) > 0. Ïîëîæèâ ζ = 0, áóäåì èìåòü F (z, 0) = logw(z).
Ó÷òÿ, ÷òî ∂n log |w(z)| = |w′(z)| äëÿ z ∈ ∂D, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âàðèàöèè êîí-
ôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ:

δ logw(z) = − 1

2π

∮
∂D

w(ξ) + w(z)

w(ξ)− w(z)
|w′(ξ)|2 δn(ξ)|dξ|

Â ÷àñòíîñòè, åñëè äåôîðìèðîâàííàÿ îáëàñòü îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîé ìàëåíüêîé �øè-
øå÷êîé� ïëîùàäè ε â òî÷êå ξ0 ãðàíèöû, òî íåçàâèñèìî îò ôîðìû øèøå÷êè â ïåðâîì
ïîðÿäêå ïî ε èìååì

δ logw(z) = − ε

2π
|w′(ξ0)|2

w(ξ0) + w(z)

w(ξ0)− w(z)

(ε > 0 åñëè ïëîùàäü äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè óâåëè÷èâàåòñÿ è ε < 0 â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå). Ðàçóìååòñÿ, ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïðèìåíÿòü, åñëè òîëüêî òî÷êà z íå
ñëèøêîì áëèçêà ê ξ0.
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27 Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîíôîðìíûõ îòîáðàæå-

íèé

Òåîðåìà Ðèìàíà � ÷èñòàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, íè÷åãî íå ãîâîðÿùàÿ î òîì, êàê
íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå äàííîé îáëàñòè íà êðóã. Îòíîñèòåëüíî íåäàâíî ñòà-
ëî ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ îáëàñòåé ñ àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé ìîæíî äàòü, ïî êðàéíåé
ìåðå â ïðèíöèïå, áîëåå êîíñòðóêòèâíûé ðåöåïò ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî îòîáðàæåíèÿ.
À èìåííî, ó êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿ-
ùàÿ îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, òàêàÿ, ÷òî âñÿ èíôîðìàöèÿ î êîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèÿõ îáëàñòåé ñ àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé ñîäåðæèòñÿ â åå ïðîèçâîäíûõ ïî
ýòèì ïåðåìåííûì. Ýòîò ñþæåò òåñíî ñâÿçàí ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Â ýòîì ðàçäåëå íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ âíåø-
íîñòè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Îáîçíà÷èì Dc =
C\(D∪∂D). Íîðìèðóåì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå óñëîâèÿìè w(∞) = ∞, w′(∞) > 0.
Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè w(z) â îêðåñòíîñòè ∞ òàêîâî:

w(z) =
z

r
+ u0 +

u1
z

+
u2
z2

+ . . .

Çäåñü ui ∈ C, r ∈ R+. Êîíñòàíòà r íàçûâàåòñÿ (âíåøíèì) êîíôîðìíûì ðàäèóñîì
îáëàñòè D.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñîäåðæàùèõ 0 îäíîñâÿçíûõ îãðàíè÷åííûõ îáëà-
ñòåé D ñ àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé. Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò â ýòîì áåñêîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå âîçüìåì ïëîùàäü îáëàñòè D è ãàðìîíè÷åñêèå ìîìåíòû îáëàñòè Dc:

t0 =
1

π

∫ ∫
D
dxdy, tk = − 1

πk

∫ ∫
Dc
z−k dxdy (k ≥ 1)

Ïî òåîðåìå Ñòîêñà èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîíòóðíûå èíòåãðàëû

t0 =
1

2πi

∮
γ
z̄dz, tk =

1

2πik

∮
γ
z−kz̄dz, k ≥ 1.

Îòìåòèì, ÷òî t0 âåùåñòâåííî, à tk ïðè k ≥ 1 âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíû, òàê ÷òî
êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ t0, {Re tk}, {Im tk} èëè t0, {tk}, {t̄k}.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ D(t) îáëàñòè D = D(0), ñî-
õðàíÿþùàÿ âñå âåëè÷èíû tk (ò.å. òàêàÿ, ÷òî ∂ttk = 0 äëÿ âñåõ k), òðèâèàëüíà:
D(t) = D(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D(t) � äåôîðìàöèÿ ñ âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì t. Çàäàäèì
çàìêíóòóþ êðèâóþ γ(t) = ∂D(t) ïàðàìåòðè÷åñêè z(σ, t) = x(σ, t) + iy(σ, t) (0 ≤ σ <
2π) è îïðåäåëèì íîðìàëüíóþ ñêîðîñòü äåôîðìàöèè Vn(z) = δn(z)/δt, z ∈ γ. Ïóñòü

τ⃗ =

(
dx

|dz|
,
dy

|dz|

)
, n⃗ =

(
dy

|dz|
,− dx

|dz|

)

êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé åäèíè÷íûå âåêòîðû ê êðèâîé γ, à U⃗ = (xt, yt) � ñêî-
ðîñòü òî÷êè êðèâîé (ïðîèçâîäíûå çäåñü áåðóòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì σ). Òîãäà èìååì

83



Vn = (n⃗, U⃗) =

(
dyxt
|dz|

,−dxyt
|dz|

)
=

dσ

|dz|
(xtyσ − xσyt). Â òåðìèíàõ z, z̄ çàïèøåì ýòó ôîð-

ìóëó â âèäå

Vn =
dσ

2i|dz|
(z̄tzσ − z̄σzt)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë òèïà Êîøè

C(a) =
1

2πi

∮
γ

z̄ dz

z − a

Çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðè a ∈ D è a ∈ Dc îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî C+(a) è
C−(a). Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî t ôóíêöèè C(a) ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì:

2πi∂tC(a) =
∫ 2π

0

(
z̄tzσ + z̄zσ,t
z − a

− z̄ztzσ
(z − a)2

)
dσ

=
∫ 2π

0

(
z̄tzσ + z̄zσ,t
z − a

dσ + z̄ztd
( 1

z − a

))

=
∫ 2π

0

z̄tzσ − ztz̄σ
z − a

dσ

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè íîðìàëüíîé äåôîðìàöèè êðèâîé çàïèøåì ðå-
çóëüòàò â âèäå

∂tC(a) =
1

π

∫ 2π

0

Vn(z)|dz|
z − a

ãäå Vn(z) ∈ R. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ, ñêà÷îê ôóíêöèè ∂tC íà
ãðàíèöå ðàâåí

∂tC
+(z)− ∂tC

−(z) = 2i
Vn(z)

τ(z)

ãäå τ(z) = dz/|dz| = iν(z) = i
|w′(z)|w(z)

w′(z)
� åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé

γ, ïðåäñòàâëåííûé êàê êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0, â êîòîðîé |a| < |z| äëÿ âñåõ z ∈ γ,
ìîæíî ðàçëîæèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂tC

+ è ïî÷ëåííî
ïðîèíòåãðèðîâàòü:

∂tC
+(a) =

∂

∂t

(
1

2πi

∞∑
k=0

ak
∮
γ
z−k−1z̄dz

)
=

∞∑
k=1

k(∂ttk)a
k−1 = 0

ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ∂ttk = 0 äëÿ âñåõ k ≥ 1. Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî ∂tC

+ = 0 âåçäå â îáëàñòè D. Ïîýòîìó
èç ôîðìóëû äëÿ ñêà÷êà âèäèì, ÷òî

2i
Vn(z)

τ(z)
= 2

Vn(z)w
′(z)

|w′(z)|w(z)

ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè h(z) := −∂tC−(z) â îáëàñòè
Dc. Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè ∞

h(z) = ∂tC
−(z) =

∂tt0
z

+O(z−2) = O(z−2)
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ïîêàçûâàåò, ÷òî h(z) èìååò â ∞ íîëü êàê ìèíèìóì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó

w′(z) ̸= 0 â Dc, ôóíêöèÿ g(z) := h(z)
w(z)

w′(z)
ãîëîìîðôíà â ýòîé îáëàñòè, èìååò âåùå-

ñòâåííûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ 2
Vn(z)

|w′(z)|
è ðàâíà 0 â ∞. Ìíèìàÿ ÷àñòü ýòîé ôóíêöèè

ãàðìîíè÷íà â Dc è ðàâíà 0 íà ãðàíèöå. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðè-
õëå îíà ðàâíà 0 â Dc. Ñëåäîâàòåëüíî, g(z) ïðèíèìàåò ÷èñòî âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
à, çíà÷èò, ðàâíà êîíñòàíòå. Óñòðåìèâ z → ∞, âèäèì, ÷òî êîíñòàíòà ðàâíà 0.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî Vn(z) = δn(z)/δt = 0, ÷òî è îçíà÷àåò îòñóòñòâèå
äåôîðìàöèè.

Ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé C± â ðÿä Òåéëîðà â 0 è ∞ èìåþò âèä

C+(z) =
∑
k≥1

ktkz
k−1, C−(z) = −t0

z
−
∑
k≥1

vkz
−k−1

ãäå

vk =
1

π

∫∫
D
zk dxdy =

1

2πi

∮
γ
zkz̄ dz

äîïîëíèòåëüíûé íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ (ìîìåíòû âíóòðåííîñòè). Îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò {tk}.

Ðàññìîòðèì èíôèíèòåçèìàëüíûå äåôîðìàöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè a ∈ Dc ïîëîæèì

δn(z) = − ϵ

2
∂nG(a, z), ϵ→ 0.

Ïóñòü X � êàêîé-ëèáî ôóíêöèîíàë îò îáëàñòè. ×åðåç δaX îáîçíà÷èì åãî èçìåíåíèå
ïðè óêàçàííîé äåôîðìàöèè.

Ëåììà. Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ âèäà X (D) =
∫∫

Dc
f(x, y) dxdy èìååì

δzX = −πϵfH(z)

ãäå fH � ãàðìîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f ñ ãðàíèöû âî âíåøíîñòü Dc îáëà-
ñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà X ïðè ïðîèçâîëüíîé äåôîðìàöèè δn åñòü

δX = −
∮
γ
fδn |dξ|. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ δn ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà, èìååì

δzX =
ϵ

2

∮
γ
f∂nG(z, ξ) |dξ| = −πϵfH(z)

â ñèëó ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè Dc.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ âàðèàöèé ãàðìîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ:

δzt0 = ϵ, δztk =
ϵ

k
z−k, δz t̄k =

ϵ

k
z̄−k
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ ôóíêöèîíàëîâ âèäà X (D) =
∫∫

D
f(x, y) dxdy, ãäå ôóíêöèÿ f

îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé îáëàñòü D, èìååì δzX = πϵfH(z).

Ôóíêöèîíàëû îò îáëàñòè D (èëè Dc) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè îò ïå-
ðåìåííûõ t0, tk, t̄k. Ââåäåì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

∂0 =
∂

∂t0
, D(z) =

∑
k≥1

z−k

k

∂

∂tk
, D̄(z̄) =

∑
k≥1

z̄−k

k

∂

∂t̄k

∇(z) = ∂0 +D(z) + D̄(z̄)

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà X îò îáëàñòè èìååì δzX = ϵ∇(z)X .

Äîêàçàòåëüñòâî.

δzX =
∂X
∂t0

+
∑
k≥1

∂X
∂tk

δztk +
∑
k≥1

∂X
∂t̄k

δz t̄k

= ϵ∂0X + ϵ
∑
k≥1

z−k

k
∂tkX + ϵ

∑
k≥1

z̄−k

k
∂t̄kX

= ϵ∇(z)X

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

F = − 1

π2

∫∫
D

∫∫
D
log
∣∣∣1
z
− 1

z′

∣∣∣ dxdy dx′dy′
è íàéäåì åãî âàðèàöèþ δzF . Äëÿ ýòîãî ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ϕ(ζ, ζ̄) = − 2

π

∫∫
D
log
∣∣∣1
ζ
− 1

z′

∣∣∣ dx′dy′
Ýòî ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Dc. Åå ðàçëîæåíèå â ∞ èìååò âèä

ϕ(ζ, ζ̄) = v0 +
∑
k≥1

1

k

(
vkζ

−k + v̄kζ̄
−k
)

ãäå v0 =
2

π

∫∫
D
log |z| dxdy � ëîãàðèôìè÷åñêèé ìîìåíò, à âàðèàöèÿ δzϕ(ζ, ζ̄) ïðè ζ ∈ D

ñîãëàñíî ëåììå ðàâíà δzϕ(ζ, ζ̄) = −2ϵ log
∣∣∣1
ζ
− 1

z

∣∣∣. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âàðèàöèè ôóíêöè-
îíàëà F çàïèøåì åãî â âèäå

F =
1

2π

∫∫
D
ϕ(z, z̄) dxdy

Èìååì:

δzF = − ϵ

4π

∮
γ
ϕ(ζ, ζ̄)∂nG(z, ζ)|dζ|+

1

2π

∫∫
D
δzϕ(z

′, z̄′) dx′dy′
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=
ϵ

2
ϕH(z, z̄)− ϵ

π

∫∫
D
log
∣∣∣ 1
z′

− 1

z

∣∣∣ dx′dy′ = ϵϕ(z, z̄)

(ò.ê. ϕH = ϕ). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ϕ(z, z̄) = ∇(z)F , z ∈ Dc. Ñðàâíèâàÿ ñ ðàçëî-
æåíèåì ôóíêöèè ϕ, íàõîäèì

vk =
∂F

∂tk
, v̄k =

∂F

∂t̄k

Íàéäåì òåïåðü ∇(z)∇(ζ)F . Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè δzϕ(ζ, ζ̄) ïðè ζ ∈ Dc. Ïîëó-

÷åííûé ðàíåå îòâåò δzϕ(ζ, ζ̄) = −2ϵ log
∣∣∣1
ζ
− 1

z

∣∣∣ âåðåí òîëüêî ïðè ζ ∈ D (â ýòîì ñëó÷àå

ëîãàðèôì - ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Dc). Ïðè ζ ∈ Dc åãî íàäî ïîäïðàâèòü, ñîêðà-
òèâ ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü, è ïðè ýòîì íå èçìåíèâ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ. Ýòî
äîñòèãàåòñÿ âû÷èòàíèåì èç ëîãàðèôìà ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå:

δzϕ(ζ, ζ̄) = −2ϵ log
∣∣∣1
ζ
− 1

z

∣∣∣+ 2ϵG(z, ζ)

Òåïåðü íàäî âñïîìíèòü, ÷òî δzϕ(ζ, ζ̄) = ϵ∇(z)∇(ζ)F . Ìû äîêàçàëè âàæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà.Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàë F ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

G(z, ζ) = log
∣∣∣z−1 − ζ−1

∣∣∣+ 1

2
∇(z)∇(ζ)F

Óñòðåìëÿÿ ζ → ∞ è âñïîìíèâ, ÷òî G(z,∞) = − log |w(z)|, ïîëó÷èì ôîðìóëó

log |w(z)|2 = log |z|2 − ∂0∇(z)F

èç êîòîðîé, îòäåëÿÿ ãîëîìîðôíóþ è àíòèãîëîìîðôíóþ ÷àñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîð-
ìóëó äëÿ ñàìîãî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ. Äåëàåòñÿ ýòî òàê. Ïåðåïèøåì íàøó
ôîðìóëó â âèäå

log(w(z)/z) + ∂20F +D(z)F = − log(w(z)/z̄)− D̄(z̄)F

Ëåâàÿ ÷àñòü � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ îò z, à ïðàâàÿ � àíòèãîëîìîðôíàÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îáå ðàâíû êîíñòàíòå, çíà÷åíèå êîòîðîé ìîæíî íàéòè, óñòðåìèâ z → ∞.
Ïðåäåë z → ∞ â èñõîäíîì ðàâåíñòâå äàåò ôîðìóëó äëÿ êîíôîðìíîãî ðàäèóñà

log r2 = ∂20F

Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ:

w(z) = z exp
(
−1

2
∂20F − ∂0D(z)F

)
Ìû âèäèì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé â òîì
ñìûñëå, ÷òî F êàê ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ
î êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ îáëàñòåé. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ â ðÿä â îêðåñòíîñòè ∞ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âòîðûå ïðîèçâîäíûå F ïî
tk.
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Ïðèìåð: ýëëèïñ. Îáëàñòü, ó êîòîðîé âñå tk = 0 ïðè k ≥ 3 ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì.
Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ çàìêíóòîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè F :

F = −3

4
t20 +

1

2
t20 log

t0
1− 4|t2|2

+
t0

1− 4|t2|2
(
|t1|2 + t21t̄2 + t̄21t2

)

Ñâÿçü ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

(z − ζ)eD(z)D(ζ)F = ze−∂0D(z)F − ζe−∂0D(ζ)F

(z̄ − ζ̄)eD̄(z̄)D̄(ζ̄)F = z̄e−∂0D̄(z̄)F − ζ̄e−∂0D̄(ζ̄)F

1− e−D(z)D̄(ζ̄)F =
1

zζ̄
e∂0(∂0+D(z)+D̄(ζ))F

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â âûäåëåíèè ãîëîìîðôíûõ è àíòèãîëî-
ìîðôíûõ ïî z è ζ ÷àñòåé â ðàâåíñòâå

log

∣∣∣∣∣ w(z)− w(ζ)

1− w(z)w(ζ)

∣∣∣∣∣ = log
∣∣∣z−1 − ζ−1

∣∣∣+ 1

2
∇(z)∇(ζ)F

ãäå w(z) âûðàæåíî ÷åðåç F ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå.

Ñâÿçü ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ íà
ôóíêöèþ F ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû â ïðåäåëå
íóëåâîé äèñïåðñèè. Ôóíêöèþ F ìîæíî ðàçëîæèòü â (ôîðìàëüíûé) ðÿä Òåéëîðà ïî
ïåðåìåííûì t1, t2, t3, . . .. Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ìîãóò áûòü íàéäåíû èç íåêîòî-
ðûõ (äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ) ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà,
÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá ýôôåêòèâèçàöèè òåîðåìû Ðèìàíà.

28 Óðàâíåíèå Ëåâíåðà

Ãèïîòåçà Áèáåðáàõà (äîêàçàííàÿ â 1986 ãîäó äå Áðàíæåì) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà ãîëîìîðôíîé îäíîëèñòíîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíê-
öèè f âèäà

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + . . .

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì |an| ≤ n. Ïðèìåð ãîëîìîðôíîé îäíîëèñòíîé â åäè-

íè÷íîì êðóãå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé an = n äàåò ôóíêöèÿ Êåáå K(z) =
z

(1− z)2
,

êîòîðàÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã íà ïëîñêîñòü ñ âûðåçàííûì ëó÷îì
[−∞,−1

4
].

Îñíîâíûì òåõíè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû Áèáåðáàõà ñòà-
ëî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà (1923 ã.). Â íà÷àëå 2000 ãîäîâ óðàâíåíèå
Ëåâíåðà ñòàëî ÷ðåçâû÷àéíî ïîïóëÿðíûì â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (â òåîðèè êðèòè-
÷åñêèõ ÿâëåíèé â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ) â ñâÿçè ñ ñîçäàíèåì íîâîãî ïîäõîäà, íà-
çâàííîì SLE (ñòîõàñòè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ Ëåâíåðà èëè ýâîëþöèÿ Øðàììà-Ëåâíåðà).
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Ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïðîñòåéøèì âàðèàíòîì óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè,
íàçâàííîì õîðäîâûì óðàâíåíèåì Ëåâíåðà.

Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü H, èç êîòîðîé âûðåçàíà íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ
êðèâàÿ γ = AB, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå A ∈ R è îêàí÷èâàþùàÿñÿ â òî÷êå B ∈ H.
Îáîçíà÷èì D = H \ γ è ðàññìîòðèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f : D → H, íîðìèðî-
âàííîå òàê, ÷òî åãî ðàçëîæåíèå ïðè z → ∞ èìååò âèä

f(z) = z +
c1
z
+
c2
z2

+ . . .

Êîýôôèöèåíò c1 ∈ R íàçûâàåòñÿ åìêîñòüþ. Èçâåñòíî, ÷òî c1 > 0 è âîçðàñòàåò ñ
óâåëè÷åíèåì äëèíû êðèâîé γ. Îáîçíà÷èì c1 = 2t. Åñëè ôîðìà êðèâîé çàäàíà, à
òî÷êà B ñêîëüçèò ïî êðèâîé, êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå áóäåò çàâèñåòü îò t. Èíûìè
ñëîâàìè, ìû âûáèðàåì t â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íà êðèâîé. Íàøà çàäà÷à � âûâåñòè
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ ft, îñóùåñòâëÿþ-
ùàÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ft : D(t) → H. Çäåñü D(t) = H \ γ(t).

Ïóñòü ℓh - ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê âäîëü ìíèìîé îñè îò òî÷êè z0 ∈ R äî òî÷êè
z0 + ih. Âñïîìîãàòåëüíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå H \ ℓh → H èìååò âèä

wh(z) = z0 +
√
(z − z0)2 + h2

Ïðè ìàëûõ h

wh(z) = z +
h2

2(z − z0)
+O(h4)

Ïðè δt → 0 îáðàç ft(D(t + δt)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, èç
êîòîðîé âûðåçàí ìàëûé ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê äëèíû h → 0, ðàñòóùèé èç òî÷êè
ft(B) := ξt è îðòîãîíàëüíûé âåùåñòâåííîé îñè. Ìû èìååì ft+δt = wh◦ft, ãäå h ìîæíî
íàéòè, ðàçëîæèâ îáå ÷àñòè ïðè z → ∞:

z +
2t+ 2δt

z
+ . . . = ft(z) +

1
2
h2

ft(z)− ξt
+ . . . = z +

2t+ 1
2
h2

z
+ . . .

îòêóäà h2 = 4δt, è òîãäà

ft+δt(z) = ft(z) +
2δt

ft(z)− ξt
+O((δt)2)

Îòñþäà ïîëó÷àåì õîðäîâîå óðàâíåíèå Ëåâíåðà:

dft(z)

dt
=

2

ft(z)− ξt

Íà÷àëüíîå óñëîâèå: f0(z) = z. Ôóíêöèÿ ξt íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé. Â
íåé çàêîäèðîâàíà èíôîðìàöèÿ î ôîðìå êðèâîé.

Ñàìèì Ëåâíåðîì áûëî ïîëó÷åíî íåñêîëüêî äðóãîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ñåé÷àñ íà-
çûâàåòñÿ ðàäèàëüíûì. Âìåñòî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé êðóã
U , èç êîòîðîé âûðåçàíà êðèâàÿ γ = AB, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå A ∈ ∂U è îêàí÷èâà-
þùàÿñÿ â òî÷êå B ∈ U . Îáîçíà÷èì D = U \γ è ðàññìîòðèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
g : D → U , íîðìèðîâàííîå òàê, ÷òî åãî ðàçëîæåíèå ïðè z → 0 èìååò âèä

gt(z) = e−tz + c1z
2 + . . .
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Ïîëîæåíèå êîíöà êðèâîé ïàðàìåòðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé t. Ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Ëåâ-
íåðà

dgt(z)

dt
= gt

eiξt + gt
eiξt − gt

ìîæíî âûâåñòè èç ñîîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íûì ïðèâåäåííûì âûøå. Íà÷àëüíîå óñëî-
âèå: g0(z) = z.
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