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1. Ãîëîìîðôíûå àòëàñû.

Ïîâåðõíîñòüþ ìû áóäåì íàçûâàòü äâóìåðíîå ñâÿçíîå êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå
äâóìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíèöû. Ïðèìåðîì ïîâåðõíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñôåðà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì äûð, ó êîòîðîé ãðàíè÷íûé êîíòóð êàæäîé
äûðû ñêëååí ñ ãðàíè÷íûì êîíòóðîì òîðà ñ äûðîé. ×èñëî âêëååííûõ òîðîâ
("ðó÷åê") íàçûâàåòñÿ ðîäîì ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòè òàêîãî òèïà ãîìåîìîðôíû,
åñëè è òîëüêî åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûé ðîä. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííîé òàêèì ñïîñîáîì
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìîâ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì
ðîäîì.

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü � ýòî ïîâåðõíîñòü P ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé,
íàäåëÿþùåé òî÷êè ïîâåðõíîñòè íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ýòè
ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ êàðò, òî åñòü ïàð (U, z), ãäå U ⊂ P
� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî è z : U → C � íåïðåðûâíîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñåìåéñòâîì ëîêàëüíûõ êàðò {(Uα, zα)|α ∈ A} íàçûâàåòñÿ
ãîëîìîðôíûì àòëàñîì, åñëè P =

⋃
α

Uα è îòîáðàæåíèÿ zβz
−1
α : zα(Uα

⋂
Uβ) → C

ãîëîìîðôíû äëÿ âñåõ α, β ∈ A. Ãîëîìîðôíûå àòëàñû {(Uα, zα)|α ∈ A}
è {(Vβ, wβ)|β ∈ B} ïîâåðõíîñòè P ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ
îáúåäèíåíèå òîæå ãîëîìîðôíûé àòëàñ ïîâåðõíîñòè P (òî åñòü îòîáðàæåíèÿ
wβz

−1
α : zα(Uα

⋂
Vβ)→ C ãîëîìîðôíû äëÿ âñåõ α ∈ A, β ∈ B).

1



Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü âìåñòå ñ êëàññîì
ýêâèâàëåíòíîñòè ãîëîìîðôíûõ àòëàñîâ.
Ïðèìåð 1.1. Ñôåðà Ðèìàíà C = C

⋃∞ ñ àòëàñîì èç äâóõ ëîêàëüíûõ êàðò
{(U1, z1)(U2, z2)}, ãäå U1 = {z ∈ C||z| < 2}, z1(z) = z} è U2 = {z ∈ C||z| > 1

2
},

z2(z) = 1
z
}.

Ïðèìåð 1.2. Êîìïëåêñíûé òîð T = C/Γ, ãäå Γ � ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ,
ïîðîæäåííàÿ ñäâèãàìè z 7→ z + 1 è z 7→ z + τ è Im(τ) > 0.
Ïðèìåð 1.3. Ïîâåðõíîñòü P = {(x, y) ∈ C2|y2 = f(x, y)}, ãäå
f(x, y) = x2m+1 + a2mx

2m + ... + a1x + a0). Ãîëîìîðôíûé àòëàñ ñîñòîèò èç
êàðò (Uv, zv), ãäå Uv ìàëåíüêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè v = (x, y), zv(x, y) = x ïðè
f(x) 6= 0, x ∈ ∞, zv(x, y) = y ïðè f(x) = 0 è zv(x, y) = 1

y
ïðè x = ∞. Òàêèå

ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèìè.

2. Ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ. Ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà.

Ïóñòü P è Q � ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, çàäàííûå ãîëîìîðôíûìè àòëàñàìè
{(Uα, zα)|α ∈ A} è {(Vβ, wβ)|β ∈ B} ñîîòâåòñòâåííî. Ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòü Q íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
f : P → Q, îïèñûâàåìîå ãîëîìîðôíûìè íå ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè âî âñåõ
ëîêàëüíûõ êàðòàõ. Òî åñòü wβfz

−1
α : zα(Uα

⋂
f−1(Vβ)) → C ãîëîìîðôíî è íå

òîæäåñòâåííî äëÿ âñåõ α ∈ A, β ∈ B òàêèõ ÷òî Uα
⋂
f−1(Vβ) 6= ∅.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ãîëîìîðôíûõ
àòëàñîâ, îïèñûâàþùèõ ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè P è Q. Äîêàçàòü, ÷òî f(P ) = Q.
Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ïðîîáðàçîâ f−1(p) êîíå÷íî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ P .

Ñâîéñòâà ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f : P → Q â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈ P
îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé fαβ = wβfz

−1
α : zα(Uα

⋂
f−1(Vβ)) → C, ãäå (Uα, zα) è (Vβ, wβ)

� ëîêàëüíûå êàðòû, ñîäåðæàùèå òî÷êè p è f(p) ∈ Q ñîîòâåòñòâåííî. Êàê è âñÿêàÿ
ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà fαβ =

∑∞
k=n akz

k, ãäå an 6= 0.
×èñëî n íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå p è îáîçíà÷àåòñÿ
degp f .
Çàäà÷à 2.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü âåòâëåíèÿ ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f â
òî÷êå p íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êàðò (Uα, zα) è (Vβ, wβ). Áîëåå òîãî,
ëîêàëüíûå êàðòû ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû fαβ(zα) = zn.

Òî÷êà p ∈ P íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé èëè òî÷êîé âåòâëåíèÿ
ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f , åñëè degp f > 1, òî åñòü f ′αβ(zα(p)) = 0.

Òî÷êà q ∈ Q íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f ,
åñëè ïðîîáðàç f−1(q) èìååò õîòÿ áû îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó.
Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé f : P → Q êîíå÷íî. Ïóñòü V ⊂ Q � îòêðûòàÿ îáëàñòü,
çàìûêàíèå êîòîðîé ñâÿçíî, îäíîñâÿçíî è íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
f . Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç f−1(V ) ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, íà ëþáîé èç êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f � ãîìåîìîðôèçì.
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Ëåììà-îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü f : P → Q � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Òîãäà ÷èñëî ïðîîáðàçîâ |f−1(q)| îäèíàêîâî äëÿ âñåõ
íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé q ∈ Q. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ deg f
îòîáðàæåíèÿ f .
Proof. Ðàññìîòðèì íå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ q1, q2 ∈ Q è ñîäåðæàùóþ èõ ñâÿçíóþ
îäíîñâÿçíóþ îòêðûòóþ îáëàñòü V , çàìûêàíèå êîòîðîé íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé f . Òîãäà, ñîãëàñíî çàäà÷å 2.3, â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà
f−1(V ) ëåæèò ðîâíî îäèí ïðîîáðàç èç f−1(qi). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïðîîáðàçîâ
|f−1(qi)| ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà f−1(V ). �
Çàäà÷à 2.4. Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé f : P → Q. Äîêàçàòü, ÷òî deg f =

∑
p∈f−1(q)

degp f äëÿ ëþáîé òî÷êè

q ∈ Q.
Òåîðåìà 2.1. (Ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà) Ïóñòü f : P → Q � ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P ðîäà g̃ íà ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü Q ðîäà
g. Òîãäà g̃ = (deg f)(g − 1) + 1

2

∑
p∈P

(degp f − 1) + 1.

Proof. Òðèàíãóëèðóåì ïîâåðõíîñòü Q òàê, ÷òîáû âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè âêëþ÷àëè
âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü ýòà òðèàíãóëÿöèÿ ñîñòîèò èç F ãðàíåé, E ðåáåð
è V âåðøèí. Ïðîîáðàç ýòîé òðèàíãóëÿöèè îáðàçóåò òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõíîñòè
P . Îíà ñîñòîèò èç (deg f)F òðåóãîëüíèêîâ, (deg f)E ðåáåð. ×èñëî âåðøèí
òðèàíãóëÿöèè ðàâíî (deg f)V − ∑

p∈P
(degp f) − 1), ïîñêîëüêó êàæäûé òðåóãîëüíèê

ñ âåðøèíîé q ∈ Q ïîðîæäàåò ðîâíî degp f òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíîé â
p ∈ f−1(q). Ïîäñ÷åò ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê äàåò 2 − 2g = F − E + V
è 2 − 2g̃ = (deg f)F − (deg f)E + (deg f)V − ∑

p∈P
(degp f − 1), îòêóäà

deg f(2− 2g)− (2− 2g̃) =
∑
p∈P

(degp f − 1). �

3. Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëû.
Ïóñòü P � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ ãîëîìîðôíûì àòëàñîì ëîêàëüíûõ

êàðò {(Uα, zα)|α ∈ A}. Ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : P → C íà ñôåðó Ðèìàíà
C = C ∪∞ íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈ Uα îíà èìååò âèä
f |Uα(p) =

∑∞
i=k ai(zα(p))i, ãäå ak 6= 0. Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà k

(ïðè k > 0) èëè ïîëþñîì ïîðÿäêà −k (ïðè k < 0) ôóíêöèè f . Âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ èìååò ïîëþñ è íîëü. Ïîëþñ ïîðÿäêà 1 íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.
Çàäà÷à 3.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîåêöèè (x, y) 7→ x è (x, y) 7→ y ÿâëÿþòñÿ
ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè PF .
Íàéòè ïîëþñà ýòèõ ôóíêöèé è èõ ïîðÿäêè.
Çàäà÷à 3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè P îáðàçóåò ïîëåM(P )

Ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P îïðåäåëÿåòñÿ
ñåìåéñòâîì ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé {fα : Uα → C|α ∈ A} íà ëîêàëüíûõ
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êàðòàõ {(Uα, zα)} òàêèì, ÷òî fα
fβ

= (zβz
−1
α )′zα íà Uα

⋂
Uβ. Îòâå÷àþùèé ýòîìó

ñåìåéñòâó ôóíêöèé ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå fαdzα.
Ìåðîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 3.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ çàâèñèò
ëèøü îò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî
ãîëîìîðôíîãî àòëàñà ëîêàëüíûõ êàðò {(Vβ, wβ)|β ∈ B} ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííûé ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë hαdwα òàêîé ÷òî fα

hβ
= (wβz

−1
α )′zα íà

Uα
⋂
Vβ.

Åñëè fα(p) =
∑∞

i=k ai(zα(p))i, ak 6= 0 è k 6= 0, òî òî÷êà p íàçûâàåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà
k (ïðè k > 0) èëè ïîëþñîì ïîðÿäêà −k (ïðè k < 0) äèôôåðåíöèàëà ω. Ìíîæåñòâî
íóëåé è ïîëþñîâ ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà è èõ ïîðÿäêè íå ìåíÿþòñÿ ïðè
çàìåíå ãîëîìîðôíîãî àòëàñà ëîêàëüíûõ êàðò íà ýêâèâàëåíòíûé. Ìåðîìîðôíûé
äèôôåðåíöèàë áåç ïîëþñîâ íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g. Òîãäà: 1)
íà P ñóùåñòâóåò íå ìåíåå g ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ;
2) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ P è öåëîãî j > 1 ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë
ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â òî÷êå p, èìåþùèì â íåêîòîðîé ëîêàëüíîé êàðòå âèä
( 1
zj

+
∞∑
s=0

asz
s)dz; 3) äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê p1 6= p2 ∈ P ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíûé

äèôôåðåíöèàë, èìåþùèé â òî÷êàõ p1 è p2 ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà è íå èìåþùèé
äðóãèõ ïîëþñîâ.

Ýòà çàìå÷àòåëüíàÿ, òðóäíàÿ è î÷åíü âàæíàÿ òåîðåìà ÿâèëàñü îäíèì èç ãëàâíûõ
äîñòèæåíèé ìàòåìàòèêè êîíöà 19 âåêà. Â åå äîêàçàòåëüñòâå ïðèíÿëè ó÷àñòèå Ðèìàí,
Âåéåðøòðàññ, Ïóàíêàðå, Êëåéí, Ãèëüáåðò, Ã.Âåéëü, Ï.Êåáå. Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü
åå â ýòîì êóðñå, íî áóäåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòü.

Çàäà÷à 3.4. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà ω = g(x)dx
y

ïðè ëþáîì ìíîãî÷ëåíå
g(x) îïèñûâàåò ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Íàéòè ïîëþñà ýòîãî äèôôåðåíöèàëà è èõ ïîðÿäêè.
Ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïîñëåäíþþ òåîðåìó íà ïðèìåðå ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

4. Ïåðèîäû ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ.
Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ω â êàæäîé

ëîêàëüíîé êàðòå z : U → C = {(x + iy)} ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ω = f(z)dz = S(x, y)dx + T (x, y)dy, ãäå dz = dx + idy è S, T � êîìïëåêñíîçíà÷íûå
ôóíêöèè.

Çàäà÷à 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî ω = S(x, y)dx + T (x, y)dy � ýòî çàìêíóòàÿ
äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà (ò.å dω = 0). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî
îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà l ⊂ P îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
l

ω, íå ìåíÿþùèéñÿ ïðè
ïîñòîÿííûõ íà êîíöàõ ãîìîòîïèÿõ îòðåçêà l.

4



Çàäà÷à 4.2. Ïóñòü ω′ � äðóãîé ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë. Äîêàçàòü, ÷òî
ω ∧ ω′ = 0.

Êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì öèêëîâ íà ïîâåðõíîñòè P ðîäà g ìû áóäåì íàçûâàòü
ñèñòåìó ïðîñòûõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ êîíòóðîâ {ai, bi|i = 1, ..., g}, êîòîðûå
ïåðåñåêàþòñÿ â îäîé òî÷êå, íå èìåþò äðóãèõ ïîïàðíûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è èíäåêñû
ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíû (ai, aj) = (bi, bj) = 0, (ai, bj) = δij.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ω, ω′ � çàìêíóòûå äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû, ãëàäêèå íà
ïîâåðõíîñòè P . Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé áàçèñ öèêëîâ B = {ai, bi|i = 1, ..., g} ⊂ P .
Ïîëîæèì Ai =

∮
ai

ω, Bi =
∮
bi

ω, A′i =
∮
ai

ω′, B′i =
∮
bi

ω′. Òîãäà
∫∫
P

ω∧ω′ =
g∑
i=1

(AiB
′
i−A′iBi).

Proof. Ðàçðåçàÿ ïîâåðõíîñòü P ïî öèêëàì B, ïîëó÷àåì 4g- óãîëüíèê Γ ñî ñòîðîíàìè
a1, b1, a

−1
1 , b−1

1 , a1, b1, a
−1
1 , b−1

1 , ..., ag, bg, a
−1
g , b−1

g . Ôèêñèðóåì òî÷êó p0 ∈ P è ðàññìîòðèì
èíòåãðàëû f(p) =

∫
[p0,p]

ω ïî ïóòÿì âíóòðè Γ ñ íà÷àëîì â p0 è êîíöîì â p. Òîãäà

d(fω′) = df ∧ ω′ = ω ∧ ω′ è ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòîêñà
∫∫

P

ω ∧ ω′ =
∮

∂Γ

fω′ =
g∑
i=1

(

∮

ai

fω′ +
∮

a−1
i

fω′) +

g∑
i=1

(

∮

bi

fω′ +
∮

b−1
i

fω′).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òî÷åê pi ∈ ai, p̃i ∈ a−1
i , îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå òî÷êå

p ∈ P ìû èìååì f(p̃i)− f(pi) =
∮
bi

ω = Bi. Òàêèì îáðàçîì,
∮

ai

f(pi)ω
′(pi)+

∮

a−1
i

f(p̃i)ω
′(p̃i) =

∮

ai

f(pi)ω
′(pi)−

∮

ai

(f(pi)+Bi)ω
′(pi) = −Bi

∮

ai

ω′(pi) = −BiA
′
i.

Àíàëîãè÷íî
∮
bi

f(pi)ω
′(pi) +

∮
b−1
i

f(p̃i)ω
′(p̃i) = AiB

′
i. Òàêèì îáðàçîì,

∫∫
P

ω ∧ ω′ =
g∑
i=1

(AiB
′
i − A′iBi). �

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü ω è ω′ � ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû è Ai =
∮
ai

ω, Bi =
∮
bi

ω,

A′i =
∮
ai

ω′, B′i =
∮
bi

ω′. Òîãäà
g∑
i=1

(AiB
′
i − A′iBi) = 0. Åñëè, êðîìå òîãî, ω 6= 0, òî

Im(
g∑
i=1

(AiBi)) < 0. Â ÷àñòíîñòè, ω = 0, åñëè Ai = 0 äëÿ âñåõ i èëè Ai, Bi ∈ R.

Proof. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ω ∧ ω′ = 0 Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ê
ω = f(z)dz äèôôåðåíöèàë ω̄ = f̄(z̄)dz̄ òîæå çàìêíóò, ïðè÷åì Āi =

∮
ai

ω̄, B̄i =
∮
bi

ω̄.

Ïîýòîìó Im(
g∑
i=1

(AiBi)) = − i
2

g∑
i=1

(AiB̄i−ĀiBi) = − i
2

∫∫
P

ω∧ω̄ = − ∫∫
P

|f |2dx∧dy < 0. �

Çàäà÷à 4.3. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ
äèôôåðåíöèàëîâ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ðàâíà g. Áîëåå òîãî, äëÿ
ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà öèêëîâ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé áàçèñ ãîëîìîðôíûõ
äèôôåðåíöèàëîâ {ω1, ..., ωg} òàêîé ÷òî

∫
ai

ωj = 2πiδij.
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Ïåðèîäîì ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà íàçûâàåòñÿ åãî èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó
êîíòóðó. Ðàññìîòðèì áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ {ω1, ..., ωg} î êîòîðîì
èäåò ðå÷ü â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ìàòðèöà Bij =

∫
bi

ωj

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà ïîâåðõíîñòè P ,
îòâå÷àþùåé êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó öèêëîâ {ai, bi|i = 1, ..., g}.
Òåîðåìà 4.2. Ìàòðèöà ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ îòâå÷àþùåé
êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó öèêëîâ {ai, bi|i = 1, ..., g} ñèììåòðè÷íà è åå âåùåñòâåííàÿ
÷àñòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Proof. Ïîëîæèì ω = ωk, ω′ = ωj è îïðåäåëèì Ai, Bi,A′i,B′i êàê â òåîðåìå 4.1. Òîãäà,
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1

0 =

g∑
i=1

(AiB
′
i − A′iBi) =

g∑
i=1

(2πiδikBij − 2πiδijBik) = 2πi(Bkj −Bjk).

Òàêèì îáðàçîì, Bkj = Bjk.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

ω =
g∑

k=1

xkωk è ïîëîæèì Ai =
∮
ai

ω, Bi =
∮
bi

ω. Òîãäà Ai = 2πixi, Bi =
g∑

k=1

xkBik è,

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1,

0 > Im(

g∑
i=1

(AiBi)) = Im(

g∑

k=1

2πixi
g∑

k=1

xkBik) = 2π
∑

i,k

(ReBij)xixk.

�

5. Áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà.
Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì â êàæäîé ëîêàëüíîé êàðòå z : U → C, ãäå z(p) = 0

ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ω = f(z)dz = (ckz

k + ck+1z
k+1 + ...)dz,

ãäå k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìàëåíüêèé êîíòóð c âîêðóã òî÷êè p,
òàêîé ÷òî êîíòóð z(c) îðèåíòèðîâàí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. ×èñëî

Respω =
1

2πi

∮

c

ω = c−1

íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì äèôôåðåíöèàëà ω â òî÷êå p.
Çàäà÷à 5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë íà êîìïàêòíîé
ïîâåðõíîñòè èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ, ïðè÷åì ñóììà âû÷åòîâ ïî âñåì
ïîëþñàì ðàâíà 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëþñ åäèíñòâåííûé, òî åãî ñòåïåíü áîëüøå
1.
Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ω � ãîëîìîðôíûé, à ω′ � ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàëû íà
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P è B = {ai, bi|i = 1, ..., g} ⊂ P � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ
öèêëîâ. Ïîëîæèì

Ai =

∮

ai

ω, Bi =

∮

bi

ω, A′i =

∮

ai

ω′, B′i =

∮

bi

ω′.
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Ïóñòü äèôôåðåíöèàë ω′ èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ è

ω′ = (
1

zn
+
∞∑
i=0

aiz
i)dz

â íåêîòîðîé ëîêàëüíîé êàðòå z : U → C. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå

ω = (
∞∑
j=0

cjz
j)dz

äèôôåðåíöèàëà ω â ýòîé ëîêàëüíîé êàðòå. Òîãäà
g∑
i=1

(AiB
′
i − A′iBi) = 2πi cn−2

n− 1
.

Proof. Îêðóæèì ïîëþñ äèôôåðåíöèàëà ω′ ìàëåíüêèì êîíòóðîì γ. Ðàçðåçàÿ
ïîâåðõíîñòü P \ γ ïî öèêëàì B, ïîëó÷àåì 4g- óãîëüíèê Γ ñî ñòîðîíàìè
a1, b1, a

−1
1 , b−1

1 , a1, b1, a
−1
1 , b−1

1 , ..., ag, bg, a
−1
g , b−1

g ñ äûðêîé γ. Ôèêñèðóåì òî÷êó p0 ∈ Γ

è ðàññìîòðèì èíòåãðàëû f(p) =
∫

[p0,p]

ω ïî ïóòÿì âíóòðè Γ ñ íà÷àëîì â p0 è êîíöîì â

p. Òîãäà d(fω′) = df ∧ ω′ = ω ∧ ω′ è ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòîêñà

0 =

∫∫

P

ω ∧ ω′ =
∮

∂Γ

fω′ =
g∑
i=1

(

∮

ai

fω′ +
∮

a−1
i

fω′) +

g∑
i=1

(

∮

bi

fω′ +
∮

b−1
i

fω′)−
∮

γ

fω′.

Ïåðâûå 2 ñëàãàåìûõ íàõîäÿòñÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìå 4.1. Îíè
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî −

g∑
i=1

BiA
′
i è

g∑
i=1

AiB
′
i. Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ âû÷åòîì

ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà fω′ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí 2πi cn−2

n−1
. �

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ω � ãîëîìîðôíûé, à ω′ � ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë íà
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P ðîäà g è B = {ai, bi|i = 1, ..., g} ⊂ P � êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ öèêëîâ. Ïîëîæèì

Ai =

∮

ai

ω, Bi =

∮

bi

ω, A′i =

∮

ai

ω′, B′i =

∮

bi

ω′.

Âûáåðåì òî÷êó p0 ∈ P−B è ïîëîæèì f(p) =
∫
lp

ω, ãäå lp ⊂ P−B � ïóòü, ñ íà÷àëîì

â p0 è êîíöîì â p. Òîãäà, åñëè ω′ èìååò ëèøü ïðîñòûå ïîëþñà pk, òî
g∑
i=1

(AiB
′
i − A′iBi) = 2πi

∑

k

f(pk)Respk(ω
′).

Proof. Ïîâòîðÿÿ ñ î÷åâèäíûìè ìîäèôèêàöèÿìè íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé
òåîðåìû íàõîäèì, ÷òî

0 =

g∑
i=1

(AiB
′
i − A′iBi)−

∑

k

∮

γk

fω′,

ãäå γk � ìàëåíüêèå êîíòóðû îêðóæàþùèå pk. C äðóãîé ñòîðîíû∮
γk

fω′ = 2πif(pk)Respk(ω′), ïîñêîëüêó ïîëþñà â òî÷êàõ pi ïðîñòûå. �
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Ñëåäñòâèå 4.1 è òåîðåìû 5.1, 5.2 íàçûâàþòñÿ áèëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà..

6. Äèâèçîðû.
Êîíå÷íàÿ ôîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

D =
k∑
i=1

nipi

òî÷åê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè pi ∈ P ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ni ∈ Z íàçûâàåòñÿ
äèâèçîðîì íà P . Äèâèçîðû îáðàçóþò ìîäóëü íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z.

Ñòåïåíü äèâèçîðà

degD =
k∑
i=1

ni

îáðàçóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ýòîì ìîäóëå. Äèâèçîð íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì (îáîçíà÷àåòñÿ D > 0), åñëè âñå åãî êîýôôèöèåíòû ni
ïîëîæèòåëüíû. Ìû áóäåì òàêæå ïèñàòü D1 > D2, åñëè D1 − D2 > 0. Ðàâåíñòâî
D = 0 áóäåò îçíà÷àòü D = ∅.

Äèâèçîðîì ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè èëè äèôôåðåíöèàëà h ñ ìíîæåñòâîì íóëåé
p1, ..., ps è ìíîæåñòâîì ïîëþñîâ q1, ..., qt íàçûâàåòñÿ äèâèçîð

(h) =
s∑
i=1

nipi −
t∑
i=1

miqi,

ãäå ni (ñîîòâåòñòâåííî mi) êðàòíîñòü íóëÿ (ñîîòâåòñòâåííî ïîëþñà) ôóíêöèè èëè
äèôôåðåíöèàëà h â òî÷êå pi (ñîîòâåòñòâåííî qi).

Äèâèçîð ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì äèâèçîðîì. Äèâèçîðû,
îòëè÷àþùèåñÿ íà ãëàâíûé äèâèçîð íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè.

Çàäà÷à 6.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíè ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûõ äèâèçîðîâ ñîâïàäàþò.

Äèâèçîðû ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûå ïîëîæèòåëüíîìó íàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.
Äèâèçîðû ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ îáðàçóþò êëàññ ëèíåéíîé

ýêâèâàëåíòíîñòè K, íàçûâàåìûé êàíîíè÷åñêèì.

Çàäà÷à 6.2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðèìàíà-Ãóðâèöà, äîêàæèòå, ÷òî deg(K) = 2g− 2.

Ñîïîñòàâèì äèâèçîðó D âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
R(D) = {f − ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî (f) ≥ D} è
I(D) = {ω − ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë òàêîé, ÷òî (ω) ≥ D}. Ïîëîæèì
r(D) = dim R(D) è i(D) = dim I(D).

Ïðèìåð 6.1. Åñëè D > 0, òî R(D) = ∅ è r(D) = 0. Åñëè D = ∅, òî R(D) � ýòî
ïîñòîÿííûå ôóíêöèè, r(D) = 1 è i(D) = g.

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D è ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f âûïîëíåíî
i(D) = r(D −K) è i(D + (f)) = i(D), r(D + (f)) = r(D).
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Proof. Ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ω. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå ω′ 7→ ω′
ω

çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó I(D) è R(D − (ω)) îòêóäà i(D) = r(D − K).
Ñîîòâåòñòâèå f ′ 7→ f ′f çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó R(D) è R(D + (f)). Àíàëîãè÷íî
i(D + (f)) = i(D). �

7. Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà.
Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà óòâåðæäàåò, ÷òî r(−D) = degD + i(D) − g + 1 äëÿ âñåõ

äèâèçîðîâ D.
Çàïèøåì òåîðåìó Ðèìàíà-Ðîõà â ñèììåòðè÷íîì âèäå.

Ëåììà 7.1. r(−D) = degD + i(D) − g + 1, åñëè è òîëüêî åñëè
r(−D) + 1

2
deg(−D) = r(D −K) + 1

2
deg((D −K).

Proof. Ïóñòü r(−D) = degD + i(D) − g + 1. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1 è çàäà÷å
6.2 íàõîäèì, ÷òî r(−D) + 1

2
deg(−D) = degD + i(D) − g + 1 + 1

2
deg(−D) =

1
2

deg(D) + i(D) − 1
2

deg(K) = r(D − K) + 1
2

deg(D − K). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ìû óæå çíàåì ÷òî òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà âåðíà äëÿ D = ∅, ïîñêîëüêó r(∅) = 1 è
i(∅) = g. Äîêàæåì åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà.
Òåîðåìà 7.1. Åñëè D > 0, òî r(−D) = degD + i(D)− g + 1.
Proof. Ôèêñèðóåì íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè êàíîíè÷åñêèé áàçèñ öèêëîâ
{ai, bi|i = 1, ..., g}. Ïóñòü D =

m∑
k=1

nkpk, ãäå nk > 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 äëÿ
êàæäîé òî÷êè pk è j > 1 ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ êàðòà (U, z) è ìåðîìîðôíûé
äèôôåðåíöèàë ϕjk, èìåþùèé â ýòîé êàðòå âèä ϕjk = ( 1

zj
+
∞∑
s=0

asz
s)dz, íå èìåþùèé

äðóãèõ ïîëþñîâ íà âñåé ïîâåðõíîñòè. Ââèäó çàäà÷è 4.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî∮
ai

ϕjk = 0 äëÿ âñåõ i. Ïîëîæèì Bj
kl =

∮
bl

ϕjk (çäåñü k� íîìåð òî÷êè, l� íîìåð êîíòóðà

èíòåãðèðîâàíèÿ, j� ñòåïåíü ïîëþñà äèôôåðåíöèàëà). Ýòè ÷èñëà îáðàçóþò ìàòðèöó

B =




B2
11B

3
11 . . . B

n1+1
11 B2

21 . . . B
nm+1
m1

B2
12B

3
12 . . . B

n1+1
12 B2

22 . . . B
nm+1
m2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
B2

1gB
3
1g . . . B

n1+1
1g B2

2g . . . B
nm+1
mg


 .

ó êîòîðîé ñòðîêè îòâå÷àþò êîíòóðó èíòåãðèðîâàíèÿ, à ñòîëáöû � ñòåïåíè ïîëþñà
äèôôåðåíöèàëà â êàæäîé òî÷êå.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèÿ {ck−j} ñèñòåìû
m∑

k=1

nk+1∑
j=2

ck−jB
j
kl = 0 (l = 1, ..., g).

`
Êàê ó÷èò íàñ ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà òàêèõ ðåøåíèé ðàâíà

degD − ρ ðåøåíèé, ãäå degD =
m∑
k=1

nk � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, à ρ � ðàíã ìàòðèöû B.
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Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç R(−D) ïîðîæäàåò ðåøåíèå ñèñòåìû. Â
âûáðàííûõ íàìè ëîêàëüíûõ êàðòàõ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê pk äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè
f ∈ R(−D) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

df =
( ∞∑
j=−nk−1

ckj z
j
)
dz =

( nk+1∑
j=2

ck−jz
−j +

∞∑
j=0

ckj z
j
)
dz,

ïîñêîëüêó ck−1 = 0. Äèôôåðåíöèàë ϕ = df −
m∑
k=1

nk+1∑
j=2

ck−jϕ
j
k ãîëîìîðôåí íà âñåé

ïîâåðõíîñòè è
∮
ai

ϕ = 0 äëÿ âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1, ϕ = 0, òî

åñòü df =
m∑
k=1

nk+1∑
j=2

ck−jϕ
j
k. Ñëåäîâàòåëüíî,

m∑

k=1

nk+1∑
j=2

ck−jB
j
kl =

∮

bl

(
m∑

k=1

nk+1∑
j=2

ck−jϕ
j
k) =

∮

bl

df = 0 äëÿ l = 1, ..., g.

Ôóíêöèè îòëè÷àþùèåñÿ íà êîíñòàíòó ïîðîæäàþò îäèíàêîâûå ðåøåíèÿ.
Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Êàæäîìó íåíóëåâîìó íàáîðó {ck−j} îòâå÷àåò

ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë

ω =
m∑

k=1

nk+1∑
j=2

ck−jϕ
j
k.

Âñå åãî ïåðèîäû ðàâíû 0, åñëè {ck−j} � ðåøåíèå ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ω = df , ãäå

ôóíêöèÿ f =
p∫
p0

ω ∈ R(−D) è îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî R(−D) ïîðîæäàåòñÿ êîíñòàíòàìè è ðåøåíèÿìè
íàøåé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî dimR(−D) = degD−ρ+ 1 è −ρ = r(−D)−degD−1.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü ìàòðèöó B ñ ïîìîùüþ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ.
Ðàññìîòðèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ {ω1, ..., ωg} òàêîé ÷òî∮
ai

ωl = δil. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ

ωl =
( ∞∑
j=0

αkljz
j
)
dz

â âûáðàííûõ ðàíåå ëîêàëüíûõ êàðòàõ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê pk. Èñïîëüçóåì
áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå Ðèìàíà (òåîðåìà 5.1) äëÿ ïàðû äèôôåðåíöèàëîâ ωl è ϕjk.
Îíî äàåò

2πi
αkl(j−2)

j − 1
=

g∑
i=1

(δilB
j
ki − 0) = Bj

kl

Òàêèì îáðàçîì,
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B = 2πi




α1
10
α1

11

2
. . .

α1
1n1−1

n1
α2

10 . . .
αm1nm−1

nm

α1
20
α1

21

2
. . .

α1
2n1−1

n1
α2

20 . . .
αm2nm−1

nm
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1
g0

α1
g1

2
. . .

α1
gn1−1

n1
α2
g0 . . .

αmgnm−1

nm



.

Ñòðîêà ýòîé ìàòðèöû ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ îäíîãî èç
äèôôåðåíöèàëîâ ωl âî âñåõ òî÷êàõ äèâèçîðà. Ñòîëáöó îòâå÷àþò êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ âñåõ äèôôåðåíöèàëîâ ωl ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ â îäèíàêîâûõ
òî÷êàõ. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë

m∑
l=1

dlωl ïðèíàäëåæèò I(D) åñëè è òîëüêî åñëè
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê ñ êîýôôèöèåíòàìè {dl} ðàâíà 0. Ðàçìåðíîñòü
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêèõ íàáîðîâ {dl} ðàâíà g − ρ. Òàêèì îáðàçîì
i(D) = g − ρ = g + r(−D)− degD − 1 �

Èç ýòîé òåîðåìû è òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò
Ñëåäñòâèå 7.1. r(−D) = degD + i(D)− g + 1, åñëè D � ýôôåêòèâíûé äèâèçîð.
Òåîðåìà 7.2. r(−D) = degD + i(D)− g + 1 äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà D.
Proof. Åñëè r(−D) > 0, òî (f) + D > 0 äëÿ f ∈ R(−D), Ñëåäîâàòåëüíî D �
ýôôåêòèâíûé äèâèçîð è òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà âåðíà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 7.1. Ââèäó
ëåììû 7.1 òåîðåìà âåðíà è â ñëó÷àå r(D −K) > 0.

Ïóñòü òåïåðü r(−D) = 0 è r(D−K) = 0. Ïðåäñòàâèì äèâèçîð â âèäå D = D+−D−,
ãäå D+, D− ïîëîæèòåëüíû èëè ïóñòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî degD ≥ g. Òîãäà, êàê óæå
äîêàçàíî, r(−D+) ≥ degD+ − g + 1 = degD + degD− − g + 1 ≥ 1 + degD−. Òàêèì
îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî R(−D+) ñîäåðæèò 1 + degD− ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.
Ðàññìàòðèâàÿ èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f ∈ R(−D+), ñ
äèâèçîðîì íóëåé D−á òî åñòü ôóíêöèþ f ∈ R(−D). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
r(−D) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî degD < g. Âèäó ëåììû 7.1, îòñþäà ñëåäóåò
deg(K −D) < g è, ÷àñòíîñòè, deg(D) > 2g − 2− g = g − 2.

Òàêèì îáðàçîì, deg(D) = g − 1, ÷òî âìåñòå ñ r(−D) = 0 è i(D) = r(D − K) = 0,
äàåò òåîðåìó Ðèìàíà-Ðîõà. �

8. Àáåëåâû òîðû è θ-ôóíêöèè.

Ñèììåòðè÷åñêóþ g × g ìàòðèöó B = {Bij} ñ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé
âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé.
Ëåììà 8.1. Ïóñòü B = {Bij} � ðèìàíîâà ìàòðèöà. Òîãäà âåêòîðû

2πiek = 2πi




0
...
1
...
0



, fl = Bel =



Bl1

...
Blg


 k, l = 1, . . . , g

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R.
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Proof. Âûäåëÿÿ â ðàâåíñòâå 2πi
g∑

k=1

λkek +
g∑

k=1

µkfk = 0 (λk, µk ∈ R) âåùåñòâåííóþ

÷àñòü, íàõîäèì, ÷òî ReB(
g∑

k=1

µkek) = 0 îòêóäà, â âèäó íåâûðîæäåííîñòè ReB,
g∑

k=1

µkek = 0. Ñëåäîâàòåëüíî µ1 = ... = µg = 0, à çíà÷èò è λ1 = ... = λg = 0. �

θ-ôóíêöèåé, àññîöèèðîâàííîé ñ ðèìàíîâîé ìàòðèöåé B íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
θ : Cg → C, ãäå

θ(z) = θ(z|B) =
∑

N∈Zg
exp

(1

2
< BN,N > + < N, z >

)

è z = (z1, ..., zg), N = (N1, ..., Ng), < N, z >=
g∑
i=1

Nizi, < BN,N >=
g∑

i,j=1

BijNiNj.

Ëåììà 8.2. Ðÿä θ(z) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå ïðîñòðàíñòâà Cn.
Proof. Ðàññìîòðèì íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå −b < 0 ìàòðèöû ReB. Òîãäà
Re(< BN,N >) ≤ −b < N,N > è ñëåäîâàòåëüíî
∣∣∣ exp

{1

2
< BN,N > + < N, z >

}∣∣∣ ≤ exp
{
− b

2

g∑
i=1

N2
i +

g∑
i=1

Niz̃i

}
=

g∏
i=1

exp
{
− b

2
N2
i +Niz̃i

}
,

ãäå z̃ = Re(z).
Òàêèì îáðàçîì,

|θ(z)| =
∣∣∣
∑

N∈Zg
exp

{1

2
< BN,N > + < N, z >

}∣∣∣ ≤
∑

N∈Zg

( g∏
i=1

exp
{
− b

2
N2
i +Niz̃i

})
=

=

g∏
i=1

( ∞∑
n=−∞

exp
{
− b

2
n2 + nz̃i

})
.

Ñëåäîâàòåëüíî

|θ(z)| ≤
( ∞∑
n=−∞

exp
{
− b

2
n2 + cn

})g
= const

( ∞∑
n=−∞

exp
{
− b

2
(n− c

b
)2
})g

ïðè |z̃i| ≤ c.

Ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=−∞
exp{− b

2
(n− c

b
)2}

ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∞∫

−∞

exp{− b
2

(x− c

b
)2}dx,

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∞∫

−∞

exp{−x2}dx.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä θB(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà {z ∈ Cn||Re(zi)| ≤ c} ïðè
ëþáîì c. �
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Ëåììà 8.3. θ(z + 2πiek) = θ(z); θ(z + fk) = exp(−1
2
Bkk − zk)θ(z).

Proof. Ïåðâîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïîëîæèì N = M − ek. Òîãäà
θ(z + fk) =

∑

N∈Zg
exp(

1

2
< BN,N > + < N, z + fk >) =

∑

N∈Zg
exp(

1

2
< B(M − ek), (M − ek) > + < (M − ek), z + fk >) =

∑

M∈Zg
exp(

1

2
< BM,M > − < M,Bek > +

1

2
< Bek, ek > +

< M, z > + < M, fk > − < ek, z > − < ek, fk >) =

exp(−1

2
Bkk − zk)

∑

M∈Zg
exp(

1

2
< BM,M > + < M, z >) = exp(−1

2
Bkk − zk)θ(z).

�
Çàäà÷à 8.1. Äîêàçàòü, ÷òî

θ(z + 2πiN +BM |B) = exp(−1

2
< BM,M > − < M, z >)θ(z|B)

äëÿ ëþáûõ öåëûõ âåêòîðîâ N,M ∈ Zg.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ãîëîìîðôíûõ íà Cg ôóíêöèé ñ 2g íåçàâèñèìûìè
ïåðèîäàìè íå ñóùåñòâóåò. Èõ ðîëü â êîìïëåêñíîì àíàëèçå èãðàþò ìàêñèìàëüíî
ïîõîæèå íà íèõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå θ-ôóíêöèè.

Ðåøåòêà
Γ = {2πiN +BM |N,M ∈ Zg} ⊂ Cg = R2g

íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé ïîðîæäåííîé ìàòðèöåé Ðèìàíà B. Åå ðàíã ðàâåí 2g,
ñîãëàñíî ëåììå 8.1. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî T 2g = Cg/Γ íàçûâàåòñÿ àáåëåâûì òîðîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç JB : Cg → T 2g åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Äëÿ âåêòîðîâ V1, V2 ∈ Cg
áóäåì ïèñàòü, òàêæå V1 ≡ V2, åñëè JB(V1) = JB(V2).

Ìîæíî äîêàçàòü. ÷òî àáåëåâ òîð ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, òî
åñòü çàäàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè â íåêîòîðîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.
Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé àëãåáðàè÷åñêèé òîð îïèñûâàåòñÿ ðèìàíîâîé
ìàòðèöåé. θ-ôóíêöèè êàê ðàç è çàäàþò âëîæåíèå òîðà T 2g â âèäå àëãåáðàè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàçíûå ðèìàíîâû ìàòðèöû ìîãóò çàäàâàòü îäèíàêîâûå àáåëåâû òîðû.
Çàäà÷à 8.2. Äîêàçàòü, ÷òî ðèìàíîâû ìàòðèöû B è B′ ïîðîæäàþò îäèíàêîâûå
àáåëåâû òîðû åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà âèäà

(
a b
c d

)
òàêàÿ, ÷òî

B′ = 2πi(aB + 2πib)(cB + 2πid)−1.

θ-ôóíêöèè èìåþò åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ: θ-ôóíêöèè c õàðàêòåðèñòèêàìè
α, β ∈ Rg

θ[α, β](z|B) =
∑

N∈Zg
exp(

1

2
< B(N + α), N + α > + < z + 2πiβ,N + α >)α, β ∈ Rg.

Îíè òàêæå êâàçèïåðèîäè÷íû è ïîýòîìó ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ:
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Çàäà÷à 8.3.
θ[α, β](z + 2πiN +BM |B) =

= exp(−1

2
< BM,M > − < z,M > +2πi(< α,N > − < β,M >))θ[α, β](z|B).

Èõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îáû÷íûå θ-ôóíêöèè:

Çàäà÷à 8.4. Äîêàçàòü, ÷òî

θ[α, β](z|B) = exp(
1

2
< Bα, α > + < α, z + 2πiβ >)θ(z +Bα + 2πiβ).

Çàäà÷à 8.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ðèìàíîâîé
ìàòðèöû èç çàäà÷è 8.2 ïîðîæäàåò ïðåîáðàçîâàíèå
θ[α′, β′](z′|B′) = const

√
M exp{1

2

∑
i≤j zizj

∂ ln detM
∂Bij

}θ[α, β](z|B), ãäå M = cB + 2πid,

z = 1
2πiz

′M è [α′, β′] = [α, β]

(
d −b
−c a

)
+ diag[cdt, abt]

Îñîáåííî âàæíû θ-ôóíêöèé c õàðàêòåðèñòèêàìè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ 0 è 1

2
. Òàêèå θ-õàðàêòåðèñòèêè íàçûâàþòñÿ ïîëóïåðèîäàìè. Îíè

íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè èëè íå÷åòíûìè â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ÷èñëà 4 < α, β >

Çàäà÷à 8.6. Äîêàçàòü, ÷òî ÷åòíîñòü ïîëóïåðèîäà [α, β] ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþùåé θ-ôóíêöèè θ[α, β]. Íàéòè ÷èñëî ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ
ïîëóïåðèîäîâ.

θ-ôóíêöèé ïîðÿäêà n c õàðàêòåðèñòèêàìè [α, β] íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ
íà Cg, ñ óñëîâèåì êâàçèïåðèîäè÷íîñòè

θn[α, β](z + 2πiN +BM |B) =

= exp(−n
2
< BM,M > −n < z,M > +2πi(< α,N > − < β,M >))θn[α, β](z|B).

Çàäà÷à 8.7. Äîêàæèòå, ÷òî θ-ôóíêöèé ïîðÿäêà n c õàðàêòåðèñòèêàìè [α, β]
ïîðîæäàþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè ng. Ïðè÷åì â êà÷åñòâå áàçèñà
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âçÿòü ôóíêöèè

θ[
α + γ

n
, β](nz|nB).

Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà àáåëåâîì òîðå íàçûâàþòñÿ àáåëåâûìè ôóíêöèÿìè.
Àáåëåâîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ íàïðèìåð îòíîøåíèå äâóõ θ-ôóíêöèé îäèíàêîâîãî
ïîðÿäêà ñ îäèíàêîâûìè θ-õàðàêòåðèñòèêàìè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òàê ïîëó÷àþòñÿ
âñå àáåëåâû ôóíêöèè.

9. Òåîðåìà Àáåëÿ.

Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü P ñ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì öèêëîâ
{ai, bi|i = 1, . . . , g} è îòâå÷àþùèé åìó áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ
äèôôåðåíöèàëîâ {ωi}. Ïîëîæèì Bik =

∮
bk
ωi.
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Ëåììà 9.1. Ñîïîñòàâèì äèâèçîðó D =
n∑
i=1

pi −
n∑
i=1

qi äèôôåðåíöèàë

ω =
n∑
i=1

ω̃i +
g∑
j=1

njωj, ãäå ω̃i � ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë, ãîëîìîðôíûé âíå
ïîëþñîâ pi, qi, ñ âû÷åòàìè 1, -1 â òî÷êàõ pi, qi ñîîòâåòñòâåííî è òàêîé, ÷òî∮
aj

ω̃i = 0 äëÿ âñåõ j. Òîãäà

∮

bk

ω =
n∑
i=1

pi∫

qi

ωk +

g∑
j=1

njBjk.

Proof. Ïðèìåíèâ áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå Ðèìàíà
g∑
j=1

(AjB
′
j − A′jBj) = 2πi

∑
p

(

p∫

p0

ω)Resp(ω′).

ê ïàðå äèôôåðåíöèàëîâ (ωk, ω̃i) íàõîäèì, ÷òî

2πi
∮

bk

ω̃i = 2πi
pi∫

qi

ωk.

Òàêèì îáðàçîì
∮

bk

ω =
n∑
i=1

∮

bk

ω̃i +

g∑
j=1

njBjk =
n∑
i=1

pi∫

qi

ωk +

g∑
j=1

njBjk.

�

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2 ìàòðèöà ïåðèîäîâ B = {Bik} ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé.
Ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé B àáåëåâ òîð íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì J(P ) ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè P .
Çàäà÷à 9.1. Äîêàçàòü, ÷òî ÿêîáèàí J(P ) íå çàâèñèò îá âûáîðà êàíîíè÷åñêîãî
áàçèñà öèêëîâ íà P .

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ïåðèîäîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó
ïîâåðõíîñòü (òåîðåìà Òîðåëëè). Ïðè g = 1, 2, 3 ëþáàÿ ðèìàíîâà ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè g > 3 ÿêîáèàíû
îáðàçóþò 3g − 3-ìåðíîå ìíîæåñòâî â g(g+1)

2
-ìåðíîì (êîìïëåêñíîì) ïðîñòðàíñòâå

âñåõ ðèìàíîâûõ ìàòðèö. Âàæíàÿ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé Øîòòêè.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó p0 ∈ P . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

A = Ap0 : p 7→ (

p∫

p0

ω1, ...,

p∫

p0

ωg) ∈ Cg

íà ðàññå÷åííîé ïîâåðõíîñòè P \ {ai, bi}.
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Çàäà÷à 9.2. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Ã = Ãp0 = JBA : P → J(P )
ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîâåðõíîñòü P .

Çàäà÷à 9.3. Êàê ìåíÿåòñÿ îòîáðàæåíèå Ã ïðè çàìåíå öèêëîâ {ai, bi}.
Îòîáðàæåíèå Ã : P → J(P ) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Àáåëÿ. Ðàâåíñòâî

Ã(D) =
∑
i

niÃ(pi) ∈ J(P ) ïðîäîëæàåò åãî íà ïðîèçâîëüíûé äèâèçîð D =
∑
i

nipi.

Òåîðåìà 9.1. (òåîðåìà Àáåëÿ) Äèâèçîð D =
n∑
i=1

pi −
n∑
i=1

qi, pi, qi ∈ P ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì, åñëè è òîëüêî åñëè A(D) ≡ 0.

Proof. Ïóñòü D =
n∑
i=1

pi −
n∑
i=1

qi � äèâèçîð ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f . Ïåðèîäû
ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà ω = d ln f êðàòíû 2πi, òî åñòü

∮

ak

ω = 2πink è
∮

bk

ω = 2πimk, ãäå nk,mk ∈ Z.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèàë ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

ω =
n∑
i=1

ω̃i +

g∑
j=1

cjωj,

ãäå ω̃i � ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë, ãîëîìîðôíûé âíå ïîëþñîâ pi, qi, ñ âû÷åòàìè
1, -1 â òî÷êàõ pi, qi ñîîòâåòñòâåííî è òàêîé, ÷òî

∮
aj

ω̃i = 0 äëÿ âñåõ j. Â ÷àñòíîñòè,
∮
ak

ω = 2πick è ck = nk. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 9.1

∮

bk

ω =
n∑
i=1

pi∫

qi

ωk +

g∑
j=1

njBjk.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòà k îáðàçà A(D) � ýòî

(A(
n∑
i=1

(pi))− A(
n∑
i=1

(qi)))k =
n∑
i=1

pi∫

qi

ωk = πimk −
g∑
j=1

njBjk.

Òàêèì îáðàçîì, A(D) ïðèíàäëåæèò ðåøåòêå êâàçèïåðèîäîâ è A(D) ≡ 0.

Ïóñòü òåïåðü A(D) ≡ 0. Òîãäà
n∑
i=1

pi∫

qi

ωk = 2πimk −
g∑
j=1

njBjk.

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë nk,mk. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

ω =
n∑
i=1

ω̃i +

g∑
j=1

njωj.

16



Ñîãëàñíî ëåììå 9.1,
∮

bk

ω =
n∑
i=1

pi∫

qi

ωk +

g∑
j=1

njBjk = 2πimk.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ exp(
p∫
p0

ω) êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà P . Áîëåå òîãî, åå äèâèçîð ðàâåí

D. �

10. Çàäà÷à îáðàùåíèÿ ßêîáè.

Çàäà÷à îáðàùåíèÿ ßêîáè ñîñòîèò â îïèñàíèè ïîëîæèòåëüíîãî äèâèçîðà
D =

g∑
i=1

pi ∈ SgP , ïåðåõîäÿùåãî ïðè îòîáðàæåíèè ßêîáè Ap0 â ïðåäïèñàííóþ òî÷êó

ÿêîáèàíà ξ̃ ∈ J(P ).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îáðàùåíèÿ ßêîáè íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèÿ

F (p) = Fe(p) = θ(A(p)− e).
Â ýòîé ôîðìóëå θ(z) = θ(z|B) � θ-ôóíêöèÿ ïîâåðõíîñòè P , îòâå÷àþùàÿ áàçèñó

{ai, bi}, e ∈ Cg è A(p) = Ap0(p) =




p∫
p0

ω1

...
p∫
p0

ωg



, ãäå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî ïóòÿì, íå

ïåðåñåêàþùèì öèêëû {ai, bi}.
Çàäà÷à 10.1. Äîêàçàòü, ÷òî äèâèçîð íóëåé ôóíêöèè Fe çàâèñèò ëèøü îò êëàññîâ
ãîìîëîãèé öèêëîâ {ai, bi}.
Ëåììà 10.1. Ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè F (p) èëè ñîâïàäàåò ñî âñåé
ïîâåðõíîñòüþ, èëè îáðàçóåò äèâèçîð ñòåïåíè g.
Proof. Ðàçðåçàÿ ïîâåðõíîñòü P ïî öèêëàì {ai, bi}, ïîëó÷àåì 4g- óãîëüíèê Γ ⊂
ñî ñòîðîíàìè, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå öèêëû
a1, b1, a

−1
1 , b−1

1 , a1, b1, a
−1
1 , b−1

1 , ..., ag, bg, a
−1
g , b−1

g . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A+ è A− îãðàíè÷åíèå

ôóíêöèè




p∫
p0

ω1

...
p∫
p0

ωg



∈ Cg íà ìíîæåñòâà {a1, b1, ..., ag, bg} è {a−1

1 , b−1
1 , ..., a−1

g , b−1
g }

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëîæèì

F+ = F |{a1,b1,...,ag ,bg} è F− = F |{a−1
1 ,b−1

1 ,...,a−1
g ,b−1

g }.

Òî÷êå p ∈ bk ⊂ P îòâå÷àþò äâå òî÷êè ãðàíèöû. Èõ îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè Àáåëÿ
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì A+

j (p) = A−j (p) + 2πiδjk è, ñëåäîâàòåëüíî
d lnF−(p) = d lnF+(p).
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Îáðàçû òî÷êè p ∈ ak ⊂ P ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì A−j (p) = A+
j (p) + Bjk è,

ñëåäîâàòåëüíî, lnF−(p) = ln(θ(A−(p)− e)) = ln(θ(A+(p)− e+Bk)) =
ln(exp(−1

2
Bkk − A+

k (p) + ek)θ(A
+(p)− e))) = −1

2
Bkk − A+

k (p) + ek + lnF+(p), îòêóäà
d lnF−(p) = d lnF+(p)− ωk.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè F � íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ, òî ÷èñëî åå íóëåé ðàâíî
1

2πi

∮

∂Γ

d lnF (p) =
1

2πi

g∑

k=1

(

∮

ak

+

∮

bk

)[d lnF+(p)− d lnF−(p)] =
1

2πi

g∑

k=1

∮

ak

ωk = g.

�

Êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó öèêëîâ {ai, bi} îòâå÷àåò âåêòîð ðèìàíîâûõ êîíñòàíò

K = Kp0 =



K1

...
Kg


 ∈ Cg,

ãäå
Kj =

2πi +Bjj

2
− 1

2πi
∑

1 ≤ l ≤ g
l 6= j

∮

al

ωl(p)A
+
j (p).

Òåîðåìà 10.1. (òåîðåìà Ðèìàíà î íóëÿõ) Ïóñòü p1, ..., pg � ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé
ôóíêöèè Fe. Òîãäà

A(

g∑
i=1

pi) ≡ e−K,

ãäå K � âåêòîð ðèìàíîâûõ êîíñòàíò.
Proof. Èíòåãðàë

ξj =
1

2πi

∮

∂Γ̃

(Aj(p))d lnF (p)

ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, òî åñòü

ξj = Aj(

g∑
i=1

pi).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ξj =
1

2πi

g∑

k=1

(

∮

ak

+

∮

bk

)(A+
j d lnF+ − A−j d lnF−) =

1

2πi

g∑

k=1

∮

ak

[A+
j d lnF+−

(A+
j +Bjk)(d lnF+ − ωk)] +

1

2πi

g∑

k=1

∮

bk

[A+
j d lnF+ − (A+

j − 2πiδjk)d lnF+] =

1

2πi

g∑

k=1

(

∮

ak

A+
j ωk −Bjk

∮

ak

d lnF+ + 2πiBjk) +

∮

bj

d lnF+.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ F±∮

ak

d lnF+ = 2πink, ãäå nk ∈ Z

è ∮

bj

d lnF+ = lnF+(q+)− lnF+(q−) + 2πim =

ln θ(A(q−) + Bj − e)− ln θ(A(q−)− e) + 2πim = −1

2
Bjj + ej − Aj(q−) + 2πim,

ãäå [q−, q+] � îòðåçîê, îòâå÷àþùèé êîíòóðó bk è m ∈ Z.
Êðîìå òîãî,

Ajωj =
1

2
d(A2

j),

îòêóäà∮

aj

Ajωk =
1

2
(A2

j(p
−)−A2

j(q̃)) =
1

2
(A2

j(q
−)− (Aj(q

−)− 2πi)2) =
1

2
(4πiAj(q−)− (2πi)2),

ãäå [q̃, q−] � îòðåçîê, îòâå÷àþùèé êîíòóðó a+
k . Ñëåäîâàòåëüíî,

1

2πi

g∑

k=1

∮

ak

A+
j ωk =

1

2πi

g∑

1≤k≤g,k 6=j

∮

ak

A+
j ωk + Aj(q

−)− πi.

Òàêèì îáðàçîì

ξj = ej − 1

2
Bjj +

1

2πi

g∑

1≤k≤g,k 6=j

∮

ak

A+
j ωk − πi.

�

Èç òåîðåìû Ðèìàíà î íóëÿõ ñëåäóåò, ÷òî A(Sg) ñîâïàäàåò ñ ÿêîáèàíîì ïîâåðõíîñòè
S. Ïîêàæåì, ÷òî ïî÷òè âî âñå òî÷êè ïåðåõîäèò ëèøü îäíà òî÷êà ñèììåòðè÷åñêîé
ñòåïåíè A(Sg).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà r(−D) ≥ 1+degD−g è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî äèâèçîðà D ñòåïåíè áîëüøå g ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ,
äëÿ êîòîðîéD � äèâèçîð ïîëþñîâ. Ïîëîæèòåëüíûé äèâèçîðD ñòåïåíè g íàçûâàåòñÿ
ñïåöèàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé D � äèâèçîð
ïîëþñîâ, è íàçûâàåòñÿ íåñïåöèàëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äèâèçîð gp, íàïðèìåð,
ñïåöèàëåí, åñëè è òîëüêî åñëè p � òî÷êà Âåéåðøòðàññà.
Ëåììà 10.2. Îòîáðàæåíèå Àáåëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè Ã : SgP → J(P ) îáðàòèìî â îêðåñòíîñòè íåñïåöèàëüíîãî äèâèçîðà.
Proof. ÅñëèD èD′ � ïîëîæèòåëüíûå äèâèçîðû è A(D′) ≡ A(D), òî ïî òåîðåìå Àáåëÿ
D′ = D + (f). Òàêèì îáðàçîì, D = D′, åñëè D =

⋃
pk � íåñïåöèàëüíûé äèâèçîð.

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå êàðòû zk è áàçèñíûå äèôôåðåíöèàëû ωi = ϕik(zk)dzk â
îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê p1, . . . , pg. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ â òî÷êå D ñîâïàäàåò

ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû



ϕ11 ... ϕ1g

... ... ...
ϕg1 ... ϕgg


. Ýòîò îïðåäåëèòåëü íå 0, ïîñêîëüêó â
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ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòðîêè ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû, îòêóäà i(D) > 0 è, ñîãëàñíî
òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà, r(−D) > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ íå
ðàâåí 0 è â îêðåñòíîñòè äèâèçîðà D. �

Ìîæíî äîêàçàòü òàêæå (ñì. íàïðèìåð Ô.Ãðèôôèåñ, Äæ.Õàððèñ, Ïðèíöèïû
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè 1, Ì. Ìèð 1982) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå
Á.Ðèìàíó.

Òåîðåìà 10.2. Äëÿ âåêòîðà ðèìàíîâûõ êîíñòàíò K âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
2K ≡ −A(K), ãäå K � êàíîíè÷åñêèé êëàññ, è {ζ ∈ Cg|θ(ζ) = 0} ≡ A(Sg−1P ) + K.
Ôóíêöèÿ Fe(p) = θ(Ap0(p) − e) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, åñëè è òîëüêî åñëè
e ≡ K + A(D), ãäå D � ñïåöèàëüíûé äèâèçîð.

11. Ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà.
Ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà ψ : P → C̄ � ýòî àíàëîã ýêñïîíåíòû îò ìíîãî÷ëåíà äëÿ

ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P ïðîèçâîëüíîãî ðîäà g. Îíà áûëà äåòàëüíî èññëåäîâàíà
è èñïîëüçîâàíà äëÿ èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì ìàòåìàòèêè â
ðàáîòàõ È.Ì. Êðè÷åâåðà. Ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà çàâèñèò îò:

• òî÷êè p0 ∈ P ;
• ëîêàëüíîé êàðòû z : U → C â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, ïðè÷åì z(p0) =∞;
• ïîëîæèòåëüíîãî íåñïåöèàëüíîãî äèâèçîðà D ∈ P \ p0 ñòåïåíè g;
• ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè q(z) = q0 + q1z + ... + qnz

n îáùåãî
ïîëîæåíèÿ.

Ôóíêöèåé Áåéêåðà-Àõèåçåðà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì:

• ôóíêöèÿ ψ ìåðîìîðôíà íà P − p0 ñ äèâèçîðîì ïîëþñîâ D;
• ôóíêöèÿ ψ exp[−q(z(p))] àíàëèòè÷íà è íå èìååò íóëåé â îêðåñòíîñòè òî÷êè p0.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé Áåéêåðà-Àõèåçåðà, ñâÿçàííûõ ñ ïàðàìåòðàìè (p0, z,D, q),
îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî BA(p0, z,D, q).

Âûáåðåì íà P êàíîíè÷åñêèé áàçèñ öèêëîâ {ai, bi}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωq

íîðìèðîâàííûé óñëîâèÿìè ∮

ai

Ωq = 0 (i = 1, ..., g)

ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â òî÷êå p0, âèäà

Ωq(p) = dq(z) +O(1)dε = q′dz +O(z−2)dz.

Èíòåãðàëû

U q
i =

∮

bi

Ωq ôîðìèðóþò âåêòîð U q.

Ëåììà 11.1. Ñòåïåíü äèâèçîðà íóëåé D′ ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà ψ ðàâíà g è
A(D′) ≡ A(D)− U q.
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Proof. Ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ω = d lgψ = dψ
ψ
. Ôóíêöèÿ

ln(ψ exp[−q(z(p))]) = ln(ψ) − q(z(p)) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè p0. Ñëåäîâàòåëüíî,
äèôôåðåíöèàëû ω è Ωq èìåþò â îêðåñòíîñòè p0 îäèíàêîâûå ãëàâíûå ÷àñòè è, â
÷àñòíîñòè, íóëåâûå âû÷åòû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëþñà äèôôåðåíöèàëà ω îáðàçóþò
äèâèçîð D+D′. Áîëåå òîãî, åãî âû÷åòû ðàâíû 1 â òî÷êàõ äèâèçîðà D′ è −1 â òî÷êàõ
äèâèçîðà D. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå î âû÷åòàõ, degD′ = degD = g.

Ïóñòü D =
g∑
j=1

pj è D′ =
g∑
j=1

p′j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω̃j ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë,

ãîëîìîðôíûé âíå òî÷åê pj, p′j, èìåþùèé â ýòèõ òî÷êàõ âû÷åòû −1, 1 ñîîòâåòñòâåííî
è íîðìèðîâàííûé óñëîâèÿìè

∮
ai

ω̃j = 0 (i = 1, ..., g). Òîãäà

ω =

g∑
j=1

ω̃j + Ωq +

g∑
r=1

crωr,

ãäå {ωr} � áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ, íîðìèðîâàííûé óñëîâèÿìè∮
ai

ωr = 2πiδir. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∮

ai

ω = 2πini,
∮

bi

ω = 2πimi, ãäå ni,mi ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì, ci = ni è, ñîãëàñíî áèëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì Ðèìàíà,

2πimi =

∮

bi

(

g∑
j=1

ω̃j + Ωq +

g∑
r=1

crωr) =

g∑
j=1

p′j∫

pj

ω̃j + U q
i +

g∑
j=1

cjBjk,

îòêóäà

(A(D′)− A(D))i = Ai(

g∑
j=1

pj∫

p′j

ω̃j) ≡ −U q
i .

�

Òåîðåìà 11.1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî BA(p0, z,D, q) îäíîìåðíî è ïîðîæäàåòñÿ
ôóíêöèåé

ψ = exp(

p∫

p∗

Ωq)
θ(Ap∗(p)− Ap∗(D) + U q −Kp∗)

θ(Ap∗(p)− Ap∗(D)−Kp∗)
,

ãäå p∗ 6= p0, Kp∗ �- âåêòîð ðèìàíîâûõ êîíñòàíò è ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ Ap∗(p)
è

p∫
p∗

Ωq îäèíàêîâû.

Proof. Çíàìåíàòåëü ôîðìóëû íå ðàâåí òîæäåñòâåííî 0 â âèäó íåñïåöèàëüíîñòè
äèâèçîðà D (òåîðåìà 10.2). Áîëåå òîãî, äèâèçîð ïîëþñîâ ôóíêöèè ψ ðàâåí
äèâèçîðó íóëåé ôóíêöèè FAp∗ (D)+Kp∗ = θ(Ap∗(p) − Ap∗(D) −Kp∗). Ñîãëàñíî òåîðåìå
Ðèìàíà î íóëÿõ (òåîðåìà 10.1) îáðàç ýòîãî äèâèçîðà ïðè îòîáðàæåíèè Àáåëÿ ðàâåí
Ap∗(D) +Kp∗ −Kp∗ = Ap∗(D). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 10.2 äèâèçîð ïîëþñîâ
ôóíêöèè ψ ñîâïàäàåò ñ D.
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Äîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû äîáàâèì ê ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ öèêë c =

g∑
i=1

niai +
g∑
i=1

mibi,

òî ê èíòåãðàëó
p∫
p∗

Ωq äîáàâèòñÿ ÷èñëî

g∑
i=1

miU
q
i =< M,U q >, ãäå M = (m1, ...,mg),

à ê âåêòîðó Ap∗(p) äîáàâèòñÿ âåêòîð
2πiN +BM, ãäå N = (n1, ..., ng).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ψ(p0,ε,D,q) óìíîæèòñÿ íà

exp < M,U q >
exp[−1

2
< BM,M > − < M,Ap∗(p)− Ap∗(D) + U q −Kp∗ >]

exp[−1
2
< BM,M > − < M,Ap∗(p)− Ap∗(D)−Kp∗ >]

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ψ ∈ BA(p0, z,D, q) ñóùåñòâóåò.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ψ̃ ∈ BA(p0, z,D, q) ñ äèâèçîðîì íóëåé

D̃′. Ñîãëàñíî ëåììå 11.1, A(D̃′) = A(D) − U q = A(D′). Áîëåå òîãî, äèâèçîðû D′

è D̃′ íåñïåöèàëüíû, ïîñêîëüêó D � íåñïåöèàëüíûé äèâèçîð, à âåêòîð U q îáùåãî
ïîëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 10.2, D′ = D̃′. Ñëåäîâàòåëüíî ψ̃

ψ
= const.

�

Çàäà÷à 11.1. Ïîñòðîèòü ôóíêöèè, èìåþùèå íåñêîëüêî ýêñïîíåíöèàëüíûõ òî÷åê,
è äîêàçàòü äëÿ íèõ àíàëîã ïîñëåäíåé òåîðåìû.

12. Óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè.
Èññëåäóåì òåïåðü çàâèñèìîñòü ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà èç ìíîæåñòâà

BA(p0, z,D, q) îò êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà q(z) =
n∑
i=1

xiz
i. Äëÿ ýòîãî

óäîáíî ðàññìîòðåòü "óíèâåðñàëüíûé ìíîãî÷ëåí" q(z, x) =
∞∑
i=1

xiz
i, ãäå

x = (x1, x2, . . . ) è ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî xi íå ðàâíî 0. Êàæäîìó òàêîìó íàáîðó
x îòâå÷àåò îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Áåéêåðà-Àõèåçåðà
BA(p0, z,D, x) = BA(p0, z,D, q(z, x)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ñ íóëåâûìè a− ïåðèîäàìè,
èìåþùèé â åäèíñòâåííûé ïîëþñ â òî÷êå p0 âèäà

Ωi(p) = d(zi) +O(z−2)dz,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç U i âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè

U i
j =

∮

bj

Ωi (j = 1, ..., g).
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Òîãäà

Ωq =
∞∑
i=1

xiΩ
i, è U q =

∞∑
i=1

xiU
i.

Ëåììà 12.1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî BA(p0, z,D, x) ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé
ψ(z, x) = ψ(p0, p(z), D, x) =

exp(

p∫

p0

∞∑
i=1

xiΩ
i)

θ(Ap0(p)− Ap0(D) +
∞∑
i=1

xiU
i −Kp0)θ(Ap0(p0)− Ap0(D)−Kp0)

θ(Ap0(p)− Ap0(D)−Kp0)θ(Ap0(p0)− Ap0(D) +
∞∑
i=1

xiU i −Kp0)

Â ëîêàëüíîé êàðòå z îíà èìååò âèä

ψ(z, x) = exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(1 +

∞∑
j=1

ξiz
−j).

Proof. Ôóíêöèÿ ψ(z, x) =

exp(

p∫

p0

∞∑
i=1

xiΩ
i)

θ(Ap0(p)− Ap0(D) +
∞∑
i=1

xiU
i −Kp0)θ(Ap0(p0)− Ap0(D)−Kp0)

θ(Ap0(p)− Ap0(D)−Kp0)θ(Ap0(p0)− Ap0(D) +
∞∑
i=1

xiU i −Kp0)

îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè

exp(

p∫

p0

∞∑
i=1

xiΩ
i)

θ(Ap0(p)− Ap0(D) +
∞∑
i=1

xiU
i −Kp0)

θ(Ap0(p)− Ap0(D)−Kp0)

èç òåîðåìû 11.1 íà âåëè÷èíó íå çàâèñÿùóþ îò z è, ñëåäîâàòåëüíî, òîæå ïîðîæäàåò
BA(p0, z,D, x).

Êðîìå òîãî,

f =
ψ(z, x)

exp(
∑∞

i=1 xiz
i)

=
∞∑
j=0

ξj(x)z−j,

ãäå f0 = f(0) = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(z, x) = exp(

∞∑
i=1

xiz
i)(1 +

∞∑
j=1

ξiz
−j). �

Íàçîâåì íîðìèðîâàííîé ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà èç ëåììû 12.1. Ïîëîæèì
∂i = ∂

∂xi
è ∂ = ∂1.

Ëåììà 12.2. Äëÿ ëþáîé íîðìèðîâàííîé ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà ψ(z, x) è ëþáîãî
n > 1 ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

Ln = ∂n +
n∑
i=2

Bi
n(x)∂n−i

òàêîé, ÷òî
∂nψ = Lnψ

.
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Proof. Èç ëåììû 12.1 ñëåäóåò, ÷òî

∂nψ = zn exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(1 +

∞∑
j=1

ξjz
−j) + exp(

∞∑
i=1

xiz
i)(
∞∑
j=1

∂nξjz
−j)

è

∂nψ = zn exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(1 +

∞∑
j=1

ξjz
−j) +

n∑
r=1

zn−r exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(cr

∞∑
j=1

∂rξjz
−j)).

Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Br
i (x) òàêèå, ÷òî

∂nψ = ∂nψ +
i∑

r=2

Br
n∂

n−rψ + exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(
∞∑
j=1

ξ̂jz
−j).

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì äëÿ ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 12.1, ðàâíî 0, �
Ïðèìåð 12.1.

∂ψ = z exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(1 +

∞∑
j=1

ξjz
−j) + exp(

∞∑
i=1

xiz
i)(
∞∑
j=1

∂ξjz
−j) =

exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(z + ξ1 +

∞∑
j=1

(ξj+1 + ∂ξj)z
−j).

∂2ψ = exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(z2 + zξ1 + (ξ2 + 2∂ξ1) +

∞∑
j=1

(ξj+2 + 2∂ξj+1 + ∂2ξj)z
−j).

∂2ψ = exp(
N∑
i=1

xiz
i)(z2 + zξ1 + ξ2 +

∞∑
j=1

(ξj+2 + ∂2ξj)z
−j).

Òàêèì îáðàçîì

∂2ψ = ∂2ψ − 2∂ξ1ψ + exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(
∞∑
j=1

ξ̂iz
−j).

òî åñòü B2
2 = −2∂ξ1.

Çàäà÷à 12.1. Äîêàçàòü ÷òî B2
3 = −3∂ξ2, B3

3 = 3ξ1∂ξ1 + 3∂2ξ1 − 3∂ξ2.

Òåîðåìà 12.1. Ïîëîæèì u = −2∂ξ1 = B2
2 . Òîãäà 3

4
∂2

2u = ∂(∂3u− 1
4
(6u∂u+ ∂3u)).

Proof. Îïåðàòîðû A2 = ∂2 − (∂2 + B2
2) è A3 = ∂3 − (∂3 + B2

3∂ + B3
3) èìåþò îáùåå

áåñêîíå÷íîìåðíîå ÿäðî ψ(x; z) è, ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòèðóþò. Óñëîâèå êîììóòàöèè
ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

3

2
∂2u+

3

2
∂2u− 2∂B3

3 = 0

∂2B
3
3 − ∂3u+ ∂3u+

3

2
u∂u− ∂2B3

3 = 0.

Èñêëþ÷àÿ B3
3 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. �
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Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
3

4
∂2

2u = ∂(∂3u− 1

4
(6u∂u+ ∂3u))

÷àñòî âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíî
íàçûâàåòñÿóðàâíåíèåì Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè èëè ñîêðàùåííî ÊÐ.

13. Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÊÏ.
Âûðàçèì òåïåðü ðåøåíèå u ÷åðåç θ− ôóíêöèþ íàøåé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.
Ïîëîæèì τ(x) = θ(Ap0(p0)− Ap0(D) +

∞∑
i=1

xiU
i −Kp0).

Ëåììà 13.1. Íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà èìååò âèä

ψ(z, x) = exp(

p∫

p0

∞∑
i=1

xiΩ
i)
τ(x1 − z−1, x2 − 1

2
z−2, x3 − 1

3
z−3, . . . )τ(0)

τ(x1, x2, x3, . . . )τ(−z−1,−1
2
z−2,−1

3
z−3, . . . )

Â ëîêàëüíîé êàðòå z îíà èìååò âèä

ψ(z, x) = exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(1 +

∞∑
j=1

ξi(x)z−j),

ãäå ξ1(x) = −∂ ln τ(x) + const

Proof. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà ωj =
∞∑
n=0

cnz
−ndz−1

ïî ëîêàëüíîìó ïàðàìåòðó z−1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè p0. Ïðèìåíÿÿ áèëèíåéíîå
ñîîòíîøåíèå Ðèìàíà 5.1 ê ïàðå äèôôåðåíöèàëîâ (ωj,Ω

n) íàõîäèì, ÷òî cn−1 = Un
j .

Òàêèì îáðàçîì Ap0 = −
∞∑
n=1

1
n
z−nUn â îêðåñòíîñòè òî÷êè p0. Ñîïîñòàâëåíèå ñ ëåììîé

12.1 äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z, x) = lnψ(z, x)−∑∞i=1 xiz

i. Ðàâåíñòâî

f(z, x) = ln(1 +
∞∑
j=1

ξi(x)z−j)) = ξ1(x)z−1 +O(z−1) âëå÷åò ξ1 =
∂f

∂z−1

∣∣
z=∞.

C äðóãîé ñòîðîíû,

f(z, x) = ln τ(x1 − z−1, x2 − 1

2
z−2, x3 − 1

3
z−3, . . . )− ln τ(x1, x2, x3, . . . ) + g(z),

ãäå g(∞) = 0, îòêóäà
∂f

∂z−1

∣∣
z=∞ = −∂ ln τ

∂x1

∣∣
z=∞ + const.

�

Ñîïîñòàâëÿÿ ëåììó 13.1 ñ òåîðåìîé 12.1 ïîëó÷àåì
Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü D � íåñïåöèàëüíûé äèâèçîð íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P .
Òîãäà ôóíêöèÿ

u = 2∂2 ln θ(
∞∑
i=1

xiU
i − (Ap0(D) +Kp0))
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óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ÊÐ.

Òåîðåìó 13.1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà θ-
ôóíêöèþ. Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî óðàâíåíèå ÊÐ âûïîëíåíî, åñëè θ-ôóíêöèÿ,
ïîñòðîåíà ïî Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Â êîíöå 70-õ ãîäîâ Ñ.Ï.Íîâèêîâ âûñêàçàë
ãèïîòåçó, ÷òî ëþáàÿ θ-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ÊÐ îòâå÷àåò íåêîòîðîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Â 80-å ãîäû ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà ÿïîíñêèì
ìàòåìàòèêîì Øèîòî. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ÊÏ äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû
Øîòòêè îïèñàíèÿ θ-ôóíêöèé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì
óñëîâèÿ íà ðèìàíîâû ìàòðèöû áûëè íàéäåíû Á.À.Äóáðîâèíûì.

Íà ñàìîì äåëå ôóíêöèÿ v = −∂ ln θ(
∑∞

i=1 xiU
i − (Ap0(D) + Kp0)) óäîâëåòâîðÿåò

áåñêîíå÷íîìó ñåìåéñòâó íåçàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ïîñòðîåíèþ
êîòîðîãî ìû è ïåðåõîäèì.

14. Îïåðàòîðû Ln, ñîãëàñîâàííûå ñ ëîêàëüíîé ýêñïîíåíòîé.

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ëîêàëüíîé ýêñïîíåíòîé îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà
z â îêðåñòíîñòè ∞ ìû íàçûâàåì ôîðìàëüíóþ ôóíêöèþ âèäà

ψ(z, x) = exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(1 +

∞∑
j=1

ξj(x)z−j).

Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåéêåðà-Àõèåçåðà.
Îïðåäåëåíèå 14.2. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð

Ln = ∂n +
n∑
i=2

Bi
n(x)∂n−i

ñîãëàñîâàí ñ ëîêàëüíîé ýêñïîíåíòîé ψ(z, x), åñëè
∂nψ = Lnψ.

Ñîãëàñíî ëåììå 12.2, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà ñóùåñòâóåò
ñîãëàñîâàííîå ñ íåé ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Ln.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðîäîëæàåò ïðèìåð 12.1
Çàäà÷à 14.1. Ïóñòü

Ln = ∂n +
n∑
i=2

Bi
n(x)∂n−i, n = 1, 2, . . .

ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, ñîãëàñîâàííûõ ñ ëîêàëüíîé ýêñïîíåíòîé

ψ(z, x) = exp(
∞∑
i=1

xiz
i)(1 +

∞∑
j=1

ξj(x)z−j).

Äîêàçàòü, ÷òî

Bt
s = −

t−1∑
i=1

Ci
s∂

iξt−i −
t−1∑
j=2

Bj
s

t−j−1∑
i=0

Ci
s−j∂

iξt−i−j
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∂nξi =
n+i−1∑
j=1

Cj
n∂

jξi+n−j +
n∑

k=2

Bk
n

n−k∑
j=0

Cj
n−k∂

jξi+n−j−k.

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ηj(x) ôóíêöèè

lnψ(x, z) =
∞∑
j=1

xjz
j +

∞∑
j=1

ηjz
−j

ñâÿçàíû ñ ôóíêöèÿìè ξj(x) ñîîòíîøåíèåì

ξj =
∞∑
n=1

1

n!

∑
i1+···+in=j

ηi1 · · · ηin .

Ýòî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ôóíêöèè Bt
s(x) ÷åðåç ôóíêöèè ηj. Äëÿ îïèñàíèÿ

ýòî çàâèñèìîñòè íàì ïîíàäîáÿòñÿ çàâèñÿùèå îò íàòóðàëüíûõ s, i1, ..., in è öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ j1, ..., jn êîìáèíàòîðíûå êîíñòàíòû

Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
.

Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè:

1)Ps

(
i1 . . . in
0 . . . 0

)
= 0; 2)Ps

(
i
j

)
= Cj

s for j > 0;

3)Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
=

1

n!
Cj1+···+jn
s

(j1 + · · ·+ jn)!

j1! · · · jn!
−

−
n−1∑
q=1

Ps

(
i1 . . . iq
j1 . . . jq

)
1

(n− q)!C
jq+1+···+jn
s−(i1+···+iq+j1+···+jq)

(jq+1 + · · ·+ jn)!

jq+1! · · · jn!

äëÿ (j1, ..., jn) 6= (0, ..., 0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
[
i1 . . . in
j1 . . . jn

]
ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç

ìàòðèöû
(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ. Ïóñòü

∥∥∥∥
i1 . . . in
j1 . . . jn

∥∥∥∥ � ÷èñëî òàêèõ
ìàòðèö.

Ïîëîæèì
Ps

[
i1 . . . in
j1 . . . jn

]
=
∑

Ps

(
a1 . . . an
b1 . . . bn

)
,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì
(
a1 . . . an
b1 . . . bn

)
èç ìíîæåñòâà

[
i1 . . . in
j1 . . . jn

]
.

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó
Ëåììà 14.1. Ïóñòü m > 0, k > 0 è jt > 1 äëÿ t 6 m. Òîãäà

Ps

[
i1 . . . im im+1 . . . im+k

j1 . . . jm 0 . . . 0

]
= 0,

åñëè s > i1 + ...+ im + j1 + ...+ jm
è
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Ps

[
i1 . . . im im+1 . . . im+k

j1 . . . jm 0 . . . 0

]
=

1

k!

∥∥∥∥
im+1 . . . im+k

0 . . . 0

∥∥∥∥Ps
[
i1 . . . im
j1 . . . jm

]
,

åñëè s < i1 + ...+ im + j1 + ...+ jm..
Ñîïîñòàâëÿÿ ëåììû 14.1 è 14.1 ïîëó÷àåì

Ëåììà 14.2. Ïóñòü 2 6 t 6 s. Òîãäà

Bt
s = −

∞∑
n=1

∑
Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
∂j1ηi1 · · · ∂inηjn ,

ãäå âòîðàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì
(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
òàêèì, ÷òî im, jm ≥ 1

è i1 + · · ·+ in + j1 + · · ·+ jn = t.
Proof. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî t. Äëÿ t = 2, ñîãëàñíî ëåììå 14.1,
B2
s = −s∂ξ1 = −Ps

(
1
1

)
∂η1. Äîêàæåì ëåììó äëÿ t = N , ñ÷èòàÿ, ÷òî îíà äîêàçàíà

äëÿ t < N . Ñîãëàñíî ëåììå 14.1,

Bt
s = −

t−1∑
i=1

Ci
s∂

i
( ∞∑
n=1

1

n!

∑
i1+···+in=t−i

ηi1 · · · ηin
)

+

+
t−1∑
j=2

( ∞∑
n=1

∑
i1+···+jn=j

Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
∂j1ηi1 · · · ∂jnηin

)
·

·
(t−j−1∑

i=0

C i
s−j∂

j
( ∞∑
n=1

1

n!

∑
i1+···+in=t−i−j

ηi1 · · · ηin
))

=

= −
∞∑
n=1

∑( 1

n!
Cj1+···+jn
s

(j1 + · · ·+ jn)!

j1! · · · jn!
−

−
n−1∑
q=1

Ps

(
i1 . . . iq
j1 . . . jq

)
1

(n− q)!C
jq+1···jn
s−(i1+···iq+j1+···+jq)

(jq+1 + · · · jn)!

jq+1! · · · jn!

)
∂j1ηi1 · · · ∂jnηin =

= −
∞∑
n=1

∑
Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
∂j1ηi1 · · · ∂jnηin ,

ãäå âòîðàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì
(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
òàêèì, ÷òî

i1 + · · · + in + j1 + · · · + jn = t, im > 1, jm > 0. Ñîãëàñíî ëåììå 14.1 ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà áåðåòñÿ ëèøü ïî ïîëîæèòåëüíûì jm > 0. �

Òåîðåìà 14.1.

∂sηr =
∞∑
n=1

∑
Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
∂j1ηi1 · · · ∂jnηin ,

ãäå âòîðàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì
(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
òàêèì, ÷òî

im > 1, jm > 1 è i1 + · · ·+ in + j1 + · · ·+ jn = r + s.
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Proof. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî r. Ïðè r = 1, ñîãëàñíî ëåììàì 14.1 è 14.2,

∂sη1 = ∂sξ1 =
∞∑
j=1

Cj
s∂

jξs+1−j +
s∑

k=2

Bk
s

s−k∑
j=0

Cj
s−k∂

jξ1+s−j−k =

=
s∑
j=1

Cj
s∂

jξs+1−j −
∞∑

k=2

( ∞∑
n=1

∑

i1+···+jn=k

Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
∂j1ηi1 · · · ∂jnηin

)
·

·
(s−k∑
j=0

Cj
s−k∂

jξ1+s−j−k
)

=
∞∑
n=1

∑
Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
∂j1ηi1 · · · ∂jnηin ,

ãäå âòîðàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì
(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
òàêèì, ÷òî

i1 + · · · + in + j1 + · · · + jn = s + 1, im > 1, jm > 0. Ñîãëàñíî 14.1 ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììà áåðåòñÿ ëèøü ïî ïîëîæèòåëüíûì jm > 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ r = 1 òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó äëÿ r = N , ñ÷èòàÿ, ÷òî îíà äîêàçàíà äëÿ r < N . Ñîãëàñíî

ëåììå 14.1,

∂s

( ∞∑
n=1

1

n!

∑
i1+···+in=r

ηi1 · · · ηin
)

=
s+r−1∑
j=1

Cj
s∂

jξs+r−j +
∞∑

k=2

Bk
s

s−k∑
j=0

Cj
s−k∂

jξr+s−j−k.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììàì 14.2, 14.1 è ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

∂sηr =
∞∑
j=1

Cj
s∂

j
( ∞∑
n=1

1

n!

∑
i1+···+in=s+r−j

ηi1 · · · ηin
)

+

+
∞∑

k=2

( ∑

i1+···+jn=k

Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
∂j1ηi1 · · · ∂jnηin

)
·

·
s−k∑
j=0

Cj
s−k∂

j
( ∞∑
n=1

1

n!

∑

i1+···+in=r+s−j−k
ηi1 · · · ηin

)
− ∂s

( ∞∑
n=2

1

n!

∑
i1+···+in=r

ηi1 · · · ηin
)

=

=
∞∑
n=1

∑
Ps

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
∂j1ηi1 · · · ∂jnηin ,

ãäå âòîðàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì
(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
òàêèì, ÷òî

i1 + · · ·+ in + j1 + · · ·+ jn = s+ r, im > 1, jm > 1. �

15. Òàó-ôóíêöèÿ è ÊÏ�èåðàðõèÿ

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ôîðìàëüíóþ ôóíêöèþ τ(x) = τ(x1, x2, . . . ) íàçîâåì òàó-
ôóíêöèåé, åñëè äëÿ ëîêàëüíîé ýêñïîíåíòû

ψ(z, x) = exp(
∑

xj(z
j +

∞∑
i=1

aijz
−i))

τ(x1 − z−1, x2 − 1
2
z−2, x3 − 1

3
z−3, ...)

τ(x1, x2, x3, ...)
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ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñîãëàñîâàííûõ ñ íåé îïåðàòîðîâ

Ln = ∂n +
n∑
i=2

Bi
n(x)∂n−i, n = 1, 2, . . .

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç ëåììû 14.2 êàê ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ôóíêöèþ

v(x) = − ln τ(x).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
∞∑
j=1

ηjz
−j = lnψ(x, z)−

∞∑
j=1

xjz
j =

∞∑
i,j=1

aijxjz
−i+ln τ(x1−z−1, x2−1

2
z−2, ...)−ln τ(x1, x2, ...)

∞∑
i,j=1

ajixiz
−j − v(x1 − z−1, x2 − 1

2
z−2, ...) + v(x) =

=
∞∑

i,j=1

ajixiz
−j +

∞∑
n=1

∑
i1+···+in=j

(−1)n+1

n!i1 . . . in
∂i1 · · · ∂inv(x)z−j.

Òàêèì îáðàçîì,

(1) ηr =
∞∑
n=1

∑
i1+···+in=r

(−1)n+1

n!i1 . . . in
∂i1 · · · ∂inv +

∞∑
i=1

arixi.

Ïîëîæèì η̃r = ∂ηr è ṽ = ∂v.
Òåîðåìà 15.1. Ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíûå ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû

Rr

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
, Rij

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)

òàêèå, ÷òî

(2) η̃r =
1

r
∂rṽ +

∞∑
n=1

∑
Rr

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
∂s1∂

t1 ṽ · · · ∂sn∂tn ṽ + const,

(3) ∂i∂j ṽ =
∞∑
n=1

∑
Rij

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
∂s1∂

t1 ṽ · · · ∂sn∂tn ṽ,

ãäå âòîðûå ñóììû áåðóòñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì
(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
òàêèì, ÷òî sm > 1,

tm > 0 è ñóììà s1 + · · ·+ sn + t1 + · · ·+ tn ðàâíà r äëÿ (2) è i+ j äëÿ (3).
Proof. Áóäåì äîêàçûâàòü ñîâìåñòíîé èíäóêöèåé ïî k è i + j. Äëÿ i + j = 2 òåîðåìà
î÷åâèäíà. Äëÿ r = 1 îíà ñëåäóåò èç (2). Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ i+ j = N è r = N −1,
ñ÷èòàÿ, ÷òî îíà âåðíà ïðè i + j < N è r < N − 1. Íèæå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî sm, tm > 1
è σn = s1 + · · ·+ sn + t1 + · · ·+ tn. Òîãäà ñîãëàñíî (1) è (3)

η̃r =
1

r
∂rṽ +

∞∑
n=2

∑
s1+···+sn=r

(−1)n+1

n!s1 · · · sn∂s1 · · · ∂sn ṽ(x) =
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=
1

r
∂rṽ +

∞∑
n=1

∑
σn=r

Rr

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
∂s1∂

t1 ṽ · · · ∂sn∂tn ṽ + const.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (2), (3) è òåîðåìå 14.1

1

j
∂i∂j ṽ = ∂iη̃j − ∂i

( ∞∑
n=1

∑
σn=j

Rj

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
∂s1∂

t1 ṽ · · · ∂sn∂tn ṽ
)

=

=
∞∑
n=1

∑
σn=i+j

Pi

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
∂t1 η̃s1 · · · ∂tn η̃sn−

−∂i
( ∞∑
n=1

∑
σn=j

Rj

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
∂t1∂s1 ṽ · · · ∂tn∂sn ṽ

)
=

=
∞∑
n=1

∑
s1+···+sn+n=i+j

Pi

(
s1 . . . sn
1 . . . 1

)
∂(

1

s1

∂s1 ṽ) · · · ∂(
1

sn
∂sn ṽ)+

+
∞∑
n=1

∑
σn=i+j,t1+···+tn>n

Rij

(
s1 . . . sn
t1 . . . tn

)
∂s1∂

t1 ṽ · · · ∂sn∂tnv.

�

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 3 íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé ÊÏ â òàêîì âèäå
îíà âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Á.À. Äóáðîâèíûì è Ñ.Ì. Íàòàíçîí êîíöå 80 ãîäîâ èç
àíàëèçà óðàâíåíèé Õèðîòû è â ðàáîòàõ Ñ.Ì.Íàòàíçîíà, ñ èñïîëüçîâàíèåì òîãî æå
ïîäõîäà, ÷òî è ýòèõ ëåêöèÿõ.

Èç òåîðåìû 15.1 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìàëüíîå (òî åñòü ïðåäñòàâëåííîå ñòåïåííûì
ðÿäîì) ðåøåíèå èåðàðõèè ÊÏ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì áåñêîíå÷íûì
íàáîðîì ðÿäîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé fi(x1) = ∂iṽ|x2=x3=···=0 (i = 1, 2, ...).
Ýòè ôóíêöèè åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê äàííûå Êîøè èåðàðõèè. Íåäàâíî
À.Â.Çàáðîäèí è Ñ.Ì.Íàòàíçîí äîêàçàëè ÷òî ëþáîìó íàáîðó òàêèõ äàííûõ Êîøè
îòâå÷àåò ðåøåíèè èåðàðõèè è, ñ ïîìîùüþ äåôîðìàöèé èåðàðõèè ÊÏ íàøëè àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ.

Ïðîöåäóðà, îïèñàííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 15.1, ïîçâîëÿåò ÿâíî íàéòè
âñå ðàöèîíàëüíûå êîíñòàíòû Rij

(
s1 . . . sm
t1 . . . tm

)
. Ïðèâåäåì ïåðâûå èç óðàâíåíèé

èåðàðõèè (3):

∂2
2 ṽ =

4

3
∂3∂ṽ − 1

3
∂4ṽ + 2(∂ṽ)2,

∂3∂2ṽ =
3

2
∂4∂ṽ − 3

2
∂2∂

3ṽ + 3∂(∂2ṽ∂ṽ),

∂2
3 ṽ =

9

5
∂5∂ṽ− ∂3∂

3ṽ+
1

5
∂6v+ 3∂(∂3ṽ∂ṽ) +

9

4
∂(∂2ṽ)2− 3∂(∂3ṽ∂ṽ)− 9

4
∂(∂2ṽ)2 + 3∂(∂ṽ)3.

Ðåøåíèå ṽ ïåðâîãî èç íèõ ïîðîæäàåò ðåøåíèå u = ∂ṽ óðàâíåíèÿ ÊÏ.
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16. Èåðàðõèÿ n-Ê∂Ô.

Èåðàðõèÿ ÊÏ, äîïîëíåííàÿ óðàâíåíèåì ∂nv = 0 íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé n-Ê∂Ô èëè
èåðàðõèåé Ãåëüôàíäà�Äèêîãî. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1

0 = ∂m∂nv =

=
mn

m+ n− 1
∂n+m−1∂v +

∞∑
m=1

∑
Rmn

(
s1 . . . sm
t1 . . . tm

)
∂s1∂

t1v · · · ∂sm∂tmv,

ãäå 1 6 sj 6 n + m− 2, tj > 1. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåêóððåíòíî âûðàçèòü ôóíêöèè ∂k∂v
ïðè k > n ÷åðåç ôóíêöèè ∂r∂v, ãäå r < n, òî åñòü íàéòè ñîîòíîøåíèå

(4) ∂n+rṽ =
∞∑
m=1

∑
Nm

1(n+1)

(
s1 . . . sm
t1 . . . tm

)
∂s1∂

t1 ṽ · · · ∂sm∂tm ṽ,

ãäå tj > 0, sj < n,
∑m

j=1(sj + tj) = n+ r + 1.
Ïðè n = 2 ñèñòåìà (4) ïåðåõîäèò èåðàðõèþ K∂Ô.

Ñîïîñòàâëÿÿ ñèñòåìû (4) è (3) íàõîäèì ñèñòåìó

(5) ∂i∂j ṽ =
∞∑
m=1

∑
Nm
ij

(
s1 . . . sm
t1 . . . tm

)
∂s1∂

t1 ṽ · · · ∂sm∂tm ṽ,

ãäå i, j > 1, 1 6 sα 6 n − 1, tα > 0,
∑m

i=1(sα + tα) = i + j è Nm
ij

(
s1 . . . sm
t1 . . . tm

)
�

íåêîòîðûå óíèâåðñàëüíûå ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Ïðèìåðû
1. Ïðè n = 2 ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû 5 � ýòî óðàâíåíèå K∂Ô.

∂3ṽ =
3

4
ṽ2 +

1

4
∂4ṽ.

2. Ïðè n = 3 ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû 5 � ýòî óðàâíåíèå Áóññèíåñêà

∂2
2 ṽ = −1

3
∂4ṽ + 2∂((∂ṽ)2).

Êîýôôèöèåíòû Nm
i1···ik

(
s1 . . . sm
t1 . . . tm

)
ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè.

Èñïîëüçîâàííûå ïðè èõ ïîñòðîåíèè êîíñòðóêöèè äàþò ðåêóðåíòíûå ôîðìóëû äëÿ
èõ âû÷èñëåíèÿ.

Ñòðóêòóðà ñèñòåìû (5) òàêîâà, ÷òî åå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì íàáîðîì èç n − 1 ðÿäîâ
îò îäíîé ïåðåìåííîé fi(x1) = ∂iṽ|x2=x3=···=0 (i = 1, ..., n − 1), êîòîðûå ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê äàííûå Êîøè äëÿ n-Ê∂Ô. Áîëåå òîãî, óðàâíåíèÿ (4)
ïîçâîëÿþò íàéòè äàííûå Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ èåðàðõèè ÊÏ. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå èåðàðõèè n-Ê∂Ô ïî åå äàííûì Êîøè.
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17. Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ èåðàðõèé ÊÏ è n-Ê∂Ô.
Ïîëîæèì

τ(x) = θ(Ap0(p0)− Ap0(D) +
∞∑
i=1

xiU
i −Kp0)

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Áåéêåðà-Àõèåçåðà

ψ(z, x) = exp(

p∫

p0

∞∑
i=1

xiΩ
i)
τ(x1 − z−1, x2 − 1

2
z−2, x3 − 1

3
z−3, . . . )τ(0)

τ(x1, x2, x3, . . . )τ(−z−1,−1
2
z−2,−1

3
z−3, . . . )

.

Ñîãëàñíî ëåììå 12.2 ψ(z, x) � ýòî ëîêàëüíàÿ ýêñïîíåíòà, ñîãëàñîâàíàÿ ñ
äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè

Ln = ∂n +
n∑
i=2

Bi
n(x)∂n−i,

òî åñòü
∂nψ = Lnψ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

ṽ = −∂ ln θ(Ap0(p0)− Ap0(D) +
∞∑
i=1

xiU
i −Kp0)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè ÊÏ. Òàêîå ðåøåíèå âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî
È.Ì.Êðè÷åâåðîì â 1976 ãîäó

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó (P, f), ñîñòîÿùóþ èç ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P è
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f : P → C ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â òî÷êå p0. Ïóñòü n �
ïîðÿäîê ýòîãî ïîëþñà è z−1 � ëîêàëüíàÿ êàðòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 â îêðåñòíîñòè
êîòîðîé ôóíêöèÿ f èìååò âèä z 7→ zn. Òîãäà Ωn = df è, ñëåäîâàòåëüíî, Un = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ṽ íå çàâèñèò îò xn è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì n-Ê∂Ô.
Äëÿ îáû÷íîãî 2-Ê∂Ô òàêîå ðåøåíèå âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî À.Ï. Èòñîì è Â.Á.
Ìàòâååâûì â 1975 ãîäó
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