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Легко видеть, что если φ(x) : R→ R - гладкая функция с компактным носителем, то интеграл

Iφ(s) =

∫ ∞
0

xsφ(x)dx

сходится при любом комлексном s, при условии Re s > −1. Однако, утверждается, что Iφ(s) продолжается до
мероморфной плоскости на всей комлексной плоскости. Для того, чтобы это увидеть достаточно воспользоваться
соотношением

(0.1) xs−1 =
1

s

d

dx
(xs)

и формулой интегрирования по частям. Получается соотношение

Iφ(s− 1) = −1

s
Iφ′(s),

из которого следует существование указанного мероморфного продолжения. Более того, из этой же форму-
лы следует что полюса функции Iφ(s) могут быть только в точках s = −1,−2,−3 · · · (для достаточно общей
функции φ в этих точках действительно имеются простые полюса).

Оказывается, у этого факта имеется обобщение: для любого полинома P (x) = P (x1, x2, · · ·xn) и гладкой
функции φ(x) : Rn → R с компактным носителем, функция

Iφ(s) =

∫
Rn

|P (x)|sφ(x)dx

допускает мероморфное продолжение на всю комплексную плоскость с полюсами в конечном числе арифме-
тических прогресий вида −a,−a − 1,−a − 2, · · · , Re(a) > 0. Вопрос о существовании такого продолжения, был
поставлен И.М. Гельфандом в 1963 году. А первое доказательство, основанное на теореме Хиронаки о разре-
шении особенностей, получено И.Н. Бернштейном и С.И. Гельфандом в 1969 году (и, независимо, чуть позже,
М. Атиа). А нескольколькими годами позже И.Н. Бернштейн придумал простое доказательство основанное на
формуле интегрирования по частям и такой алгебраической лемме, обобщающей соотношение (0.1)

Лемма Бернштейна: Для любого многочлена P (−→x ) ∈ C[x1, x2, . . . , xn] существует дифференциальный опера-
тор

D =
∑

ai1,···in(
−→x , s) ∂

i1

∂xi11
· · · ∂

in

∂xin1
, где ai1,···in(x, s) ∈ C(s)[x1, x2, · · ·xn],

такой что
P (x)s−1 = D(P (x)s).

В самом начале курса мы докажем несколько свойств D-модулей на аффинном пространстве, т.е. модулей
над кольцом D(An) дифференциальных операторов с полиномиальными коэффициентами на Cn, (главное из
которых, “неравенство Бернштейна” утверждает, что такой модуль не может быть слишком маленьким, напри-
мер, конечно-мерным над C) и выведем из них Лемму Бернштейна. В дальнейшем, мы обобщим неравенство
Бернштейна на D-модули на любом гладком алгебраическом многообразии. Кольцо D(X) дифференциальных
операторов на (аффинном) многообразии X допускает фильтрацию по степени; ассоциированное градуиро-
ванное кольцо канонически отождествляется с кольцом функций на тотальном пространстве кокасательного
расслоения T ∗X к X. Используя это наблюдение, каждому конечно-порожденному D-модулю M на X можно
сопоставить замкнутое подмногообразие s.s(M) ⊂ T ∗X , так называемый сингулярный носитель M . Неравенство
Бернштейна утверждает, что размерность сингулярного носителя не может быть меньше размерности X. Те
D-модули, для которых размерность сингулярного носителя равна размерности X называются голономными;
важный пример голономного D-модуля - пространство сечений расслоения с плоской связностью над X. Кате-
гория расслоений с плоской связностью тесно связана с категорией представлений фундаментальной группы X
(соответствие Римана-Гильберта). Мы обсудим обобщение этого наблюдения на более общий класс D-модулей.
Это приведет нас к понятию извращенного пучка.

Курс рассчитан на студетов 2-4 курса, знакомых с основами алгебраической геометрии.
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