
Òåîðèÿ ÷èñåë. Ëèñòîê I .
Çàäà÷è èç ýòîãî ëèñòêà ïðèíèìàþòñÿ äî 27 ñåíòÿáðÿ 2016 ãîäà.

1. Êàê ìû äîêàçàëè íà ëåêöèè, ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+1 çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå x2 + y2, ãäå x, y - íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ.
2. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 + 1 = y3.
3. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöàõ Z[

√
2], Z[

√
3], Z[

√
6] ëþáîé èäåàë ãëàâíûé, à â

êîëüöå Z[
√
−3] - íåò. Îäíàêî, Z[ω], ãäå ω = 1+

√
−3

2 , - êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî p çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x2 + 3y2,
x, y ∈ Z, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = 3 èëè p ≡ 1mod 3.
5. (à) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ x2− 2y2 = −1, x2− 2y2 = 1 èìåþò áåñêîíå÷íî

ìíîãî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âèäà ±1+8k, óðàâíåíèÿ x2−2y2 =
−p, x2 − 2y2 = p èìåþò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p,

p−1∑
i=1

(i/p) = 0.

( (i/p) - ñèìâîë Ëåæàíäðà.)
7. Ïóñòü n - íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ãîìîìîðôèçì χ : (Z/4nZ)∗ → {1,−1} ((Z/4nZ)∗ - ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
â êîëüöå Z/4nZ ), òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, êîòîðîå íå
äåëèò n

(n/p) = χ([p]).

([p] - êëàññ p â (Z/4nZ)∗.)
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