
Òåîðèÿ ÷èñåë. Ëèñòîê II .
Çàäà÷è èç ýòîãî ëèñòêà ïðèíèìàþòñÿ äî 17 îêòÿáðÿ 2016 ãîäà.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ åäèíèöà â êîëüöå Z[ 3
√
2] èìååò âèä ±(1− 3

√
2)k, k ∈ Z.

2. Íàéäèòå îáðàçóþùèå ãðóïïû åäèíèö êîëüöà Z[
√
19].

3. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 3x2 − 4y2 = 11.
4. Ïóñòü d - öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî íå ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x
y òàêî, ÷òî

|
√
d− x

y
| < 1

2y2
.

(Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Äèðèõëå î åäèíèöàõ.)
5. Ïóñòü f(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 - íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè αi, (1 ≤ i ≤ n), - åãî êîìëåêñíûå êîðíè. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî âñåõ i

|αi| = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå αi - êîðíè èç 1.
6. Ïóñòü K - ïîëå, õàðàêòåñòèêà êîòîðîãî îòëè÷íà îò 2, a, b ∈ K∗. Àëãåáðà

îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ Ha,b(K) ýòî àëãåáðà íàä K c îáðàçóþùèìè i, j è ñî-
îòíîøåíèÿìè ij = −ji, i2 = a, j2 = b. Îáîçíà÷èì k := ij.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî N(x+ yi+ zj + tk) = (x2 − ay2 − bz2 + abt2)2.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî Ha,b(K) - ëèáî àëãåáðà ñ äåëåíèåì, ëèáî ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà
Mat2(K).

(â) Äîêàæèòå, ÷òî Ha,b(K)
∼−→ Mat2(K) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

x2 − ay2 − bz2 = 0 èìååò íåíóëóâîå ðåøåíèå â K.
7. Ïóñòü A ⊂ H−1,−1(Q) - ïîäêîëüöî ïîðîæäåííîå i è j: A = Z+ iZ+ jZ+ kZ.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî Cl(A) ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî èäåàëà I ⊂ A ìîùíîñòü ôàêòîðà A/I
ëèáî ïîëíûé êâàäðàò, ëèáî èìååò âèä 2n2, n ∈ Z.
Áîëåå òîãî, |A/I| - ïîëíûé êâàäðàò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I - ãëàâíûé èäåàë.
(â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p

A/pA
∼−→Mat2(Fp).

(ã) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò èäåàë I ⊂ A ñ |A/I| = p.
Ñêîëüêî òàêèõ èäåàëîâ? (Óêàçàíèå: êàê óñòðîåíû èäåàëû â Mat2(Fp)?)
(ä) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà 4 êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë.

8. Âû÷èñëèòå ãðóïïó êëàññîâ èäåàëîâ äëÿ êîëüöà Z[
√
−5].

9. Êàêèå ïðîñòûå ÷èñëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå x2 + 5y2? À êàêèå öåëûå
÷èñëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òàêîì âèäå?

10. Ïîðÿäîê A ⊂ D â àëãåáðå ñ äåëåíèåì íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí
íå ñîäåðæèòñÿ â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà â äðóãîì ïîðÿäêå. Çàìåòèì,
÷òî åñëè A - ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê è 0 6= a ∈ D, òî aAa−1 - òîæå ìàêñèìàëüíûé
ïîðÿäîê.
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(à) Ïîñòðîéòå ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê â ⊂ H−1,−1(Q) è äîêàæèòå, ÷òî âñå ìàê-
ñèìàëüíûå ïîðÿäêè â ýòîé àëãåáðå ñîïðÿæåíû.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû ñ äåëåíèåì íàä Q ìíîæå-
ñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïîðÿäêîâ ïî ìîäóëþ ñîïðÿæåíèÿ êîíå÷íî.


