
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå: ÷àñòèöû è ñòðóíû

2.1 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà

Êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå

S[X] → S[X, e] = 1
2

∫
dτ
ẊµẊµ

e(τ)
− 1

2
m2

∫
e(τ)dτ (2.1)

èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ðåïàðàìåòðèçàöèé

δXµ = ξẊµ, δe =
d

dτ
(ξe) (2.2)

ñ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì ξ = ξ(τ) = τ − f(τ). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âêëþ÷àþò ñâÿçü

δS

δe
= −Ẋ

µẊµ

e2
−m2 = 0 (2.3)

êîòîðóþ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè êâàíòîâàíèè. Îñíîâíûå âîïðîñû ïðè êâàíòîâàíèè:

• ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû;

• êàê ïðîèñõîäèò äèíàìèêà - âûáîð âðåìåíè;

• êòî òàêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû.

Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé (òåì áîëåå ñâîáîäíîé!) ÷àñòèöû ñ äåéñòâèåì S = 1
2

∫ t1
t0
dt mq̇2

îòâåòû íà âñå âîïðîñû î÷åâèäíû:

• ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé - íàïðèìåð ôóíêöèè ψ(q), èëè ôóðüå îáðàçû ψ̃(p), ò.å. ôóíê-
öèè èìïóëüñîâ pi =

∂L
∂q̇i

= q̇i/m;

• âðåìÿ t çàäàíî èçíà÷àëüíî. Äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì
H = pq̇− L = p2

2m
;

• íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû: â êëàññèêå - ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå f(q, p) - ïðå-
âðàùàþòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â ñèëó êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ
ñîîòíîøåíèé

[q̂i, p̂j] = i~δij (2.4)

ò.å., íàïðèìåð pi → p̂i = −i~ ∂
∂qi
.
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×òî âîçíèêàåò ïðè íàèâíîì ïîäõîäå â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå? Ïîñìîòðèì íà äåéñòâèå
ôîðìàëüíî è ïåðåéäåì ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó, ñ÷èòàÿ âðåìåíåì ïàðàìåòð íà ìè-
ðîâîì ëèñòå, òîãäà

Pµ =
∂L
∂Ẋµ

=
Ẋµ

e
, pe = 0,

dPµ

dτ
= 0 (2.5)

îäíàêî â ñèëó ñâÿçè
PµP

µ +m2 = 0 (2.6)

ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ëèøü ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè èìïóëüñà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü îïèñàíî ôóíêöèÿìè ϕ±(p), êîòî-
ðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà.

Äåéñòâèòåëüíî, êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå (~ = 1)

[Xµ, Pν ] = iδµν (2.7)

ðåëÿòèâèñòñêè-êîâàðèàíòíû ([Xµ, P ν ] = iηµν , [Xµ, Pν ] = iηµν), è åñëè îïèñûâàòü ïðîñòðàí-
ñòâî ñîñòîÿíèé â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, òî Pµ = −i ∂

∂Xµ ≡ −i∂µ è íà âîëíîâóþ
ôóíêöèþ âîçíèêàåò ñâÿçü (

−∂µ∂µ +m2
)
ϕ(X) = 0 (2.8)

áóêâàëüíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà. Åãî ðåøåíèå

ϕ(X) =

∫
d4Pe−iPX ϕ̃(P ) =

∫
d4Pe−iPXδ(P 2 +m2)ϕ̆(P ) =

=

∫
d3p

2E(p)
(
eiE(p)t−ipxϕ+(p) + e−iE(p)t−ipxϕ−(p)

) (2.9)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà íàáîðà âîëí-÷àñòèö (îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ E± = ±
√
p2 +m2 ≡

±E(p)), ëîêàëèçîâàííûõ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

E2 = p2 +m2 (2.10)

Çàìåòèì, ÷òî íàèâíûé ãàìèëüòîíèàí

H = PµẊ
µ − L = 1

2
e
(
PµP

µ +m2
)

(2.11)

â ñèëó óðàâíåíèÿ ñâÿçè ïðîñòî ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì äèíàìèêà ïî ïàðàìåòðó τ íà
ìèðîâîé ëèíèè �óæ ñîâñåì òðèâèàëüíà�, íî íåñìîòðÿ íà ýòî ìû â äàëüíåéøåì âñå ðàâíî
áóäåì åãî îáçûâàòü �ìèðîâûì âðåìåíåì� è èíîãäà äàæå îáîçíà÷àòü τ → t.
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2.2 Åâêëèäîâî äåéñòâèå è êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

Èíòåãðàë ïî ïóòÿì â ðåëÿòèâèñòñêîé åâêëèäîâîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå
∑

exp
(
i
~S
)
→∑

exp
(
−1

~SE

)
åñòåñòâåííî ôîðìàëüíî çàïèñàòü êàê

K(X1, X0) =

∫
DeDX e

−
∫ 1
0 dt

(
Ẋ2

2e
+ 1

2
em2

)
=

∫
De e−

m2

2

∫ 1
0 dte

∫
DXe−

∫ 1
0 dt Ẋ

2

2e (2.12)

ãäå ìû âûäåëèëè ãàóññîâ èíòåãðàë âî âíåøíåé îäíîìåðíîé ìåòðèêå e(t). Çàìåòèì ñðàçó,
÷òî â ñèëó ðåïàðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî îä-
íîìåðíûì ìåòðèêàì òàê èëè èíà÷å ñâåäåòñÿ ê èíòåãðàëó ïî äëèíàì òðàåêòîðèé T =

∫ 1

0
dte

(ò.å. â ÷àñòíîñòè îò ñàìîé äëèíû òðàåêòîðèè T , àíàëîãà t1− t0 â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå,
âîîáùå íå áóäåò çàâèñåòü!).

Îá ýòîì ïîäðîáíî ïîãîâîðèì äàëüøå, à ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ãàóññîâ èíòåãðàë ïî êîîð-
äèíàòàì, â êîòîðîì ñðàçó âûáåðåì e(t) = T

I(T ) =

∫
DXe−

∫ 1
0 dt Ẋ

2

2T (2.13)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè X(t) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå t ∈ [0, 1] ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè X(0) = 0 è X(1) = 0 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ òàêèìè èíòåãðàëàìè
ðàçäåëèì çàäà÷ó íà äâå ÷àñòè: âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé è âû÷èñëåíèå äåòåð-
ìèíàíòîâ, êîòîðûå ëåã÷å âñåãî ñíà÷àëà ïðîäåìîíñòðèðîâàòü â êîíå÷íîìåðíîé ñèòóàöèè.

2.3 Ãàóññîâû èíòåãðàëû

• Íà÷íåì ñ èíòåãðàëà

I =

∫ +∞

−∞
dxe−x2

=
√
π (2.14)

Óêàçàíèå: âû÷èñëèòü êâàäðàò èíòåãðàëà I2 =
∫
R2 dxdye

−(x2+y2).

• Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé âû÷èñëÿåì

I(a) =

∫ +∞

−∞
dxe−

1
2
ax2

=

√
2π

a
(2.15)

1Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X(0) = X0 è X(1) = X1 ñäâèíóâ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ

X(t) = Y (t) +X0 +
X1 −X0

T
t

è ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè ëèíåéíîì ñäâèãå DX = DY , ìû ïîëó÷èì, ÷òî∫
X(0)=X0,X(1) =X1

DXe−
∫ 1
0
dt Ẋ2

2T = e−
(X1−X0)2

2T I(T )
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• Òðèâèàëüíî ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå

I(a1, . . . , an) =

∫
Rn

dx1 . . . dxne
− 1

2

∑n
i=1 aix

2
i =

(2π)n/2∏n
i=1 ai

(2.16)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ëåãêî ïîíÿòü ôîðìóëó

I(A) =

∫
Rn

dx1 . . . dxne
− 1

2

∑
i,j Aijxixj =

(2π)n/2√
detA

(2.17)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî, ÷òî ìàòðèöó A ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íîé Aij =
Aji, è äèàãîíàëèçîâàòü îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì 2.

Âû÷èñëèì òåïåðü

I(a|b) =
∫ +∞

−∞
dxe−

1
2
ax2+bx = eb

2/2a

√
2π

a
(2.18)

è åãî î÷åâèäíîå îáîáùåíèå

I(A|b) =
∫
Rn

dnx e−
1
2

∑
i,j Aijxixj+

∑
i bixi =

= e
1
2

∑
i,j biA

−1
ij bj

(2π)n/2√
detA

(2.19)

Çàìå÷àíèÿ:

1. Ïóñòü êâàäðàòè÷íîå �äåéñòâèå� S(x) = 1
2

∑
i,j Aijxixj −

∑
i bixi. Íàéäåì óñëîâèå åãî

ýêñòðåìóìà
∂S

∂xk
=
∑
j

Akjxj − bk = 0, k = 1, . . . , n (2.20)

ñ ðåøåíèåì Xi =
∑

j A
−1
ij bj. Íà ðåøåíèè S(x)|x=X = −1

2

∑
i,j biA

−1
ij bj, ò.å.

I(A|b)
I(A|0)

= exp(− S(x)|x=X) (2.21)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì äåéñòâèÿ - îñíîâíûì âêëà-
äîì â èíòåãðàë.

2À ÷òî äåëàòü åñëè aj < 0 èëè aj = 0?
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2. Ëåãêî îïðåäåëèòü (è âû÷èñëèòü!) �êîððåëÿòîðû�

⟨xi1 . . . xik⟩ =
∫
Rn d

nx xi1 . . . xike
− 1

2

∑
i,j Aijxixj∫

Rn dnx e
− 1

2

∑
i,j Aijxixj

=

=
∂k

∂bi1 . . . ∂bik

I(A|b)
I(A|0)

∣∣∣∣
b=0

=
∂k

∂bi1 . . . ∂bik
e

1
2

∑
i,j biA

−1
ij bj
∣∣∣
b=0

(2.22)

Èç ïðàâîé ÷àñòè (2.22) âèäíî, ÷òî ëþáûå êîððåëÿòîðû â ãàóññîâîé ìîäåëè âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ïàðíûå: òåîðåìà Âèêà.

Èç ïðàâîé ÷àñòè (2.22) âèäíî, ÷òî ëþáûå êîððåëÿòîðû â ãàóññîâîé ìîäåëè âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ïàðíûå: òåîðåìà Âèêà. Â ÷àñòíîñòè, èç (2.22) ñëåäóåò

⟨xi⟩ = 0, ⟨xixj⟩ = A−1
ij , ⟨xixjxk⟩ = 0

⟨xixjxkxl⟩ = A−1
ij A

−1
kl + A−1

ik A
−1
jl + A−1

il A
−1
jk

(2.23)

ò.å. ÷òî íîðìèðîâàííàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ÿäðó îáðàòíîãî îïåðàòîðà, à âñå
îñòàëüíûå - ÷åðåç íåå âûðàæàþòñÿ (êàê áóäóò âûãëÿäåòü àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñëó-
÷àÿ íå÷åòíûõ ïåðåìåííûõ?). Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçîâàëè íåÿâíî, ÷òî:

• Ó ìàòðèöû Aij âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû, â ÷àñòíîñòè íåò íåòðèâè-
àëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

∑
j Aijxj = 0 è ñóùåñòâóåò A−1.

• Åñëè ñóùåñòâóþò aj < 0 èëè aj = 0, òî íàäî ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî J , j ∈ J íà
J = J0 ⊕ J⊥, è èñêàòü îáðàòíûé îïåðàòîð íà J⊥.

Â ñëó÷àå äàæå ñâîáîäíîé òåîðèè áîçîííûõ ïîëåé íàì ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü îïå-
ðàòîðû èëè èõ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, ò.å. ñðåäíèå òèïà ⟨Pol(X, ∂X, . . .)⟩ â ñìûñëå
ãàóññîâà èíòåãðàëà. Â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåòðè-
âèàëüíûì íåîæèäàííîñòÿì - óæå â òåîðèè ÷àñòèöû.

2.4 Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â îäíîìåðèè

Âåðíåìñÿ ê èíòåãðàëàì ïî òðàåêòîðèÿì

I(T |X1, X0) =

∫
X(0)=X0,X(1) =X1

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2 = e−
(X1−X0)

2

2T I(T )

I(T ) =

∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2

(2.24)
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ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ èìåííî òåì, ÷òî îïåðàòîð
A → ∆ = − d2

dt2
âîîáùå ãîâîðÿ èìååò íåòðèâèàëüíóþ íóëåâóþ ìîäó ∆X = 0, íî òîëüêî íå

ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïîýòîìó îáðàòíûé îïåðàòîð

− d2

dt2
G(t, t′) = δ(t− t′) (2.25)

ïðîùå èñêàòü èìåííî ïðè óñëîâèè, ÷òî G(0, t′) = G(T, t′) = 0, 0 < t′ < T . (Ìû ïåðåîïðåäå-
ëèëè ïàðàìåòð íà ìèðîâîé ëèíèè τ = t/T , òàê ÷òî 0 < t < T ).

Ñìûñë ýòîé ôóíêöèè î÷åâèäåí èç ïîëíîãî àíàëîãà êîíå÷íîìåðíîãî ðàññóæäåíèÿ. Ðàñ-

ñìîòðèì òåïåðü I(T |j) =
∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2
+
∫ T
0 dtj(t)X(t) è ñäåëàåì â íåì ïîäñòàíîâêó

X(t) = X̃(t) +
∫
G(t, t′)j(t′)dt′, òîãäà

I(T |j) =
∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2
+
∫ T
0 dtj(t)X(t) =

= exp

(
1
2

∫
dtdt′j(t)G(t, t′)j(t′)

)∫
X̃(0)=X̃(1)=0

DX̃e−
∫ T
0 dt

˙̃X
2

2 =

= exp

(
1
2

∫
dtdt′j(t)G(t, t′)j(t′)

)
I(T |0)

(2.26)

Ïîýòîìó

G(t, t′) = ⟨X(t)X(t′)⟩ = 1

I(T |0)
δ2

δj(t)δj(t′)
I(T |j)

∣∣∣∣
j=0

(2.27)

ðàâíà äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî

• Ðàññóæäåíèå íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè: ìèðîâîé ëèíèè, ìèðîâîãî ëèñòà, ìèðîâîãî
îáúåìà èòï.

• Òî÷íî òàêîå æå ðàññóæäåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ èíòåãðàëà ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì,
ïîýòîìó êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñâîáîäíûõ ôåðìèîííûõ ïîëåé ìîæíî âû÷èñëÿòü
òàê æå êàê è äëÿ áîçîííûõ (àêêóðàòíî ó÷èòûâàÿ íå÷åòíîñòü - èëè èçìåíåíèÿ çíàêà
ïðå ïåðåñòàíîâêàõ).

Çàäà÷ó ýòó ìîæíî (è ïðåäñòîèò!) ðåøèòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåäåì îäíàêî ñðàçó
îòâåò â ôîðìå Ôåéíìàíà

⟨X(t)X(t′)⟩ =


t(T − t′)

T
, t < t′

t′(T − t)

T
, t > t′

(2.28)

6



è â ôîðìå Ïîëÿêîâà

⟨X(t)X(t′)⟩ = −1
2
|t− t′|+ 1

2
(t+ t′)− tt′

T
, 0 < t, t′ < T (2.29)

Èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ âèäíî íàïðèìåð, ÷òî êîððåëÿòîð ñêîðîñòåé

⟨Ẋ(t)Ẋ(t′)⟩ = δ(t− t′)− 1

T
, 0 < t, t′ < T (2.30)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíèé êâàäðàò ñêîðîñòè ⟨Ẋ(t)2⟩ êâàíòîâîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ïëîõî
îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé 3. Îñíîâíûå çàäà÷è, îñòàâøèåñÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

• Îáîñíîâàòü îòâåò (2.28), (2.29). Ïîëó÷èòü åãî, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ôóðüå (ñïåêòðàëü-
íàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà?).

• Âû÷èñëèòü ôîðìóëó ⟨X(t)X(t′)⟩ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé t ∼ t+T . Â
äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.25) íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü

− d2

dt2
G(t, t′) = δ(t− t′)− 1

T
(2.31)

2.5 Äåòåðìèíàíòû äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö

Â ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî âûáðàòü åñòåñòâåííûé áàçèñ, è ëþáóþ ôóíêöèþ
ïðåäñòàâèòü êàê

X(t) =
∞∑
k=1

xk sin(πkt), Ẋ(t) = π

∞∑
k=1

kxk cos(πkt) (2.32)

Òîãäà

S[X] =

∫ 1

0

dt
Ẋ2

2T
=
π2

2T

∞∑
k,l=1

kxklxl

∫ 1

0

dt cos(πkt) cos(πlt) =
π2

4T

∞∑
k=1

k2x2k (2.33)

à ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ áûëî áû åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êàê DX = N
∏∞

k=1 dxk, ãäå
N = N (T ) - íåêîòîðàÿ �íîðìèðîâî÷íàÿ� ïîñòîÿííàÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàê ïîñòóïàòü íåëü-
çÿ - â òîì ñìûñëå, ÷òî êîíñòàíòà N îêàæåòñÿ �îñîáîé�, òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå â ôóíê-
öèîíàëüíîì èíòåãðàëå ïðîâîäèòñÿ âîâñå íå ïî ãëàäêèì òðàåêòîðèÿì (âîïðîñ èç �òåîðèè
ìåðû�).

3Ãîâîðÿ ïî-äðóãîìó, â êâàíòîâîé òåîðèè ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íå ïî ãëàäêèì òðàåêòîðèÿì - â ïîëíîì

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí

ïðîáëåìû, ñ êîòîðîé ìû ñòîëêíåìñÿ íèæå ïðè áîëåå òî÷íîì îïðåäåëåíèè ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òðà-

åêòîðèÿì.

7



Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ â (2.24) òåïåðü ëåãêî ôîðìàëüíî çàïèñàòü â âèäå

I(T ) = N
∫ ∞∏

k=1

dxk exp

(
− π2

4T

∞∑
k=1

k2x2k

)
=

= N
∞∏
k=1

√
2π

ak

∣∣∣∣
ak=

π2k2

2T

= N
∞∏
k=1

√
4T

πk2

(2.34)

è äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýòîãî îòâåòà íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü íîðìèðîâî÷íóþ êîí-
ñòàíòó N .

Êîíñòàíòó N ìîæíî çàôèêñèðîâàòü, íàïðèìåð, ïîòðåáîâàâ∫
DXe−

1
2
∥X∥2 = N

∫ ∞∏
k=1

dxk exp

(
−T
4

∞∑
k=1

x2k

)
= 1 (2.35)

ãäå

∥X∥2 =
∫ T

0

dte(t)X(t)2 =

∫ 1

0

dt TX(t)2 (2.36)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íè÷òî èíîå êàê ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíóþ íîðìó, ÷òî ñ î÷å-

âèäíîñòüþ äà¼ò N =
∏∞

k=1

√
T
4π
. Òîãäà

I(T ) = N
∞∏
k=1

√
4T

πk2
=

∞∏
k=1

T

πk
(2.37)

×åìó ðàâíî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè? Ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

log I(T ) =
∞∑
k=1

log T −
∞∑
k=1

log(πk) (2.38)

áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó (ïîêà!) ìîæíî �çàáûòü�, à êîýôôèöèåíò ïåðåä log T

∞∑
k=1

1 =
∞∑
k=1

1

ks

∣∣∣∣∣
s=0

= ζ(0) = −1
2 (2.39)

âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ζ-ôóíêöèè 4. Åñëè äåé-
ñòâîâàòü òàêèì îáðàçîì, òî ïîëó÷àåì

I(T ) =

∫ X(1)=0

X(0)=0

DXe−
∫ 1
0 dτ Ẋ2

2T =
const√
T

(2.40)

à ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïåðåíîðìèðîâêîé êîíñòàíòó ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå.

Î÷åâèäíûå îáîáùåíèÿ:

4Åñòåñòâåííî, ÷òî è ýòîò øàã íóæäàåòñÿ â îáîñíîâàíèè. Çàìåòèì ñåé÷àñ òîëüêî, ÷òî òàêîé îòâåò ïîëó-

÷àåòñÿ è ïðè äðóãîé åñòåñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè - ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè∑
k>0 e

−ϵk è âûêèäûâàíèÿ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè èç íåå ïðè ϵ → 0.
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• Â ñëó÷àå ìíîãèõ ïåðåìåííûõ Xµ = Xµ(τ), µ = 1, . . . , D - äëÿ D-ìåðíîé ðåëÿòèâèñò-
ñêîé ìåõàíèêè

I(T ) =

∫ Xµ(1)=0

Xµ(0)=0

DXe−
∫ 1
0 dτ

Ẋ2
µ

2T =
1

TD/2
(2.41)

• à äëÿ íåíóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

I(T |X1, X0) =

∫ Xµ(1)=Xµ
1

Xµ(0)=Xµ
0

DXe−
∫ 1
0 dτ

Ẋ2
µ

2T =
e−

(X
µ
1 −X

µ
0 )2

2T

TD/2
(2.42)

Âîïðîñ: óäîâëåòâîðÿåò ëè îòâåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà - è åñëè äà, òî ïî÷åìó?

2.6 Ðåçóëüòàò äëÿ ïðîïàãàòîðà ÷àñòèöû

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðîâåäåííîé ïåðåíîðìèðîâêè íàì îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî

ìåòðèêàì De âûðàæåíèå e−
Tm2

2 e−
(X1−X0)

2

2T /TD/2, çàâèñÿùåå òîëüêî îò äëèíû T =
∫ 1

0
dte(t).

Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî∫
De f(T ) =

∫
Dξ

V

∫ ∞

0

dTJ(T )f(T ) =

∫ ∞

0

dTJ(T )f(T ) (2.43)

ãäå Dξ
V îòâå÷àåò èíòåãðàëó ïî ãðóïïå ðåïàðàìåòðèçàöèé, íîðìèðîâàííûé íà åå îáúåì, à

J(T ) - ÿêîáèàí, âîçíèêàþùèõ ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ. Âû÷èñëåíèå ýòîãî ÿêîáèàíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ íå âïîëíå òðèâèàëüíóþ çàäà÷ó, íî ïðåäïîëîæèì ïîêà, ÷òî îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ î÷åíü ïðîñòîé, íàïðèìåð J(T ) = 1.

Åñëè äåéñòâèòåëüíî îêàæåòñÿ òàê, òî äëÿ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì ðåëÿòèâèñòñêîé
÷àñòèöû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

K(X1, X0) =

∫
X(0)=X0,X(1)=X1

DeDX e
−

∫ 1
0 dt

(
Ẋ2

2e
+ 1

2
em2

)
=

=

∫
De e−

m2

2
T

∫
X(0)=X0,X(1)=X1

DXe−
∫ 1
0 dt Ẋ

2

2e =

∫ ∞

0

dT
e−

(X
µ
1 −X

µ
0 )2

2T
−m2

2
T

TD/2

(2.44)

÷òî äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà ïî ñîáñòâåííî-
ìó âðåìåíè äëÿ ôåéíìàíîâñêîãî ïðîïàãàòîðà, èëè ïðè÷èííîé ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ
Êëåéíà-Ãîðäîíà - ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèå â ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî äëÿ àíàëèçà, íàïðèìåð, àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ:

• Óëüòðàôèîëåòîâîå ïîâåäåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, ïðè |X1−X0| → 0, îïðåäåëÿåòñÿ
âêëàäîì ìàëûõ äëèí T , ìàññîé ÷àñòèöû ïðè ýòîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ñäåëàâ çàìåíó
ïåðåìåííûõ ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî K(X1, X0) ∼ 1

|X1−X0|D−2 ïðè D > 2.
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• Èíôðàêðàñíîå ïîâåäåíèå íàîáîðîò îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà ïðè áîëüøèõ
T , òóò çíà÷åíèå êâàäðàòà ìàññû ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùèì. Äëÿ ìàññèâíûõ ÷àñòèö
m2 > 0 èíòåãðàë ïîäàâëåí ïðè |X1 −X0| > 1/m, äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö âîçíèêàåò
�äàëüíîäåéñòâèå�, íó à äëÿ òàõèîíîâ ñ m2 < 0 ïðîñòî ñ òðåñêîì ðàñõîäèòñÿ - ÷åãî è
ñëåäîâàëî áû îæèäàòü â ñëó÷àå, åñëè â òåîðèè ïîÿâëÿþòñÿ òàõèîíû ... êàê â áîçîííîé
ñòðóíå.

Îäíàêî, ìíîãèå øàãè â ïðèâåäåííîì êà÷åñòâåííîì ðàññìîòðåíèè íàì îñòàëîñü åùå
ïî-íàñòîÿùåìó îáîñíîâàòü.

2.7 Äâóìåðíûé ñëó÷àé - ñòðóíà

Â òåîðèè íà äâóìåðíîì ìèðîâîì ëèñòå ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó. Âû-
áåðåì ñíà÷àëà è äëÿ ïðîñòîòû ìåòðèêó â êîíôîðìíîì âèäå ds2 = eφ(dσ2

1 + dσ2
2) = eφdzdz̄

è ðåøèì çàäà÷ó äëÿ äåéñòâèÿ ñâîáîäíîé áîçîííîé ñòðóíû (ïîêà T = 1
2πα′ = 1)

S[X|J ] = 1
2

∫
Σ

d2z∂αX∂αX −
∫
Σ

d2zJX

∆X(z, z̄) = −J(z, z̄)
(2.45)

Ýòî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò îäíîìåðíîå ðàññóæäåíèå

S[X|J ] = 1
2

∫
Σ

d2z∂αX∂αX −
∫
Σ

d2zJX =

= 1
2

∫
Σ

d2zX(−∆)X −
∫
Σ

d2zJX = 1
2

∫
Σ

d2zJX =

= 1
2

∫
d2zd2wJ(z)G(z, w)J(w)

(2.46)

ãäå X(z) =
∫
d2wG(z, w)J(w) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â (2.45), â êîòîðîì èñïîëüçîâàíà ôóíê-

öèÿ Ãðèíà (äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèÿõ) äâóìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ = ∂21+∂
2
2 = 4∂̄∂

∆zG(z, w) = δ(2)(z − w) (2.47)

Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå ÷àñòèöû, äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî êîððåëÿòîðà ïîëó÷èì

⟨X(z)X(z′)⟩ = G(z, z′) (2.48)

Êàêèå æå ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ó óðàâíåíèÿ (2.47)?

• Ëîêàëüíîå (èëè íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ∆zG(z, w) = δ(2)(z−w)−δ(2)(z−∞))

G(z, w) =
1

2π
log |z − w| (2.49)
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Ôèçè÷åñêèé ñìûñë - ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, íàïðèìåð â íóëå ïðè âûáî-
ðå w = 0. Òàêîé ïîòåíöèàë î÷åâèäíî öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí G(z, 0) = Φ(|z|) è
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∆Φ(r) = 1

r
∂
∂r
r ∂
∂r
Φ(r) = 0 ïðè r ̸= 0, ÷òî î÷åâèäíî äà-

åò äâóìåðíûé ïîòåíöèàë Êóëîíà Φ(r) = Q log r, à çàðÿä Q îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà
Ãàóññà

∮
dl ∂Φ

∂n
=
∮
rdϕ∂Φ

∂r
= 2πQ = 1. Ïðè ýòîì â óðàâíåíèå (2.47), åñëè ñ÷èòàòü åãî

ãëîáàëüíî îïðåäåëåííîì íà âñåé ñôåðå, íóæíî äîáàâèòü åùå îäíó δ-ôóíêöèþ â áåñ-
êîíå÷íîñòè, îòâå÷àþùóþ çà çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè
è íåòðèâèàëüíîé àñèìïòîòèêå G(z, w) →

z→∞
1
2π

log |z|.

• Ðåøåíèå çàäà÷ Äèðèõëå (è Íåéìàíà) â îáëàñòè, íàïðèìåð íà ïîëóïëîñêîñòè èëè â
åäèíè÷íîì êðóãå (âàæíî äëÿ òåîðèè îòêðûòûõ ñòðóí).

• Ðåøåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè - íà öèëèíäðå èëè íà òîðå.
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