
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå: ÷àñòèöû è ñòðóíû

3 Äâóìåðíûå òåîðèè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ

3.1 Íàïîìèíàíèå

Â ïðîøëûé ðàç íàâåðíîå îáñóæäàëè ãàóññîâû èíòåãðàëû. Âñïîìíèì êàêèå-òî îòâåòû

I(A, b) =

∫
Rn
dnxe−

1
2

∑
Aijxixj+

∑
bixi = e

1
2

∑
bi(A

−1)ijbj
(2π)n/2√

detA
(3.1)

Áóäåì îáîçíà÷àòü 〈P 〉X íîðìèðîâàííûé èíòåãðàë

〈P 〉X =

∫
dnxPe−

1
2

∑
Aijxixj∫

dnxe−
1
2

∑
Aijxixj

. (3.2)

Òîãäà ïðîøëàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

〈e
∑
bixi〉X = e

1
2

∑
bi(A

−1)ijbj (3.3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

〈xi1xi2 . . . xik〉X =
∂k

∂bi1 . . . ∂bik
e

1
2

∑
bi(A

−1)ijbj

∣∣∣∣
b=0

(3.4)

Íàïðèìåð 〈xi〉X = 0, 〈xixj〉X = (A−1)ij, à áîëüøèå êîððåëÿòîðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äâóõ-
òî÷å÷íûå. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Âèêà.

Ïðèâåäåì åùå ôåðìèîííûé àíàëîã. Èíòåãðàë ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì (èíòåãðàë
Áåðåçèíà) ψ1, . . . , ψn îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå∫

P (ψ1, . . . ψn)dnψ = P1,...,n, (3.5)

ãäå P (ψ1, . . . ψn) =
∑

i1<...<ik
Pi1,...,ikψi1 . . . ψik ïîëèíîì îò ψ. Òîãäà ãàóññîâ èíòåãðàë ðàâåí∫

e
1
2

∑
Aijψiψjdnψ =

{
0, n íå÷åòíîå

Pf(A), n ÷åòíîå
, (3.6)

ãäå ìàòðèöà A ïðåäïîëàãàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé, Pf(A) îáîçíà÷àåò ïôàôôèàí ìàòðè-
öû A. Âàæíûé ÷àcòíûé ñëó÷àé êîãäà ôåðìèîíû ìîæíî ðàçáèòü �ñîïðÿæåííûå� ãðóïïû
ψ1, . . . , ψn, ψ

∗
1, . . . ψ

∗
n, òîãäà ïôàôôèàí ñâîäèòñÿ ê ïðîñòî äåòåðìèíàíòó∫

e
∑
Aijψiψ∗jdnψdnψ∗ = detA (3.7)
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Êîððåëÿòîðû òîæå óäîáíåå âû÷èñëÿòü ñðàçó íîðìèðîâàííûìè

〈P 〉Ψ =

∫
dnψPe

1
2

∑
Aijψiψj∫

dnxe
1
2

∑
Aijψiψj

. (3.8)

Òîãäà íàïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ (3.7) ìû èìååì

〈ψi〉 = 0, 〈ψiψ∗j 〉 = (A−1)ij. (3.9)

3.2 Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè êóëîíîâñêîãî ãàçà

Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî áåçìàññîâîãî ïîëÿ ñ äåéñòâèåì

S =
1

4πα′

∫
Σ

d2z ∂αX∂αX (3.10)

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíîãäà âìåñòî ïàðàìåòðà α′ ïàðàìåòð T (íàòÿæåíèå ñòðóíû) ïî
ôîðìóëå 1/4πα′ = T/2. íàì ÷àñòî, â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ, áóäåò óäîáíî
ôèêñèðîâàòü êâàäðàò ñòðóííîé äëèíû α′ êàêîé-íèáóäü êîíñòàíòîé.

Ìû õîòèì íàéòè ñëåäóþùóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

〈e
∫
J(z)X(z)d2z〉. (3.11)

Òîãäà ïî ôîðìóëå (3.2) ìû èìååì

〈e
∫
J(z)X(z)d2z〉 = e

1
2

∫
J(z)G(z,w)J(w)∂2zd2w, (3.12)

ãäå G(z, w) � ôóíêöèÿ Ãðèíà, ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆zG(z, w) = δ(2)(z − w). Òîãäà
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð f(z) 7→

∫
G(z, w)f(w)d2w ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îïåðàòîðó ∆.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ èñòî÷íèêàìè ∆zG(z, w) = δ(2)(z − w) − δ(2)(z − ∞) íà
ïëîñêîñòè

G(z, w) =
1

2π
log |z − w| (3.13)

ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ íà ñôåðå (êîìïàêòèôèöè-
ðîâàííîé ïëîñêîñòè) ñ çàðÿäàìè {Pj}, j = 1, . . . , N , óäîâëåòâîðÿþùèìè

∑
j Pj = 0. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè âçÿòü

J(z) = −i
∑
j

Pjδ
(2)(z − zj) (3.14)
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òî ñóììà −i
∑

j Pj
1

2π
log|z − zj| áóäåò ðàâíà ∆−1J(z). Òîãäà ìû ìîæåì íàéòè

S[X|J ] = −α
′

2

∫
d2zd2wJ(z) log |z − w|J(w)

∣∣∣∣
J(z)=i

∑
j Pjδ

(2)(z−zj)
=

= −α
′

2

∑
j,k

Pj · Pk log |zj − zk| =

= −α
′

2

∑
j

P 2
j log εj − α′

∑
j<k

Pj · Pk log |zj − zk|, (3.15)

ãäå εj�=�|zi − zj|. Òàêèì îáðàçîì∫
DXe−

T
2

(X,∆X)+(J,X)∫
DXe−

T
2

(X,∆X)
= exp(−S[Xcl|P ; {zj}]) =

∏
j

ε
α′P 2

j /2

j

∏
j<k

|zj − zk|α
′Pj ·Pk (3.16)

Äðóãèìè ñëîâàìè ìû íàøëè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

〈
∏
j

Vαj(zj)〉X =

∫
DX e−S

∏
j Vαj(zj)∫

DX e−S
(3.17)

äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåðøèííûõ (âåðòåêñíûõ) îïåðàòîðîâ

Vαj(zj) = ε
−α2

j

j exp (iPjX(zj)) , αj =

√
α′

2
Pj (3.18)

Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé:

• Óäîáíî ñ÷èòàòü Pj èìåþùèìè ðàçìåðíîñòü èìïóëüñà, à αj - �îáåçðàçìåðåííûìè� (êó-
ëîíîâñêèìè) çàðÿäàìè. Îïåðàòîðû

exp (iPX(z)) =

∫
dxeiPxδ(x−X(z)) (3.19)

ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè ïî Ôóðüå ê îïåðàòîðàì ôèêñèðóþùèì êîîðäèíàòû ñòðóíû
â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

• Ïîñêîëüêó �íóëåâàÿ ìîäà� - êîíñòàíòà X(z, z̄) = X0 âûïàäàåò èç êâàäðàòè÷íîãî äåé-
ñòâèÿ (3.10), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåãðàë ïî íåé â (3.17)∫

dX0

∏
j

exp (iPjX0) = 2πδ

(∑
j

Pj

)
(3.20)

äàåò δ-ôóíêöèþ, ò.å. çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èìïóëüñà-çàðÿäà.
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• Ñèíãóëÿðíûé ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü â îïðåäåëåíèè (3.18) íóæåí â ÷àñòíîñòè äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îäèíàêîâûì îáðàçîì ïðåîáðàçîâûâàëàñü
ïðè ìàñøòàáíûõ (è êîíôîðìíûõ!) ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìèðîâîãî ëèñòà 1. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðè z → λz, zj → λzj äåéñòâèå èíâàðèàíòíî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî X(z) → X(λz),
Pj → Pj. Îäíàêî, ∏

j<k

|zj − zk|2αj ·αk → |λ|2
∑
j<k αjαk

∏
j<k

|zj − zk|2αj ·αk

λ2
∑
j<k αjαk =∑

j αj=0
λ−

∑
j α

2
j

(3.21)

è íàëè÷èå ðàçìåðíîãî ìíîæèòåëÿ ε
−α2

j

j → λ−α
2
j ε
−α2

j

j (ïîñêîëüêó εj → λεj) â îïðåäåëå-
íèè (3.18) âîññòàíàâëèâàåò ðàâåíñòâî (3.17) ïîñëå ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3.3 Ïåðåíîðìèðîâêà è àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü

Òàêèì îáðàçîì ìû îáíàðóæèëè íîâîå ÿâëåíèå: ìåæäó âåëè÷èíàìè â êëàññè÷åñêîé è êâàí-
òîâîé òåîðèè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåòðèâèàëüíàÿ ñâÿçü. Íàèâíî ââåäåííûå ïàðàìåòðû
èç êëàññè÷åñêîé çàäà÷è èíîãäà ïðèõîäèòñÿ äîîïðåäåëÿòü ñèíãóëÿðíûì îáðàçîì, ÷òîáû
îòâåò â êâàíòîâîé çàäà÷å èìåë ðàçóìíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ìíîæè-

òåëü ε
−α2

j

j (�êîíòð÷ëåí�) â îïðåäåëåíèè âåðøèííîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé ñàì ïî ñåáå ïëîõî
îïðåäåëåí ïðè ñíÿòèè ðåãóëÿðèçàöèè εj → 0, îäíàêî òîëüêî ïåðåíîðìèðîâàííàÿ íà ïðîèç-
âåäåíèå òàêèõ ôàêòîðîâ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íóþ âåëè÷èíó è ðàçóìíûé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Îáñóäèì òåïåðü ìàñøòàáíóþ ðàçìåðíîñòü δ, êîòîðàÿ ó êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
X(z) - êîîðäèíàòû ñòðóíû - ðàâíà íóëþ, òàê êàê X̃(z̃) = X(z). Âîîáùå ãîâîðÿ, â êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè ðàçìåðíîñòè �îïåðàòîðîâ� ìîãóò áûòü òîëüêî öåëûìè (ó ôåðìèîíîâ -
ïîëóöåëûìè èç-çà èõ íåîäíîçíà÷íîñòè), åñëè ýòè ðàçìåðíîñòè îïðåäåëèòü êàê

Õ(z̃) = λ−δO(z), z̃ = λz (3.22)

äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè â
òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ î÷åâèäíî ðàâíû êîëè÷åñòâó ïðîèçâîäíûõ

O0(z) = f(X(z)), δ = 0

O1(z) = ∂Xf(X(z)) + ∂̄Xg(X(z)), δ = 1
(3.23)

è ò.ä. äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ X(z), íå ñîäåðæàùåé åãî ïðîèçâîäíûõ.

1Ëåãêî ïðîâåðèòü ýòî óòâåðæäåíèå, íàïðèìåð, äëÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ì¼áèóñà z →
az+b
cz+d , ad− bc = 1, îòâå÷àþùèõ ãëîáàëüíî îïðåäåëåííûì êîíôîðìíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ñôåðû.
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Îò ìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòè ëåãêî ïåðåéòè ê êîíôîðìíûì (∆, ∆̄) - îòíîñèòåëüíî ìàñ-
øòàáíûõ èëè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ìèðîâîì ëèñòå, ñâÿçàííûìè îòäåëüíî ñ ðàñ-
òÿæåíèÿìè ãîëîìîðôíûõ èëè àíòèãîëîìîðôíûõ êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ìàñøòàáíàÿ ðàç-
ìåðíîñòü δ = ∆ + ∆̄, à ðàçíîñòü êîíôîðìíûõ ∆− ∆̄ ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ñïèíîì. Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ îáúåêòîâ ñ íóëåâûì ñïèíîì ïðè ýòîì âîçíèêàåò ôàêòîð δ = 2∆.

Ôîðìóëà (3.17) îäíàêî îçíà÷àåò, ÷òî â êâàíòîâîé òåîðèè ýêñïîíåíòà eiPX(z,z̄) ïðèîáðå-
òàåò àíîìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü 1

2
α′P 2 = α2 = 2∆, ò.å. ðåçóëüòàò äëÿ êîððåëÿòîðà ñîîòâåò-

ñòâóþùèì îáðàçîì íåòðèâèàëüíî ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ýòî
îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî â êâàíòîâîé òåîðèè çàìêíóòûõ ñòðóí íåçàâèñÿùèé îò âûáîðà êî-
îðäèíàò îïåðàòîð

∫
Σ
d2z eiPX(z) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü ïðè P 2 = 4/α′, èëè â ñëó÷àå

ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî

−P 2 = −PµP µ = E2 − p2 = − 4

α′
(3.24)

òîëüêî äëÿ òàõèîíà - ÷àñòèöû ñ îòðèöàòåëüíûì êâàäðàòîì ìàññû m2 = − 4
α′
.

3.4 Äâóõòî÷å÷íûå ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîñòåéøèé ñëó÷àé êîððåëÿòîðà ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîëåé (3.17)
- äâóõòî÷å÷íûé, òàê êàê îäíîòî÷êà 〈eiαX(z)〉 ∼ δ(α) ðàâíà íóëþ ïðè α 6= 0. Â ñëó÷àå
äâóõòî÷êè çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà îñòàâëÿåò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé âàðèàíò

〈Vα(z)V−α(z′)〉 = 〈eiαX(z)e−iαX(z′)〉 =
1

|z − z′|2α2 =
1

|z − z′|4∆α
(3.25)

ãäå ∆α = 1
2
α2 - àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü (êàê îïåðàòîðà Vα, òàê è îïåðàòîðà V−α). Îáùèé

âîïðîñ î ñïåêòðå äîïóñòèìûõ îïåðàòîðîâ â òåîðèè, ò.å. ìíîæåñòâå A äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
α ∈ A ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûé, è íå ñàìûé ïðîñòîé - ìû âåðíåìñÿ ê íåìó ïîçæå. Â äàííûé
ìîìåíò çàìåòèì ëèøü, ÷òî âûðàæåíèå (3.25) äîïóñêàåò ãîëîìîðôíóþ ôàêòîðèçàöèþ

〈Vα(z)V−α(z′)〉 =
1

|z − z′|4∆α
=

1

(z − z′)2∆α

1

(z̄ − z̄′)2∆α
(3.26)

ïîñëå êîòîðîé â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé ïåðåñòàåò âîîáùå
ãîâîðÿ áûòü îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé (èëè ïðèîáðåòàåò íåòðèâèàëüíóþ ìîíîäðîìèþ ïðè
îáõîäå z 	 z′). Ýòî íå òàê, îäíàêî, ïðè 2∆α = k ∈ Z, ò.å. (äëÿ óáûâàþùèõ êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé) äëÿ

αk =

√
α′

2
Pk =

√
k, k = 1, 2, 3, . . . (3.27)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïûòàòüñÿ ïðèäàòü ñìûñë, íàïðèìåð, êîððåëÿòîðó ãîëîìîðôíûõ ÷à-
ñòåé îïåðàòîðîâ J±(z) = V±

√
2(z) (ðàçìåðíîñòåé ∆ = 1)

〈J+(z)J−(z′)〉 =
1

(z − z′)2
(3.28)
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êîòîðûé îêàäûâàåòñÿ �î÷åíü ïîõîæèì� íà êîððåëÿòîð äâóõ ãîëîìîðôíûõ òîêîâ - ïðîèç-
âîäíûõ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ J(z) = i∂X(z)

〈J(z)J(z′)〉 = −α′∂z∂z′ log |z − z′| = α′/2

(z − z′)2
=
α′=2

1

(z − z′)2
(3.29)

ó êîòîðûõ - íàîáîðîò - âñÿ ðàçìåðíîñòü ∆ = 1 êëàññè÷åñêàÿ, à àíîìàëüíàÿ ðàâíà íóëþ.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå α = ±1 ãîëîìîðôíûå è àíòèãîëîìîðôíûå ÷àñòè òîæå ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû ñàìè ïî ñåáå, íàïðèìåð

〈V+(z)V−(z′)〉 =
1

z − z′
(3.30)

è îòâå÷àþò êîððåëÿòîðó íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ ðàçìåðíîñòè ∆ = 1
2
ñ ïîëþñîì ïåðâîãî

ïîðÿäêà.

3.5 Êîððåëÿòîðû äâóìåðíûõ ôåðìèîíîâ

Äåéñòâèå Âåéëÿ äëÿ äâóìåðíûõ áåçìàññîâûõ êîìïëåêñíûõ ôåðìèîíîâ èìååò âèä

S =
1

π

∫
Σ

d2z(ψ∗∂̄ψ + ψ∗∂̄ψ) (3.31)

ãäå ψ∗ è ψ - êîìïëåêñíûå ôåðìèîíû, èëè ðàçëè÷íûå ãðàññìàíîâû ôóíêöèè (1/2-äèôôåðåíöèàëû)
íà ìèðîâîì ëèñòå, ãîëîìîðôíûå íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ 2

∂̄ψ = 0, ∂̄ψ∗ = 0. (3.32)

×òîáû ïðèìåíèòü ôîðìóëû äëÿ ãàóññîâîãî èíòåãðàëà íóæíî �îáðàòèòü� îïåðàòîð ∂̄. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ïî ôîðìóëå

∂̄
1

z − z′
= πδ(2)(z − z′) (3.33)

Òîãäà ïî ôîðìóëå 3.9 ìû íàõîäèì äâóõòî÷å÷íûå ôóíêöèè

〈ψ∗(z)ψ(z′)〉 =
1

z − z′
. (3.34)

×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ýòó ñèñòåìó áîëåå ïîäðîáíî:

2Äëÿ �àíòè-ãîëîìîðôíîé ÷àñòè� äåéñòâèÿ âñå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ôîðìàëüíûì êîìïëåêñíûì

ñîïðÿæåíèåì.
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• Èç èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ (3.31) ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòè ∆ψ = ∆ψ∗ = 1
2
, è

ýòî ðàçìåðíîñòè êëàññè÷åñêèå. Äëÿ êîíôîðìíûõ ðàçìåðíîñòåé (∆, ∆̄) îòíîñèòåëüíî
íåçàâèñèìûõ ðàñòÿæåíèé z è z̄, ôåðìèîíû ñ (∆, ∆̄) = (1

2
, 0) ÿâëÿþòñÿ 1/2 - äèôôå-

ðåíöèàëàìè. Äåéñòâèòåëüíî, äåéñòâèå (3.31) (êàê è áîçîííîå äåéñòâèå (3.10)) èíâà-
ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ íåçàâèñèìûõ ãîëîìîðôíûõ çàìåí êîîðäèíàò

z̃ = f(z), ˜̄z = f̃(z̄), (z, z̄) ∈ C2 (3.35)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ψ(z)dz1/2 = ψ̃(z̃)dz̃1/2, ψ∗(z)dz1/2 = ψ̃∗(z̃)dz̃1/2.

• Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (3.34) ñîâïàäàåò ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé (3.30), à
èìåííî

〈ψ∗(z)ψ(z′)〉Ψ = 〈V+(z)V−(z′)〉X = 〈eiX(z)e−iX(z′)〉X (3.36)

ïðè îòîæäåñòâëåíèè ôåðìèîíîâ ñ �ãîëîìîðôíûìè ÷àñòÿìè� ñêàëÿðíûõ ïîëåé

ψ∗(z)↔ eiX(z), ψ(z)↔ e−iX(z) (3.37)

ñîñòàâíûõ îïåðàòîðîâ â êâàíòîâîé òåîðèè, òàê ÷òî íåíóëåâàÿ êëàññè÷åñêàÿ ðàçìåð-
íîñòü ôåðìèîíîâ íàáèðàåòñÿ èç àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, ò.å. çà ñ÷åò êâàíòîâûõ
ýôôåêòîâ.

• Ðàññìàòðèâàÿ áîëåå îáùèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü îäíî èç ïðî-
ñòåéøèõ, íî óæå äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðîÿâëåíèé áîçîí-ôåðìèîííîãî ñîîòâåòñòâèÿ �
- ñâÿçè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé êîíôîðìíûõ òåîðèé áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ â äâó-
ìåðèè. Ìîæíî ïîïðîáîâàòü ñðàâíèòü êîððåëÿòîðû ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

〈
∏
i,j

V+(zi)V−(wj)〉X = 〈
∏
i,j

eiX(zi)e−iX(wj)〉X
?
= 〈

∏
i,j

ψ†(zi)ψ(wj)〉Ψ (3.38)

áîçîíîâ 3 è ôåðìèîíîâ íà ñôåðå (à òàêæå íà òîðå, èëè äàæå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
ïðîèçâîëüíîãî ðîäà). Âû÷èñëåíèå êîððåëÿòîðîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè (3.38) íà
ñôåðå ïðèâîäèò ê äåòåðìèíàíòíîé ôîðìóëû Êîøè, à íà êðèâûõ ñòàðøåãî ðîäà �
çàìå÷àòåëüíûì òîæäåñòâàì Ôýÿ.

3.6 Îòêðûòàÿ ñòðóíà è àìïëèòóäà Âåíåöèàíî

Çàäà÷à î íàõîæäåíèè äåéñòâèÿ ñ òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
çàìêíóòîé ñòðóíû, ãäå òåïåðü âñå òî÷êè {zj = ξj} ìîæíî ñ÷èòàòü íàõîäÿùèìèñÿ íà ãðàíè-
öå Imξj = 0 4, à âìåñòî íàèâíîé ôóíêöèè Ãðèíà (3.13) ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé

3Ãäå ìû èñïîëüçóåì ôàêòîðèçàöèþ è ãîâîðèì òîëüêî ïðî ãîëîìîðôíóþ ÷àñòü êîððåëÿöèîííîé ôóíê-

öèè.
4Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ òî÷åê �áëèçêèõ ê ãðàíèöå� è ïîòîì ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä.
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Ãðèíà GN(z, w) çàäà÷è Íåéìàíà, íàïðèìåð - â ïîëóïëîñêîñòè

GN(z, w) =
1

2πT
log |z − w||z − w̄| (3.39)

óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ(
∂zGN(z, w)− ∂̄z̄GN(z, w)

)∣∣
∂Σ

=

=
(
∂zGN(z, w)− ∂̄z̄GN(z, w)

)∣∣
z=z̄

= 0
(3.40)

Âû÷èñëÿÿ êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè îòêðûòîé ñòðóíû, î÷åâèäíî
ïîëó÷èì

S[X|P ] =
1

4πT

∫
d2zd2wJ(z)GN(z, w)J(w)

∣∣∣∣
J(z)=−i

∑
j Pjδ

(2)(z−ξj)
=

= − 1

2πT

∑
j

P 2
j log εj −

1

πT

∑
j<k

Pj · Pk log |ξj − ξk|
(3.41)

èëè, ècïîëüçóÿ T = 1
2πα′

,

exp(−S[X|P ; {ξj}]) =
∏
j

ε
α′P 2

j

j

∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk

(3.42)

Íàêîíåö, ïîïûòàåìñÿ ïîëó÷èòü îñìûñëåííûé ðåçóëüòàò â êâàíòîâîé òåîðèè ñòðóí ïîëü-
çóÿñü ïîëó÷åííûì âûðàæåíèåì - ðåøåíèåì ïî ñóòè äåëà êëàññè÷åñêîé çàäà÷è. Èç îáùèõ
ïðèíöèïîâ - ýòî îòâå÷àåò ñóììèðîâàíèþ ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì, êîòîðîå â ãëàâíîì ïðè-
áëèæåíèè äàåòñÿ êëàññè÷åñêèì äåéñòâèåì:∑

paths

exp

(
−1

~
S

)
∼ exp

(
−1

~
Scl

)
(3.43)

Âû÷èñëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî äåéñòâèÿ

e−S[X|P ;{ξj}] = 〈exp

(
−T

2

∫
Σ

d2z∂αX
µ∂αXµ

)∏
j

exp
(
iP µ

j Xµ(ξj)
)
〉X (3.44)

íà ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïûòàòüñÿ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
âçàèìîäåéñòâèå íåêîòîðûõ ïëîñêèõ âîëí-÷àñòèö ñ èìïóëüñàìè {Pj} ñ ìèðîâîé ïîâåðõíî-
ñòüþ ñòðóíû - îòêðûòîé èëè çàìêíóòîé, à çíà÷àíèå âû÷èñëåííîãî äåéñòâèÿ - êàê àìïëè-
òóäó ðàññåÿíèÿ. Ïëîõî òîëüêî, ÷òî ïîëó÷åííûå íàìè âûðàæåíèÿ (3.16), (3.44) áóêâàëüíî
íå ãîäÿòñÿ - òàê êàê ÿâíî çàâèñÿò îò êîîðäèíàò íà ìèðîâîì ëèñòå.
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Ïðîåêò íàèâíîãî îòâåòà - íàïðèìåð â òåîðèè îòêðûòîé ñòðóíû

A({Pj}) =

∫ ∏
j

dξj exp(−S[X|P ; {ξj}]) =
∏
j

ε
α′P 2

j

j

∫
R
dξj
∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk

(3.45)

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû â òåîðèè ñòðóí íå äîëæíû çàâèñåòü îò
âûáîðà êîîðäèíàò íà ìèðîâîì ëèñòå. Â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûé èíòåãðàë
äîëæåí êàê-òî ðàçóìíî âåñòè ñåáÿ ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

ξj →
aξj + b

cξj + d
,

(
a b

c d

)
∈ SL(2,R) (3.46)

Î÷åâèäíî ïðè ýòîì

dξj →
dξj

(cξj + d)2
, ∀j

ξj − ξk →
ξj − ξk

(cξj + d)(cξk + d)
, ∀j, k

(3.47)

òî åñòü ∏
j

dξj
∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk →

∏
j

dξj
∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk×

×
∏
j

1

(cξj + d)2
×
∏
j

1

(cξj + d)2α′Pj
∑
k 6=j Pk

(3.48)

èëè, ïðîùå ãîâîðÿ, èíòåãðàíä â (3.45) äîìíîæàåòñÿ íà∏
j

1

(cξj + d)2(1−α′P 2
j ) (3.49)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè
∑

k Pk = Pj +
∑

k 6=j Pk = 0. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàíä îêàçûâàåò-
ñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèøü êîãäà �èìïóëüñû�
âñåõ âíåøíèõ êîíöîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

1

α′
= P µPµ = P2 − E2 (3.50)

òî åñòü îòâå÷àþò îòðèöàòåëüíûì êâàäðàòàì ìàññû èëè òàõèîíàì.

Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû (3.45) îêàçûâàåòñÿ �òðåõêðàòíî ïå-
ðåîïðåäåëåííûì�. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðîæäåíèÿ ìîæíî íàïèñàòü äëÿ N -òî÷å÷íîé àìïëè-
òóäû

A(P1, . . . , PN) ∼
∫ N∏

j=1

∫
R
dξj

∏
k=N−2,N−1,N

δ(ξk − ξ(0)
k )

∣∣∣∣∂(ξN−2, ξN−1, ξN)

∂(α, β, γ)

∣∣∣∣×
×
∏
j<k

|ξj − ξk|2α
′Pj ·Pk

(3.51)
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ãäå
δξk = α + βξk + γξ2

k, k = N − 2, N − 1, N (3.52)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíôèíèòçèìàëüíóþ äðîáíî-ëèíåéíûõ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèé, èëè ïî-
ïðîñòó �çàáèòü� íà ëèøíèå èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.45).

Äëÿ N = 4 óäîáíî âûáðàòü ξ
(0)
2 = 0, ξ

(0)
3 = 1, ξ

(0)
3 = ∞ è èíòåãðèðîâàòü ïî ξ1 = ξ,

ñêàæåì â ïðåäåëàõ 0 < ξ < 1. Òîãäà ðåçóëüòàò áóäåò èìåòü âèä

A(P1, . . . , P4) ∼
∫ 1

0

dξξ2α′P1·P2(1− ξ)2α′P2·P3 =

=

∫ 1

0

dξξ−α
′s−2(1− ξ)−α′t−2 = B(−α(s),−α(t)) =

=
Γ(−α(s))Γ(−α(t))

Γ(−α(s)− α(t))
= A(s, t)

(3.53)

ãäå èñïîëüçîâàíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ α(x) = 1 + α′x îò ïåðåìåííûõ Ìàíäåëüñòàìà

s = −(P1 + P2)2 = − 2

α′
− 2P1 · P2

t = −(P2 + P3)2 = − 2

α′
− 2P2 · P3

(3.54)

ïðè P µPµ = 1
α′
. Ôîðìóëà (3.53) íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé Âåíåöèàíî, è ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè

ãàììà-ôóíêöèè å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A(s, t) = −
∞∑
n=0

(α(t) + 1)(α(t) + 2) . . . (α(t) + n)

n!

1

α(s)− n
∼

∼
∑
n≥−1

Cn
s− n

α′
(tn+1 + . . .)

(3.55)

ò.å. ñóììû ïî ïðîìåæóòî÷íûì ðåçîíàíñàì ñ ìàññàìè −(P1 + P2)2 = M2 = n
α′
, n =

−1, 0, 1, 2, . . .. Ýòî åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå â ñïåêòðå (îòêðûòîé) ñòðóíû
÷àñòè÷íî-ïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé - íà÷èíàÿ ñ òàõèîíà, áåçìàññîâîãî, è ìàññèâíûõ ñîñòîÿíèé
êðàòíûõ ìàññå Ïëàíêà.
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