
Çàäà÷è 3. a) Ôóíêöèè Ãðèíà

Äâóìåðíûå îïåðàòîðû Ëàïëàñà è Äèðàêà

Ôóíêöèåé Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ = ∂2
x+∂2

y = 4∂z∂z̄ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

G(z, ζ) = G(ζ, z) òàêàÿ, ÷òî ∆zG(z, ζ) = 2πδ(2)(z − ζ). Ôîðìàëüíî 1
2πG(z, ζ) � ýòî ÿäðî

èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ∆−1, îáðàòíîãî ê îïåðàòîðó Ëàïëàñà.

Áåçìàññîâîå óðàâíåíèå Äèðàêà íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (σ1∂x+σ2∂y)~ψ = 0 â êîìïëåêñ-

íûõ êîîðäèíàòàõ z = x + iy, z̄ = x − iy ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ äëÿ

êîìïîíåíò âåêòîðà ~ψ: ∂z̄ψ1 = 0, ∂zψ2 = 0. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ìîæíî

ââåñòè ôóíêöèþ Ãðèíà êàê ÿäðî îïåðàòîðà ∂̄−1.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ∂z̄
1

z − ζ
= πδ(2)(z − ζ), è òåì ñàìûì ôóíêöèÿ

1

π(z − ζ)
ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà (â ãîëîìîðôíûõ êîîðäèíàòàõ).

2. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðîâåðüòå, ÷òî log |z− ζ| ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Çàäà÷à Äèðèõëå ñîñòîèò â îòûñ-

êàíèè ôóíêöèè Φ, ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D è òàêîé, ÷òî Φ ðàâíà çàäàííîé ôóíêöèè f

íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòè D

(äàëåå ïðîñòî ôóíêöèÿ Ãðèíà) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ G(z, ζ) = G(ζ, z) â D ×D òàêàÿ, ÷òî:

à) ∆zG(z, ζ) = 2πδ(2)(z − ζ); á) G(z, ξ) = 0 ïðè ëþáûõ z ∈ D è ξ ∈ ∂D.

1. Äîêàæèòå, ÷òî G(z, ζ) = log |z − ζ|+O(1) ïðè z → ζ.

2. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà, åñëè D � à) âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, á) êðóã ðàäèóñà
R ñ öåíòðîì â 0.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà åäèíñòâåííà è äàåòñÿ ôîðìóëîé

G(z, ζ) = log

∣∣∣∣∣ w(z)− w(ζ)

1− w(z)w(ζ)

∣∣∣∣∣ ,
ãäå w(z) � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà åäè-
íè÷íûé êðóã, ñóùåñòâóþùåå â ñèëó òåîðåìû Ðèìàíà.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå Ëàïëàñà (∂2
x + ∂2

y)Φ = 0 â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè y ≥ 0 ñ
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Φ(x, 0) = 1 ïðè |x| ≤ 1 è 0 ïðè |x| ≥ 1.

5.∗ Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà äàåò ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è Äèðèõëå â
îáëàñòè D ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

Φ(x, y) =
1

2π

∮
∂D

f(ξ)
∂

∂nξ
G(z, ξ) |dξ|,

ãäå êàê îáû÷íî z = x+ iy è ∂/∂nξ � íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âòîðîìó àðãó-
ìåíòó (åäèíè÷íûå íîðìàëüíûé âåêòîð ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåííûì âî âíåøíîñòü
îáëàñòè). Ïîäóìàéòå, êàê ìîæíî áûëî áû ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà.
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Çàäà÷è 3. b) Îïåðàòîðíûé ôîðìàëèçì

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå d
dt
G(x, x0|t) = D d2

dx2
G(x, x0|t) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèèG(x, x0|0) =

δ(x−x0). Óáåäèòåñü, ÷òî îïåðàòîð etD
d2

dx2 (à òî÷íåå åãî ÿäðî) ðåøàåò òî æå ñàìîå
óðàâíåíèå ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

2. Â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðà âû÷èñëèòå ñðåäíèå 〈0|q̂(t1)q̂(t2)|0〉 è 〈0|T q̂(t1)q̂(t2)|0〉. Êà-
êèì óðàâíåíèÿì îíè óäîâëåòâîðÿþò? Çäåñü q̂(t) � îïåðàòîð êîîðäèíàòû ÷àñòè-
öû â ãåéçåíáåðãîâñêîé êàðòèíå.

3. Ïîëüçóÿñü îïåðàòîðíûì ôîðìàëèçìîì, âû÷èñëèòå êîððåëÿòîð 〈x(t1)x(t2)〉 â
åâêëèäîâîé òåîðèè ñ öèêëè÷åñêèì âðåìåíåì t ∼ t+ β è äåéñòâèåì

S[x(t)] =
1

2

∫ β

0

dt(ẋ2 + x2).

×åìó áóäåò ðàâåí ôóðüå-îáðàç ýòîãî êîððåëÿòîðà?

4. Âû÷èñëèòå â îïåðàòîðíîì ôîðìàëèçìå 〈J(z1)J(z2)〉 è 〈J(z1)J(z2)J(z3)J(z4)〉.
Äëÿ ÷åãî îêàçûâàåòñÿ íóæíûì ðàäèàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå? Çäåñü Ĵ(z) =

∑
n

α̂n

zn+1 �
îïåðàòîð ãîëîìîðôíîãî òîêà.

5. Ïóñêàé åñòü íàáîð îïåðàòîðîâ Âi = Â+
i +Â−

i , òàêèå ÷òî Â
−
i |0 >= 0 è < 0|Â+

i = 0.

Êðîìå òîãî, ìû çíàåì âñåâîçìîæíûå êîììóòàòîðû [Â+
i , Â

+
j ] = [Â−

i , Â
−
j ] = 0 è

[Â−
i , Â

+
j ] = Gij ∈ C

• Âû÷èñëèòå < 0|ÂiÂj|0 >

• Âû÷èñëèòå < 0| exp(Â1) exp(Â2)|0 >
• * Âû÷èñëèòå < 0| exp(Â1)... exp(Ân)|0 >

6. Ïðèäóìàéòå, êàê ïðîêâàíòîâàòü ôåðìèîííóþ òåîðèþ ñ äåéñòâèåì

S[ψ, ψ̄] =
1

π

∫
d2zψ̄∂̄ψ

Îïèøèòå å¼ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé.
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