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Ëèñòîê 1. Ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàííà

Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ 2016, ñðîê ñäà÷è � 30.09.2016

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà I ⊂ {1, . . . , n} ïîëîæèì I = {1, . . . , n} \ I, |I| � êîëè-
÷åñòâî ýëåìåíòîâ I.
Ïóñòü {e1, . . . , en} � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Îáîçíà÷èì çà LI ⊂ Rn

ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå íàáîðîì ei, ãäå i ∈ I; çà pI îáîçíà÷èì
ïðîåêöèþ Rn → LI âäîëü LI .

1⋄1 Ïóñòü L ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
a) Äîêàæèòå, ÷òî pI èçîìîðôíî îòîáðàæàåò L → LI òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà dim(L) = |I| è L ∩ LI = 0. Íàçîâ¼ì UI ìíîæåñòâî òàêèõ L.
b) Ïóñòü L ∈ UI , qI � îãðàíè÷åíèå pI íà L. Äîêàæèòå, ÷òî L îäíîçíà÷íî
çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì pI ◦ q−1

I : LI → LI , òåì ñàìûì, äëÿ |I| = k òî÷êè
UI ïàðàìåòðèçóþòñÿ ìàòðèöàìè AI(L) ðàçìåðà k × (n− k).
Ïîäñêàçêà: ôàêòè÷åñêè, L ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

1⋄2 a) Ïóñòü dimL = |I| = |J | = k, ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ∩ LI = L ∩ LJ = 0.
Êàê âûðàæàåòñÿ AJ(L) ÷åðåç AI(L)?
b) Äîêàæèòå, ÷òî àòëàñ (UI , AI) äëÿ âñåõ I ⊂ {1, . . . , n} ñ |I| = k îïðåäå-
ëÿåò ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ìíîæåñòâå k-ìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â Rn. Ýòî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìàííà

è îáîçíà÷àåòñÿ Gr(k, n).
c) Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëè÷íûé âûáîð áàçèñà {ei} çàäà¼ò ýêâèâàëåíòíûå
àòëàñû ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

1⋄3 Äîêàæèòå, ÷òî Gr(k, n)
a) ñâÿçíî;
b) êîìïàêòíî.

1⋄4 Ïîñòðîéòå äèôôåîìîðôèçì
a) Gr(1, n)

∼−→ P n−1;
b) Gr(k, n)

∼−→ Gr(n− k, n).
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì â Rn.

1⋄5 Ïóñòü M ⊂ Rn � ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k. Äîêàæèòå, ÷òî
îòîæäåñòâëåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè Rn çà-
äà¼ò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå M → Gr(k, n).
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1⋄6 a) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà GLn íåâûðîæíåííûõ îïåðàòîðîâ äåéñòâóåò íà
Gr(k, n) ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêîñòåé.
b) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå òðàíçèòèâíî, ïðè ýòîì òðèâèàëüíî äåé-
ñòâèå òîëüêî ñêàëÿðîâ.
c) Íàéäèòå ñòàáèëèçàòîð L{1,...,k}.
d) Íàéäèòå ñòàáèëèçàòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Gr(k, n).

1⋄7 a) Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö â GLn äåéñòâóåò
òðàíçèòèâíî íà Gr(k, n).
b) Íàéäèòå ñòàáèëèçàòîð L{1,...,k}.
c) Íàéäèòå ñòàáèëèçàòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Gr(k, n).

1⋄8 Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå GLn îïðåäåëÿåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîá-
ðàçèé GLn ×Gr(k, n) → Gr(k, n).

1⋄9 Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè äëÿ äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû H ⊂ GLn, ñîñòàâ-
ëåííîé äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè.

1⋄10* Ïðè êàêèõ k è n Gr(k, n) ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì?

1⋄11* Ïóñòü B ⊂ GLn � ïîäãðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.
a) Äîêàæèòå, ÷òî îðáèòû B � ìíîæåñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ôèêñèðî-
âàííûìè ðàçìåðíîñòÿìè ïåðåñå÷åíèé ñ ïîäïðîñòàíñòâàìè L{1,2,...,s}, s =
1 . . . n.
b) Äîêàæèòå, ÷òî ýòè îðáèòû ÿâëÿþòñÿ êëåòêàìè � îáðàçàìè ãëàäêîãî
âëîæåíèÿ Rm â GLn. Îíè íàçûâàþòñÿ êëåòêàìè Øóáåðòà.
ñ) Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòè ýòèõ êëåòîê.

1⋄12* Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â k-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå L è çàïè-
øåì êîîðäèíàòû åãî âåêòîðîâ ìàòðèöåé.
a) Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð ìèíîðîâ ðàçìåðà k ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
b) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò íàáîð ìèíîðîâ çàäà¼ò ãëàäêîå îòîáðàæåíèåGr(k, n)
â PCk

n .
c) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.
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