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Ëèñòîê 2. Àëãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé

Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ 2016, ñðîê ñäà÷è � 14.11.2016

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì çà C(M) êîëüöî ãëàäêèõ
ôóíêöèé íà M .

2⋄1 Åñòü ëè â C(M)
a) äåëèòåëè íóëÿ;
b) íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû;
c) èäåìïîòåíòíûå ýëåìåíòû.

Ïóñòü p ∈ M . Îáîçíà÷èì çà Ip ⊂ C(M) ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé, îáðàùà-
þùèõñÿ â íîëü â òî÷êå p.

2⋄2 a) Äîêàæèòå, ÷òî Ip ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì C(M).
b) ×åìó èçîìîðôíî ôàêòîðêîëüöî C(M)/Ip?
c) Äîêàæèòå, ÷òî Ip ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì.

2⋄3 ßâëÿåòñÿ ëè Ip ãëàâíûì èäåàëîì?
Ïîäñêàçêà: îòâåò çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè M .

2⋄4 ×åìó èçîìîðôíî ôàêòîðêîëüöî C(M)/I äëÿ
a) I = Ip ∩ Iq;
b) I = Ip · Iq, p ̸= q;
c) I = Ip + Iq?

2⋄5 Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìåæäó âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè Ip/(Ip)

2 è (TpM)∗.

2⋄6 Âû÷èñëèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà (Ip)
k/(Ip)

k+1.

2⋄7 Ïóñòü I ⊂ C(M) � ñîáñòâåííûé (îòëè÷íûé îò C(M)) èäåàë.
a) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ f ∈ I îáðàùàåòñÿ â íîëü â íåêîòîðîé òî÷êå M .
b) Ïóñòü M êîìïàêòíî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà p ∈ M , ÷òî
âñÿêàÿ f ∈ I îáðàùàåòñÿ â íîëü â p.
c) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë C(M) èìååò âèä
Ip äëÿ íåêîòîðîé p ∈ M .

Òåì ñàìûì, ìàêñèìàëüíûå èäåàëû C(M) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷-
êàì ìíîãîîáðàçèÿ.
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2⋄8* Êàê â òåðìèíàõ C(M) îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ íà M , òî åñòü êàêèå ìíî-
æåñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ñîîòâåòñòâóþò îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâàì
M?
Ïîäñêàçêà: ïðîùå îïðåäåëèòü çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà.

Ïóñòü ϕ : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îïðå-
äåëèì îòîáðàæåíèå ϕ∗ : C(N) → C(M), ïåðåâîäÿùåå f ∈ C(N) â f ◦ ϕ ∈
C(M).

2⋄9 a) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ∗ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì àëãåáð, òî åñòü îäíîâðå-
ìåííî ãîìîìîðôèçìîì êîëåö è ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ íàä R.
b∗) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îòîáðàæåíèå àëãåáð èç C(N) â C(M), ïåðå-
âîäÿùåå 1 ∈ C(N) â 1 ∈ C(M) ñîâïàäàåò ñ ϕ∗ äëÿ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî
ϕ.
c∗) Ìîæíî ëè â ýòîì óòâåðæäåíèè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ
åäèíèöû?

Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå íà M . Ñîïîñòàâèì åìó îòîáðàæåíèå ∂ξ :
C(M) → C(M), îïðåäåëÿåìîå òàê: çíà÷åíèå ∂ξ(f) â òî÷êå p ðàâíî ïðî-
èçâîäíîé f â òî÷êå p âäîëü âåêòîðà ξ(p).

2⋄10 a) Äîêàæèòå, ÷òî ∂ξ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû C(M),
òî åñòü ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðàâèëó Ëåéáíèöà

∂ξ(fg) = ∂ξ(f)g + f∂ξ(g).
b∗) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû C(M) ñîâïàäàåò
ñ ∂ξ äëÿ íåêîòîðîãî ξ.
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