
Àëãåáðà-2, ëèñòîê 1: âûïóêëîñòü, êîíóñû, ìíîãîãðàííèêè

Íèæå âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåííûìè êîíå÷íîìåðíûìè.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ
êàæäîé ïàðîé òî÷åê ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê, è íàçûâàåòñÿ êîíóñîì, åñëè èíâà-
ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãîìîòåòèé ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì.

Ïðèìåð 1. Íåÿâíûì êîíóñîì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ, ò.å. ìíîæåñòâ, çàäàííûõ íåðàâåíñòâàìè vi(x) > 0 , ãäå vi ∈ V ∗

� ëèíåéíûå ôóíêöèè.

Ïðèìåð 2. Ïàðàìåòðè÷åñêèì (èëè ìíîãîãðàííûì) êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé äàííîãî êîíå÷íîãî íàáîðà âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1. a) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà � äåéñòâèòåëüíî âûïóêëûå êîíóñû.
b) Êëàññèôèöèðóéòå âûïóêëûå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå ïðÿìóþ, îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéñòâåííûì ê äàííîìó êîíóñó C íàçûâàåòñÿ êîíóñ â äâîéñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå {v | ∀x ∈ C v(x) > 0} .

2. a) Çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî îòäåëÿåòñÿ îò êàæäîé íå ñîäåðæàùåéñÿ â íåì òî÷êè àô-
ôèííîé ãèïåðïëîñêîñòüþ. (Ïîäñêàçêà: âîçüìèòå òî÷êó B ìíîæåñòâà, áëèæàéøóþ ê äàííîé òî÷êå A , è ðàññìîòðèòå

ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB .) b) Çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ îòäåëÿåòñÿ îò êàæäîé íå ñîäåð-
æàùåéñÿ â íåì òî÷êè âåêòîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ. c) Äëÿ çàìêíóòîãî âûïóêëîãî êîíóñà C
âåðíî ðàâåíñòâî (C∗)∗ = C .

3. a) Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ


x1 + αi(x2, . . . , xn) > 0, i = 1, . . . , p

−x1 + βj(x2, . . . , xn) > 0, j = 1, . . . , q

γk(x2, . . . , xn) > 0, k = 1, . . . , r

ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ{
αi(x2, . . . , xn) + βj(x2, . . . , xn) > 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q

γk(x2, . . . , xn) > 0, k = 1, . . . , r,

ò.å. ðåøåíèÿ âòîðîé ñèñòåìû � â òî÷íîñòè òàêèå íàáîðû (x2, . . . , xn) , êîòîðûå ìîæíî äîïîë-
íèòü äî íàáîðà (x1, x2, . . . , xn) , óäîâëåòâîðÿþùåãî ïåðâîé ñèñòåìå.
b) (Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ ïî Ôóðüå�Ìîöêèíó) Äëÿ êàæäîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ íà ïåðå-
ìåííûå (x1, . . . , xn) ïîñòðîéòå ðàâíîñèëüíóþ åé ñèñòåìó íåðàâåíñòâ íà ïåðåìåííûå (x2, . . . , xn) .
c) Îáðàç êàæäîãî íåÿâíîãî êîíóñà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè � íåÿâíûé êîíóñ.
d) Ïàðàìåòðè÷åñêèé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì.

4. a) Ïóñòü ëèíåéíûå ôóíêöèè v1, . . . , vk ∈ V ∗ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ïîðîæäàþò ïàðà-

ìåòðè÷åñêèé êîíóñ C ∈ V ∗ , à íåðàâåíñòâà v1 > 0, . . . , vk > 0 çàäàþò íåÿâíûé êîíóñ C̃ ⊂ V .
Òîãäà êîíóñû C è C̃ äâîéñòâåííû äðóã äðóãó. b) Íåÿâíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì.

Äîêàçàíà òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî�Âåéëÿ: íåÿâíûå è ïàðàìåòðè÷åñêèå êîíóñû � îäíî è òî æå.

Îïðåäåëåíèÿ. Íàçîâåì âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíîå ñîäåðæàùåå åãî âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî, ìíîãîãðàííèêîì � âûïóêëóþ îáîëî÷êó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, à ïîëèýäðîì
� ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà àôôèííûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ.

5. a) Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè. b) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîãðàííèêè è îãðà-
íè÷åííûå ïîëèýäðû � îäíî è òî æå. c) Äàéòå îïðåäåëåíèå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà è äîêàæèòå,
÷òî êàæäàÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñîäåðæàùèõ åå ãðàíåé êîðàçìåðíîñòè 1. d) Ïî-
ñòðîéòå âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàíÿìè ìíîãîãðàííûõ êîíóñîâ C è C∗ ,
îáðàùàþùåå âêëþ÷åíèÿ.

6. a) (Ëåììà Êàðàòåîäîðè) Êàæäàÿ òî÷êà âûïóêëîé îáîëî÷êè A ⊂ Rn ñîäåðæèòñÿ â âûïóêëîé
îáîëî÷êå n+ 1 òî÷êè èç ìíîæåñòâà A .
b) (Ëåììà Ðàäîíà) Ìíîæåñòâî èç > (n+2) òî÷åê â Rn âñåãäà ìîæíî ðàçáèòü â äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå äâóõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè.
c) (Òåîðåìà Õåëëè) Åñëè â íàáîðå êîìïàêòíûõ âûïóêëûõ ôèãóð â Rn êàæäûé ïîäíàáîð èç
(n+ 1) ôèãóð èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî è âåñü íàáîð èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.


