
Àëãåáðà-2, ëèñòîê 2: ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

1. Âû÷èñëèòå äèñêðèìèíàíòû ìíîãî÷ëåíîâ a) xn + xn−1 + . . .+ 1 , b) xn

n!
+ xn−1

(n−1)! + . . .+ 1 ,

c) Ýðìèòà Hn = (−1)nex
2/2 dn

dxn
(e−x

2/2) , d) Ëàãåððà Hn = (−1)nex dn

dxn
(xne−x) ,

e) ×åáûøåâà Pn = 2 cos(narccos(x/2)) , f)x öèêëîòîìè÷åñêîãî Φn(x) =
∏

j(x− ζj) ,
ãäå ζ1, . . . , ζϕ(n) � ïåðâîîáðàçíûå êîðíè èç 1 ñòåïåíè n .

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç σk îáîçíà÷àåòñÿ k -é ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ÷åðåç
hk � k -é ïîëíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, à ÷åðåç sk � k -ÿ íüþòîíîâñêàÿ ñòåïåííàÿ
ñóììà: σk =

∑
i1<···<ik xi1 . . . xik ; hk =

∑
i16···6ik xi1 . . . xik ; sk = xk1 + · · · + xkn.

2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå äåòåðìèíàíòíûå òîæäåñòâà:

a) sk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1 1 0 . . . 0 0
2σ2 σ1 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(k − 1)σk−1 σk−2 σk−3 . . . σ1 1

kσk σk−1 σk−2 . . . σ2 σ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b) k! · σk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s1 1 0 . . . 0 0
s2 s1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sk−1 sk−2 sk−3 . . . s1 1
sk sk−1 sk−2 . . . s2 s1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3. Ïóñòü ω � àâòîìîðôèçì êîëüöà ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïåðåâîäÿùèé σk â hk . Äîêà-
æèòå, ÷òî îí a) êîððåêòíî îïðåäåëåí è b) ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. c) Ïîëó÷èòå àíàëîãè÷íûå
ïðåäûäóùåé çàäà÷å äåòåðìèíàíòíûå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå hk è sk .

4. a) Äàéòå îïðåäåëåíèå êîñîñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âàí-
äåðìîíäà ∆(x1, . . . , xn) =

∏
i<j(xi − xj) ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì.

b) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êîñîñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí åñòü ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðè÷åñêî-
ãî è ∆(x1, . . . , xn) .
c) Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ðàâíûé 0 ïðè xi = xj . Äîêàæèòå, ÷òî
f(x1, . . . , xn) = ∆2 · g(x1, . . . , xn) , ãäå g � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçáèåíèåì ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ íàáîð λ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë λ =
(λ1, . . . , λn) , ãäå λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 è λ1 + · · · + λn = n .

5. Ïóñòü p(n) � ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n . Äîêàæèòå, ÷òî
∏

m≥0(1 − tm)−1 =
∑

n≥0 p(n)tn .

Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü α = (α1, . . . , αn) � íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü aα =

∣∣∣∣∣∣
xα1
1 . . . xα1

n

. . . . . . . . . . . . .
xαn
1 . . . xαn

n

∣∣∣∣∣∣ .
Â ÷àñòíîñòè, åñëè δ = (n− 1, n− 2, . . . , 1, 0) , òî aδ � ýòî îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî aα îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

7. (Ìíîãî÷ëåíû Øóðà) Ïóñòü λ � ðàçáèåíèå. Ïîëîæèì sλ(x1, . . . , xn) = aλ+δ/aδ . Äîêàæèòå:
a) sλ(x1, . . . , xn) � öåëî÷èñëåííûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí;
b) sλ(x1, . . . , xn) ïðè âñåâîçìîæíûõ λ îáðàçóþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè-
÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, . . . , xn ;
c) Åñëè λ = (1, . . . , 1) , òî sλ(x1, . . . , xn) = σn ;
d) Åñëè λ = (n, 0, . . . , 0) , òî sλ(x1, . . . , xn) = hn .

8. Âûïèøèòå ÿâíî ìíîãî÷ëåíûØóðà ïðè n = 2 è n = 3 äëÿ âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé a) ÷èñëà
3; b) ÷èñëà 4. c) Äîêàæèòå, ÷òî sδ =

∏
i<j(xi + xj) .

9. x (Ôîðìóëû Êîøè) Äîêàæèòå: a)
∏n

i,j=1(1 − xiyj)
−1 =

∑
λ sλ(x1, x2, . . . )sλ(y1, y2, . . . ) ;

b)
∏n

i,j=1(1+xiyj)
−1 =

∑
λ sλ(x1, x2, . . . )sλ∗(y1, y2, . . . ) , ãäå λ

∗ � ðàçáèåíèå, ñîïðÿæ¼ííîå ê λ .

10.x (Ôîðìóëû Ïüåðè) Ïóñòü λ � ðàçáèåíèå (áóäåì ïðåäñòàâëÿòü åãî êàê äèàãðàììó Þíãà).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ⊗ k (ñîîòâ. λ⊗ 1k ) ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé, ïîëó÷åííûõ èç äàííîãî äîáàâ-
ëåíèåì ê åãî äèàãðàììå Þíãà k êëåòî÷åê, èç êîòîðûõ íèêàêèå äâå íå ëåæàò â îäíîì ñòîëáöå
(ñîîòâ. â îäíîé ñòðîêå). Äîêàæèòå: a) sλσk =

∑
µ∈λ⊗1k sµ ; b) sλhk =

∑
µ∈λ⊗k sµ .

11.x (Ôîðìóëû ßêîáè�Òðóäè) Ïóñòü λ � ðàçáèåíèå ñ íå áîëåå ÷åì n íåíóëåâûìè êîìïîíåí-
òàìè. Äîêàæèòå, ÷òî: a) sλ = det(hλi−i+j)1≤i,j≤n ; b) sλ∗ = det(σλi−i+j)1≤i,j≤n .


