
Àëãåáðà, ñåìèíàð 30 ñåíòÿáðÿ

1. a) Ïåðå÷èñëèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå D4 . Íàéäèòå ôàêòîð-ãðóïïû.
b) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ ãðóïï G1 è G2 è èõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï H1 ⊂
G1 è H2 ⊂ G2 , òàêèõ ÷òî H1

∼= H2 è G1/H1
∼= G2/H2.

c) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n ãðóïïû Dn × Z2 è D2n èçîìîðôíû?
d) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè m > 2 ãðóïïû Dn × Zm è Dmn íèêîãäà íå èçîìîðôíû.
e) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2p , ãäå p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé, ëèáî ãðóïïîé äèýäðà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Aut(G) íåòðèâèàëüíà, åñëè G a) íåàáåëåâà, b) àáåëåâà ñ ýëåìåíòîì
ïîðÿäêà áîëüøå 2, c) íå ðàâíà Z/2Z .

3. Îïèøèòå âíóòðåííèå è âíåøíèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû Dn .

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï G è H è ãîìîìîðôèçìà ϕ : H → Aut(G) îïðåäåëèì
ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå GoϕH êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå (G×H) ñ îïåðàöèåé (g1, h1)?
(g2, h2) = (g1ϕ(h1)(g2), h1h2) .

4. a) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G E X è ïîäãðóïïà H ⊂ X òàêîâû, ÷òî
X = GH è G ∩ H = {e} , òî X � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå G è H îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
H íà G ñîïðÿæåíèÿìè.
b) Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Q8 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîåãî öåíòðà {±1} ñ
êàêîé-ëèáî äðóãîé ïîäãðóïïîé.

5. a) Ïîêàæèòå, ÷òî â Goϕ H åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ G , è åñòü ïîäãðóïïà,
èçîìîðôíàÿ H , b) íî íå îáÿçàòåëüíî åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ H .

6. a) Ïðåäñòàâüòå ãðóïïó èçîìåòðèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè êàê ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï
R2 è O2(R) .
b) Çàäàéòå îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè ãðóïïó äâèæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðàâèëüíîå øå-
ñòèóãîëüíîå çàìîùåíèå ïëîñêîñòè, è âûðàçèòå åå ýëåìåíòû ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå
R2 è O2(R) .

7. Ïðåäñòàâüòå ãðóïïó D6 äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè â âèäå ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ãðóïï. (�ðàçíûìè� îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà ïàðà ñîìíîæèòåëåé íå èçîìîðôíà äðóã äðóãó.)

8. Ñóùåñòâóþò ëè íåêîììóòàòèâíûå ãðóïïû ïîðÿäêîâ a) 21; b) 27; c) 12, íå èçîìîðôíûå A4

è D6 , d) p2 , e) p3 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî p?

9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåàáåëåâîé íåïðîñòîé êîíå÷íîé ãðóïïû, êîòîðóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïðÿìîãî èëè ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.


