
ìÉÓÔÏË 04. óÒÏË ÓÄÁÞÉ 11 ÎÏÑÂÒÑ 2016.

äÌÑ ÓÄÁÞÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 4.1-4.4 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÞÉÓÔÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÐÕÎËÔÏ× ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ,
ÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÓÏÞÔÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ×ÙÓÌÕÛÁÔØ. úÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ÓÄÁÀÔÓÑ É ÆÉËÓÉÒÕÀÔÓÑ
× ËÏÎÄÕÉÔÅ, ÎÏ × ÂÁÌÌÁÈ ÎÅ ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ.

æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ (ÉÌÉ ×ÙÐÕËÌÏÊ ×ÎÉÚ) ÎÁ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ I, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
x1 < x2, x1; x2 ∈ I É ÌÀÂÏÇÏ � ∈ [0; 1] ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

f(�x1 + (1− �)x2) 6 �f(x1) + (1− �)f(x2):

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÏÇÎÕÔÏÊ ÉÌÉ ×ÙÐÕËÌÏÊ ××ÅÒÈ.

04.01. ÷ÙÐÕËÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
a) ÇÒÁÆÉË ×ÙÐÕËÌÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅÖÉÔ ÎÅ ÎÉÖÅ ÌÀÂÏÊ ËÁÓÁ-

ÔÅÌØÎÏÊ Ë ÎÅÍÕ;
Â) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a 6 x1 < x2 < : : : < xn 6 b É

ÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ �1; : : : ; �n, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(�1x1 + �2x2 + : : :+ �nxn) 6 �1f(x1) + �2f(x2) + : : :+ �nf(xn);

×) ×ÙÐÕËÌÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Î£Í;
Ç) ×ÙÐÕËÌÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ;
Ä) Õ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ, × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÁÑ ÓÌÅ×Á ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÓÐÒÁ×Á;
e) ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ

ÎÁ ÜÔÏÍ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÅ;
Ö) Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

Å£ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.

04.02. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ x 7→ ex É x 7→ − ln x ×ÙÐÕËÌÙ ÎÁ R É R+,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

Â) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÍ

x1 + : : :+ xn
n > n

√x1 · : : : · xn;

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p > 1 ÆÕÎËÃÉÑ x 7→ xp ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ ÐÒÉ x > 0;
Ç) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï çÅÌØÄÅÒÁ
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04.03. íÅÔÏÄ ìÏÐÉÔÁÌÑ.
Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÍÅÔÏÄ ìÏÐÉÔÁÌÑ "ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ": ÐÒÉ x→ a ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ f ′(x)=g′(x),

ÎÏ ÐÒÅÄÅÌ f(x)=g(x) ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÅÄÅÌÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ; ÕËÁÖÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ Ï ÐÒÁ×ÉÌÅ ìÏÐÉÔÁÌÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÒÕÛÅÎÙ.

Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ f(0) = g(0) = 0, ÆÕÎËÃÉÉ f; g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÎÕÌÑ, ÐÒÉ x→ 0 ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ f(x)=g(x) É ÎÅÔ ÐÒÅÄÅÌÁ f ′(0)=g′(0).

×) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ 0×∞.
Ç) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ 1∞.
Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ n ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ

a É f(a) = f ′(a) = : : : = f (n) = 0, ÔÏ f(x) = o ((x− a)n). (üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É
ÐÒÉ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ!)

04.04. Á)ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ '(t) É  (t)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t1; t2] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (t1; t2), ÐÒÉÞ£Í '′(t) > 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ t. ðÏÌÏÖÉÍ a = '(t1), b = '(t2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g : [a; b] → R, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

x = '(t); y =  (t); t ∈ [t1; t2]

×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÅÈ ÔÏÞÅË (x; y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y = g(x), x ∈ [a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b), ÐÒÉÞ£Í g′(x) = g′('(t)) =  ′(t)

'′(t) .
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ ' É  Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÒÕÅÍÙ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g(x) ÔÁËÖÅ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÐÒÉÞ£Í ÄÌÑ x = '(t)

g′′(x) =  ′′(t)'′(t)−  ′(t)'′′(t)
'′(t)3 :

×) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ '(t),  (t)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [t1; t2) É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ
ÎÅÍ, ÐÒÉÞ£Í '′(t) > 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ t É '(t) É  (t)) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ t2. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ x = '(t), y =  (t)) ÉÍÅÅÔ
ÎÁËÌÏÎÎÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ.

Ç) ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ ÚÁÄÁÎÁ × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r = �('), Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ �. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ × ÔÏÞËÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÀ '0 (ÇÄÅ �('0) > 0 ) É ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ r = �('0) × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.
[ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÜÔÕ ËÒÉ×ÕÀ ËÁË ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ '.]

04.05.* äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÎÅ
ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× É ÌÕÞÅÊ.

04.06.* ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÌÕÞÅ (M;+∞).
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ limx→+∞ f ′(x) = 0, ÔÏ limx→+∞

f(x)
x = 0.
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