
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå: ÷àñòèöû è ñòðóíû

3 Äâóìåðíûå òåîðèè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ

4 Îïåðàòîðíûé ôîðìàëèçì äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

5 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è ïðèìàðíûå îïåðàòîðû

6 Ôåðìèîíû è ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà

7 Áîçîíèçàöèÿ è îäíîïåòëåâûå ñòàòñóììû

7.1 Ñòàòñóììû â òåîðèè ôåðìèîíîâ

Âñïîìíèì òåîðèþ äâóìåðíûõ áåçìàññîâûõ ôåðìèîíîâ ñ äåéñòâèåì

S =
1

π

∫
Σ

d2z ψ̃∂̄ψ ( +c.c.) (7.1)

à òàêæå êâàäðàòè÷íûìè ïî ôåðìèîíàì òîêîì è òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà

J(z) =: ψ̃(z)ψ(z) :, T = −1
2

(
: ψ̃∂ψ : − : ∂ψ̃ψ :

)
(7.2)

Íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ åñòåñòâåííî íàïèñàòü

ψ(z) =
∑

r∈Z+ 1
2

ψr

zr+1/2
, ψ̃(z) =

∑
s∈Z+ 1

2

ψ̃s

zs+1/2 (7.3)

òîãäà êâàíòîâàíèå åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì{
ψ̃r, ψs

}
=
[
ψ̃r, ψs

]
+
= δr+s,0, r, s ∈ Z+ 1

2 (7.4)

è ôîêîâñêîìó âàêóóìó äëÿ ôåðìèîíîâ

ψr|0⟩ = ψ̃r|0⟩ = 0, r > 0 (7.5)

1



Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî êàê ìîäû òîêà

J(z) =
∑
n∈Z

Jn
zn+1

, Jn =:
∑

r+s=n

ψ̃rψs : (7.6)

è, â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð çàðÿäà (èëè ÷èñëà ÷àñòèö - ïðè ýòîì ÷èñëî àíòè÷àñòèö íàäî
âû÷èòàòü!)

J0 =
∑
r>0

(
ψ̃−rψr − ψ−rψ̃r

)
=
∑
r>0

(
ψ†
rψr − ψ̃†

rψ̃r

)
=
∑
r>0

(nr − ñr) (7.7)

(ãäå nr ñr îïåðàòîðû ÷èñåë çàïîëíåíèé äëÿ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö, ïðèíèìàþùèå äëÿ ôåð-
ìèîíîâ çíà÷åíèÿ òîëüêî 0, 1 - ïðèíöèï Ïàóëè!) òàê è ãåíåðàòîðû àëãåáðÿ Âèðàñîðî

T (z) =
∑
n∈Z

Ln

zn+2
, Ln = 1

2
:
∑

r+s=n

(r − s)ψ̃sψr : (7.8)

â ÷àñòíîñòè
L0 =:

∑
r

rψ̃−rψr :=
∑
r>0

r
(
ψ̃−rψr + ψ−rψ̃r

)
=

=
∑
r>0

r
(
ψ†
rψr + ψ̃†

rψ̃r

)
=
∑
r>0

r (nr + ñr)
(7.9)

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áèëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôåðìèîííûõ ìîä.

Íàêîíåö, ìîæíî ïîñòàâèòü åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
è ñëåäîâ ïî Ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó H ñîñòîÿíèé ôåðìèîííîé ñèñòåìû, êîòîðîå íàòÿ-
ãèâàåòñÿ íà áàçèñ

|0⟩ ⊕r>0 ψ−r|0⟩ ⊕r>0 ψ̃−r|0⟩ (7.10)

äâîéñòâåííûì äëÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

⟨0| ⊕r>0 ⟨0|ψ̃r ⊕r>0 ⟨0|ψr (7.11)

êàê ñëåäñòâèå î÷åâèäíîãî ñïàðèâàíèÿ ⟨0|0⟩ = 1, ⟨0|ψ̃rψ−s|0⟩ = ⟨0|ψrψ̃−s|0⟩ = δr,s. Ïîñêîëüêó

L0|0⟩ = 0, L0 ψ−r|0⟩ = r ψ−r|0⟩, L0 ψ̃−r|0⟩ = r ψ̃−r|0⟩ (7.12)

òî ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñëåäà �îïåðàòîðà ýâîëþöèè� ïî ïîëíîìó ïðîñòðàíñòâó ñîñòî-
ÿíèé ïîëó÷àåì

TrHq
L0 =

∏
r>0

∑
{nr}

qrnr
∏
r>0

∑
{ñr}

qrñr =
∏
r>0

(1 + qr)2 =
∏
n≥0

(
1 + qn+1/2

)2
= q1/24

θ3(q)

η(q) (7.13)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñòàíäàðòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè

η(q) = q1/24
∞∏
n=1

(1− qn), θ3(q) =
∑
n∈Z

qn
2/2

(7.14)

äëÿ ôóíêöèè Äåäåêèíäà è òýòà-êîíñòàíòû, à ôîðìóëó ïðîèçâåäåíèÿ (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
â (7.13)) îáñóäèì íèæå.
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7.2 Âåùåñòâåííûå ôåðìèîíû

Ïîëåçíî òàêæå èíîãäà ïåðåïèñàòü äåéñòâèå (7.1) ââåäÿ �âåùåñòâåííûå ôåðìèîíû�

ψ̃(z) =
1√
2
(Ψ1(z) + iΨ2(z)) , ψ(z) =

1√
2
(Ψ1(z)− iΨ2(z))

S =
1

2π

∑
µ=1,2

∫
Σ

d2z Ψµ∂̄Ψµ

(7.15)

è ðîâíî òàê æå ìîæíî ñäåëàòü â àíòè-ãîëîìîðôíîì ñåêòîðå. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ âåùåñòâåí-
íûõ ôåðìèîíîâ ïèøåòñÿ äåéñòâèå ôåðìèîííîé ñòðóíû ñ ñóïåðñèììåòðèåé íà ìèðîâîì
ëèñòå.

Ãîëîìîðôíûå íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ∂̄Ψ = 0 âåùåñòâåííûå ôåðìèîíû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ïîëÿ êîíôîðìíîé òåîðèè ñ îïåðàòîðíûì ðàçëîæåíèåì

Ψ(z)Ψ(z′) =
1

z − z′
+O(z − z′) (7.16)

â êîòîðîé íåò òîêà åäèíè÷íîé ðàçìåðíîñòè è ñïèíà, à òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

T (z) = −1
2
: Ψ∂Ψ(z) :=

∑
n∈Z

Ln

zn+2

Ln = 1
2
:
∑

r+s=n

rΨsΨr :, L0 =
∑
r>0

rΨ−rΨr

(7.17)

èëè åãî êîìïîíåíòû, âûðàæåííûå ÷åðåç ãàðìîíèêè

Ψ(z) =
∑
r

Ψr

zr+1/2
, [Ψr,Ψs]+ = δs+r,0, Ψr|0⟩ = 0, r > 0 (7.18)

Ýòî î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê öåíòðàëüíîìó çàðÿäó c = 1
2
â îïåðàòîðíîì ðàçëîæåíèè

èëè êîììóòàòîðàõ (7.17), à òàêæå �ïîëîâèííîé ñòàòñóììå� âåùåñòâåííîãî ôåðìèîíà

TrHµq
L0 =

∏
r>0

∑
{nr}

qrnr =
∏
r>0

(1 + qr) =
∏
n≥0

(
1 + qn+1/2

)
(7.19)

òàê êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîãî ôåðìèîíà ñ c = 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
H = ⊗µ=1,2Hµ. Íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì òåîðèÿ âåùåñòâåííîãî ôåðìèîíà ñâÿçàíà ñ íåïðå-
ðûâíûì ïðåäåëîì äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, ó êîòîðîé òàêæå c = 1

2
.

7.3 Íåìíîãî ñòàòôèçèêè è îáîáùåíèÿ íà äðóãèå òýòà-êîíñòàíòû

Äîêàæåì òåïåðü âàæíîå òîæäåñòâî (òðîéíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ßêîáè)∑
k∈Z

q
1
2
k2tk =

∏
n>0

(1− qn)
(
1 + qn−

1
2 t
)(

1 + qn−
1
2 t−1

)
(7.20)
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ïðåäñòàâèâ åãî êàê ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñèñòå-
ìû ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ ñ ýíåðãèÿìè (7.9) èëè

e−Er/T = e−
r
T = qr, r ∈ Z+ 1

2
, r > 0 (7.21)

è õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì t = eµ/T . Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íóìåðóþòñÿ
ïîëóöåëûìè ÷èñëàìè, ÷èñëî ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö â êàæäîì ñîñòîÿíèè nr = 0, 1 è ñr =
0, 1 ñîîòâåòñòâåííî, à ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö J0 = N =

∑
r(nr − ñr). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ñòàòñóììû èìååì

Z(q, t) =
∑

e−
(E−µN)

T = Tr
(
qL0tJ0

)
=

∑
{nr};{ñr}

qr(nr+ñr)tnr−ñr =

=
∏
r>0

∑
{nr}

(qrt)nr
∏
r>0

∑
{ñr}

(
qrt−1

)ñr
=

∞∏
n=1

(
1 + qn−

1
2 t
)(

1 + qn−
1
2 t−1

) (7.22)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè òðèâèàëüíûì îáîáùåíèåì âû÷èñëåíèÿ ñòàòñóììû (7.13) áåç õèìïî-
òåíöèàëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî òà æå ñòàòñóììà áîëüøîãî êàíî-
íè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Z(q, t) = Tr
(
qL0tJ0

)
=
∑
N∈Z

tNZN(q) (7.23)

ðÿäà ïî õèìïîòåíöèàëó ñ êîýôôèöèåíòàìè - ñòàòñóììàìè ïðè ôèêñèðîâàííîì ôåðìèîí-
íîì ÷èñëå N =

∑
r(nr − ñr).

Êàê âû÷èñëèòü ýòè ñòàòñóììû ZN(q) ñ ôèêñèðîâàííûìè çàðÿäàìè? Äëÿ ôåðìèîííîãî
�ãàìèëüòîíèàíà� (7.9) â òåðìèíàõ �÷èñåë çàïîëíåíèÿ�

H = L0 =
∑
r>0

r
(
ψ̃−rψr + ψ−rψ̃r

)
=
∑
r>0

(rnr + rñr) (7.24)

ýíåðãèè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ çàíÿòûìè óðîâíÿìè ñ np = 1 è ñq = 1 ïðè êàêèõ-òî
p1, . . . , pd è q1, . . . , qd̃, òàê ÷òî

E =
d∑

j=1

pj +
d̃∑

k=1

qk, N = d− d̃ (7.25)

Ïóñòü ñíà÷àëà N = 0, d = d̃, òîãäà

E =
d∑

j=1

(pj + qj) =
l∑

i=1

ki =M ≥ 0, N = 0 (7.26)
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ãäå M è {ki} - öåëûå ÷èñëà, à êðîìå òîãî {ki} - ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ M . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ÷èñëî òàêèõ ñîñòîÿíèé ýêâèâàëåíòíî ÷èñëó ñîñòîÿíèé

|Yk⟩ = |k1, . . . , kl⟩ = α−k1 . . . α−kl |0⟩ (7.27)

ñ ýíåðãèåé

L0|Yk⟩ =
∑
k>0

α−kαk|Yk⟩ =

(
l∑

j=1

kj

)
|Yk⟩ (7.28)

â òåîðèè ñâîáîäíûõ áîçîíîâ èëè ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â äâóìåðèè.

Ãðàôè÷åñêè ñîîòâåòñòâèå (7.26) óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå äèàãðàìì Þíãà, äëÿ êî-
òîðûõ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð öåëûõ ÷èñåë {ki}, i = 1, . . . , l ïðåäñòàâëÿåò äëèíû ñòðîê, à
óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû ïîëóöåëûõ ÷èñåë {pj} è {qj}, j = 1, . . . , d ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìû-
ìè êîîðäèíàòàìè Ôðîáåíèóñà, èëè ïîïðîñòó êîëè÷åñòâîì êëåòî÷åê â ñòðîêàõ (ñòîëáöàõ)
íàä (ïîä) ãëàâíîé äèàãîíàëüþ. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ñîñòîÿíèÿ êàê â áîçîííîé òàê è â ôåðìè-
îííîé òåîðèè (ñ ôèêñèðîâàííûì - íàïðèìåð íóëåâûì - çàðÿäîì) ìîãóò áûòü ïåðå÷èñëåíû,
õîòÿ è ïî ðàçíîìó, ñ ïîìîùüþ îäíèõ è òåõ æå äèàãðàìì Þíãà, ïðè÷åì ýíåðãèÿ òàêèõ ñî-
ñòîÿíèé (è â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå) ðàâíà ÷èñëó êëåòî÷åê â ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììå.

Â òåîðèè ñâîáîäíûõ áîçîíîâ (7.27), (7.28) ñòàòñóììà ýëåìåíòàðíî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

Z0(q) = Tr qL0 =
∏
n>0

Tr qα−nαn =
∏
n>0

(
1 + qn + q2n + . . .

)
=

1∏
n>0(1− qn) (7.29)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè åñòåñòâåííî ñòîèò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé èëè
äèàãðàìì Þíãà. Åñëè æå |N | = |l− l̃| > 0, òî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ íåñèëüíî - ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäóëü íàä íîâûì, �çàðÿæåííûì âàêóóìîì� ñ çàðÿäîì J0 =
N , åñëè ñêàæåì l > l̃ - òî ñî ñòàðøèì âåêòîðîì ψ†

N−1/2 . . . ψ
†
1/2|0⟩ = ψ̃1/2−N . . . ψ̃−1/2|0⟩ ñ

ýíåðãèåé

EN =
N∑
j=1

(
j − 1

2

)
= 1

2
N2 (7.30)

íàä êîòîðûì ðàñòåò òà æå áàøíÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ìîäóëþ èç �áîçîíîâ�. Òàêèì îáðàçîì, â
ñåêòîðå ñ çàðÿäîì N

ZN(q) = qN
2/2Z0(q) =

qN
2/2∏

n>0(1− qn)
(7.31)

ïðè÷åì ðåçóëüòàò åñòåñòâåííî íå çàâèñèò îò çíàêà N = d− d̃. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ïðîèçâî-

5



äÿùåé ôóíêöèè áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ïîëó÷àåì

Z(q, t) =
∞∏
n=1

(
1 + qn−

1
2 t
)(

1 + qn−
1
2 t−1

)
=

=
∑
N∈Z

tNZN(q) =

∑
N∈Z t

NqN
2/2∏

n>0(1− qn)

(7.32)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå òðîéíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ßêîáè. Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà
ëåãêî ïåðåïèñàòü, ââîäÿ òýòà-ôóíêöèþ ßêîáè

Z(q, t) =

∑
N∈Z t

NqN
2/2∏

n>0(1− qn)
=

Θ(t; q)∏
n>0(1− qn)

(7.33)

â ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, ò.å. t = e2πiz, q = e2πiτ . Ïðè t = 1 îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò
ïðàâàÿ ÷àñòü (7.13).

Ôîðìóëà (7.32) èìååò íåêîòîðûå äðóãèå î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè
îïåðàòîð ôåðìèîííîãî ÷èñëà F è ôåðìèîííîé ÷åòíîñòè (−)F , òàêèå, ÷òî

(−)F |0⟩ = |0⟩, (−)F ψ−r|0⟩ = −ψ−r|0⟩, (−)F ψ̃−r|0⟩ = −ψ−r|0⟩, ∀r[
(−)F , ψr

]
+
= 0,

[
(−)F , ψ̃r

]
+
= 0, ∀r

(7.34)

è ò.ä. 1 Òîãäà èç (7.32) ïðè t = −1 î÷åâèäíî, ÷òî

TrH(−)F qL0 =
∏
r>0

(1− qr)2 =
∏
n≥0

(
1− qn+1/2

)2
= q1/24

θ4(q)

η(q) (7.35)

ãäå ïîÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ òýòà-êîíñòàíòà

θ4(q) =
∑
n∈Z

(−)nqn
2/2

(7.36)

Íàêîíåö, åñëè ìû âäðóã äîïóñòèì, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ôåðìèîííûå ãàðìîíèêè òîæå èìå-
þò ñìûñë (çàáûâ ïîêà ïðî ïðîáëåìó ñ êâàçèïåðèîäè÷íîñòüþ èëè äâóçíà÷íîñòüþ è ïðî
íóëåâóþ ìîäó), òî ôîðìàëüíî çàìåíèâ â (7.13) ïîëóöåëûå èíäåêñû íà öåëûå, ïîëó÷èì

TrqL0 =
∏
n>0

(1 + qn)2 =
q−1/12θ2(q)

2η(q)
(7.37)

ãäå óæå

θ2(q) =
∑

r∈Z+1/2

qr
2/2

(7.38)

1Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ñîâïàäàåò F = J0 = N ïî ìîäóëþ 2, ò.å. (−)F = (−)J0 .
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Íàêîíåö ñàìûé èíòåðåñíûé è íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò äîëæåí áûë áû ïîëó÷èòüñÿ ñ ÷åò-
âåðòîé èçâåñòíîé òýòà-êîíñòàíòîé θ1(q) = 0. Ñ íåêîòîðîé íàòÿæêîé åãî ìîæíî çàðàáîòàòü
ïåðåîïðåäåëèâ ñíà÷àëà (7.37) íà êîíå÷íóþ êîíñòàíòó è ïåðåïèñàâ â âèäå

TrqL0 =
∏
n≥0

(1 + qn)2 =
2q−1/12θ2(q)

η(q)
(7.39)

íó è òîãäà "ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî"

Tr(−)F qL0 =
∏
n≥0

(1− qn)2 = 0 (7.40)
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