
Òåîðèÿ ÷èñåë. Ëèñòîê III .
Çàäà÷è èç ýòîãî ëèñòêà ïðèíèìàþòñÿ äî 5 äåêàáðÿ 2016 ãîäà.

1. (à) Äîêàæèòå, ÷òî Z[ 3
√
6] ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê â Q[ 3

√
6].

(á) Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, íàä êîòîðûìè ðàñøèðåíèå Q ⊂ Q[ 3
√
6] ðàçâåòâ-

ëåíî.
(â) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà êëàññîâ Z[ 3

√
6] òðèâèàëüíà.

(ã)* Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

(0.1) 3x3 + 4y3 + 5z3 = 0

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé. Óêàçàíèå: åñëè (x, y, z) - íåòðè-
âèàëüíîå öåëîå ðåøåíèå, òî

(x+
3
√
6y)(x2 − xy 3

√
6 + y2

3
√
36) = 10z3

â Z[ 3
√
6]. Âûâåäèòå îòñþäà ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó èäåàëàìè â Z[ 3

√
6]

(x+
3
√
6y) = (

3
√
6− 1)(

3
√
6− 2)I3,

äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà I ⊂ Z[ 3
√
6].

(ä) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p óðàâíåíèå (0.1) èìååò íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå â Qp. (Î÷åâèäíî, ÷òî îíî èìååò òàêæå ðåøåíèå â R.)
2. (à) Ïóñòü K ⊃ Q ñóòü êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, OK ⊂ K - ìàêñèìàëüíûé ïî-

ðÿäîê, r2 - ÷èñëî íåâåùåñòâåííûõ âëîæåíèé K ↪→ C ñ òî÷íîñòüþ äî êîìëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ, KR := K ⊗Q R. Äîêàæèòå, ÷òî

V ol(KR/A) = 2−r2
√
Disc(K/Q).

Çäåñü Disc(K/Q) îáîçíà÷àåò äèñêðèìèíàíò ðàñøèðåíèÿ. (Çàìåòèì, ÷òî êàê R-
àëãåáðà KR èçîìîðôíà Rr1×Cr2 è, ÷òî èíäóñèðîâàííàÿ ñ Rr1×Cr2 ôîðìà îáúåìà
íàKR íå çàâèñèò îò âûáîðà òàêîãî èçîìîðôèçìà. Ïîýòîìó âûðàæåíèå V ol(KR/A)
èìååò ñìûñë.)
(á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå K ⊃ Q ðàçâåòâëåíî õîòÿ áû
íàä îäíèì ïðîñòûì ÷èñëîì.1 (Âîñïîëüçóéòåñü Ëåììîé Ìèíêîâñêîãî è óòâåðæäå-
íèåì èç ïóíêòà (à).)
3. Ïóñòü K ⊃ Q êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ñ ãðóïïîé Ãàëóà G, OK ⊂ K

- ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê, p ∈ Z - ïðîñòîå ÷èñëî, à

(p) = P e1
1 P e2

2 · · ·P em
m

- ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå èäåàëû â OK .
(à) Äîêàæèòå, ÷òî G äåéñòâóåò íà OK , ò.å. äëÿ ëþáîãî g ∈ G, g(OK) ⊂ OK .
(á) Äîêàæèòå, ÷òîG òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ïðîñòûõ èäåàëîâ {P1, P2, · · ·Pm}.
Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî e1 = e2 = · · · = em =: e è ÷òî |G| = emf , ãäå f îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ pf = |OK/P1|.
(â) Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî e ïóíêòà (à) ðàâíî 1, ò.å. ðàñøèðåíèå íåðàçâåòâëåíî íàä
p. Ôèêñèðóåì i ∈ {1, · · · ,m}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç GPi

ïîäãðóïïó â G ñîñòîÿùóþ èç

1Â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ýòî óòâåðæäåíèå èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê: specZ - îäíîñâÿçåí.

1



2

ýëåìåíòîâ g ∈ G, òàêèõ ÷òî g(Pi) = Pi. Ãðóïïà GPi äåéñòâóåò íà ïîëå k = OK/Pi.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå

GPi
→ Gal(k/Fp).

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî èçîìîðôèçì. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
FPi
∈ GPi

⊂ G òàêîé, ÷òî FPi
(a) = ap modPi, äëÿ ëþáîãî a ∈ OK .

(ã) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû FPi
è FPj

ñîïðÿæåíû â G.
Çàìå÷àíèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷è 3, îáîçíà÷èì ÷åðåç Fp êëàññ ñîïðÿæåííîñòè

â G ýëåìåíòîâ FPi . Fp íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì Ôðîáåíèóñà, îòâå÷àþùèì ïðîñòîìó
÷èñëó p. Ïóñòü T - ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë íàä êîòîðûìè ðàñøèðåíèå K ⊃ Q
íåðàçâåòâëåíî. Ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå

T −→ êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â G

Ãëóáîêàÿ è âàæíàÿ òåîðåìà ×åáîòàðåâà óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñþ-
ðüåêòèâíî. Áîëåå òîãî, ïðîîáðàç êàæäîãî êëàññà ñîïðÿæåííîñòè áåñêîíå÷åí. Êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò òåîðåìà Äèðèõëå î
ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ.
4. Ïóñòü p > 2 - ïðîñòîå ÷èñëî, µp - ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1 â C.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî Q(µp) ⊃ Q íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ñ ãðóïïîé Ãàëóà (Z/p)∗.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê â Q(µp) ðàâåí Z[µp] è ÷òî ðàñøèðåíèå
Q(µp) ⊃ Q ðàçâåòâëåíî òîëüêî íàä p.
(â) Äëÿ ïðîñòîãî l 6= p âû÷èñëèòå ýëåìåíò Ôðîáåíèóñà Fl ∈ (Z/p)∗.
5. (a) ÏóñòüK - ïîëå õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè èçîìîðôèçìîâ öåíòðàëüíûõ
ïðîñòûõ àëãåáð ðàçìåðíîñòè 4 íàä K è êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì ðàíãà 3 ñ äèñêðèìèíàíòîì 1 íàä K.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 4 íàä K
èçîìîðôíà àëãåáðå îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ Ha,b(K).
(â) Äîêàæèòå, ÷òî íàä Qp ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà 4-ìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì.
(ã) Ïóñòü D - öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 4 íàä Q. Äëÿ êàæäîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p îïðåäåëèì ëîêàëüíûé íâàðèàíò invp(D) ∈ {1,−1}: invp(D) =
1 åñëè è òîëüêî åñëè D ⊗ Qp - ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
inv∞(D) ∈ {1,−1}. Äîêàæèòå, ÷òî

∏
invv(D) = 1 (çäåñü v ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå è

∞). Áîëåå òîãî, D îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ëîêàëüíûìè èíâàðèàíòûìè.
Íàêîíåö, ëþáîé íàáîð (av ∈ {1,−1}), òàêîé ÷òî av = 1 äëÿ ïî÷òè âñåõ v è

∏
av = 1

ðåàëèçóåòñÿ ïîäõîäÿùåé D.
6. Êàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìàìè?

( à) 2x2 − 5y2

(á)2x2 − 6y2 + 15z2?


