
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè
ëèñòîê 4, 10.11.2016

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè 10 ïî äàííîìó ëèñòêó íåîáõîäèìî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ (îñòàëüíûå
îöåíêè âûñ÷èòûâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî). Äåäëàéí 26 íîÿáðÿ. Çàäà÷è, ñäàííûå ïîñëå äåäëàéíà,
ñòîÿò íà 25% ìåíüøå. Èòîãîâàÿ îöåíêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 0.7 ñðåäíåé îöåíêè çà ëèñòêè +
0.7 îöåíêè çà ýêçàìåíàöèîííóþ ðàáîòó.

1.Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, T : G → GL(V ) � åå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå â êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â V àëãåáðû Ëè ãðóïïû G òàê-
æå íåïðèâîäèìî.

2. Îïèøèòå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SO(3) .

3. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè c áàçèñîì X,Y, Z è ñêîáêîé [X,Y ] = Z , [X,Z] = [Y, Z] = 0 (òðåõìåðíàÿ
àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà). Äîêàæèòå, ÷òî âñå åå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíû. Óêàçàíèå:
åñëè A è B � îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ñëåä îïåðàòîðà AB −BA
ðàâåí íóëþ.

4.Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SU(2) êàê ìíîãîîáðàçèå åñòü ñôåðà S3 è ÷òî ïðè îòîæäåñòâëåíèè SU(2) =
S3 ìåðà Õààðà ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííîé ìåðîé íà ñôåðå.

5. Âû÷èñëèòå ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåðó Õààðà íà ãðóïïå GL(N,C) . ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ãðóïïà óíèìîäó-
ëÿðíîé?

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ∆(g) íà ãðóïïå Ëè G îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ∫
G
f(xg−1)µL(dx) = ∆(g)

∫
G
f(x)µL(dx),

ãäå µL � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåðà Õààðà.

6. Âû÷èñëèòå ôóíêöèþ ∆(g) äëÿ ãðóïïû ìàòðèö âèäà
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]
, ãäå a è b � êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

a ̸= 0 .

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû Ëè G ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ äàåòñÿ ôîðìóëîé ∆(g) =
| detAd(g)|−1 , ãäå Ad � ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â åå àëãåáðå Ëè.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà âåùåñòâåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà N ×N ñ åäèíèöàìè
íà äèàãîíàëè óíèìîäóëÿðíà.

9. Ãðóïïà G = SL(2,R) äåéñòâóåò íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H+ := {z ∈ C, Imz > 0} äðîáíî-
ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè [

a b
c d

]
· z =

az + b

cz + d
.

Äîêàæèòå, ÷òî íà H+ ñóùåñòâóåò G-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà (îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííî-
ãî ìíîæèòåëÿ). Âû÷èñëèòå ýòó ìåðó.

10. Òà æå çàäà÷à äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû SU(1, 1) äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà åäèíè÷íîì
êðóãå |z| < 1 . (Ãðóïïà SU(1, 1) ñîñòîèò èç êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2 , ñ îïðåäåëèòåëåì
1 è ñîõðàíÿþùèõ èíäåôèíèòíóþ ýðìèòîâó ôîðìó |z1|2 − |z2|2 â C2 .)

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 9 è 10 ðå÷ü èäåò î äâóõ ìîäåëÿõ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî è ñîîòâåòñòâåííî
î äâóõ ðåàëèçàöèÿõ ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
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