
ìÉÓÔÏË 06. óÒÏË ÓÄÁÞÉ 09 ÄÅËÁÂÒÑ 2016 ÇÏÄÁ.

äÌÑ ÓÄÁÞÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 6.1 | 6.5 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÞÉÓÔÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÀ
ÓÔÏÌØËÏ ÐÕÎËÔÏ× ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÓÏÞÔÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ×ÙÓÌÕÛÁÔØ. úÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚ-
ÄÏÞËÏÊ ÓÄÁÀÔÓÑ É ÆÉËÓÉÒÕÀÔÓÑ × ËÏÎÄÕÉÔÅ, ÎÏ × ÂÁÌÌÁÈ ÎÅ ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ.

06.01. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × Rn ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ U ⊂ R × Rn: f : U → Rn.

Á) ðÕÓÔØ � ∈ R ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ U . äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ f × ÔÏÞ-
ËÅ � É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(t) = (f1(t); : : : ; fn(t))
(ÇÄÅ fi : U → R), ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ f × ÔÏÞËÅ � ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ fi × ÔÏÞËÅ � É ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
df(�) = (f ′1(�); : : : ; f ′n(�)) · dt. åÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ f(t) ËÁË ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÐÏ ËÒÉ-
×ÏÊ ÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ ~v = (f ′1(�); : : : ; f ′n(�)) ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ×ÅËÔÏÒ
ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = �.

Â) ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ, ÅÓÌÉ f ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l × Rn, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÕ f(�) ∈ Rn Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ~v. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ f(t) ÄÏ
ÐÒÑÍÏÊ l ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t ÅÓÔØ o(t−�). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ l Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ
Ë ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ f(t) × ÔÏÞËÅ f(�).

×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ l ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ËÒÉ×ÏÊ,
Ô.Å. ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : U → Rn ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g = f ◦ ', ÇÄÅ ' ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ' : V → R Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
V ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ � ÔÁË ÞÔÏ '(�) = � É '(V ) ⊂ U .

06.02 äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ðÕÓÔØ D | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
ÔÏÞËÉ (a; b) ∈ R2, É ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : D → R.

Á) äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ f × ÔÏÞËÅ (a; b) É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ×
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ f(x; y) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
df = @f

@x(a; b)dx+ @f
@y (a; b)dy. (äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ!)

Â) ðÕÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ @f
@x É @f

@y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ
(a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ (a; b).

×) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÞÔÏ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ × ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (a; b), ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ f ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

06.03 Á) ðÕÓÔØ U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ∈ Rn, V | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b ∈ Rm, f : U →
Rm, g : V → Rk, f(U) ⊂ V , f(a) = b, f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ a, g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ×
ÔÏÞËÅ b = f(a). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g ◦ f × ÔÏÞËÅ a ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×: d(g ◦ f)(a) = dg(b) ◦ df(a).

Â) ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ n = 1, m = 2, k = 1, Ô.Å. ÉÍÅÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ
f(t) = (f1(t); f2(t)) É g(x1; x2). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ
ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

(g(f1(t); f2(t)))′ = @g
@x1

(f1(t); f2(t)) · f ′1(t) + @g
@x2

(f1(t); f2(t)) · f ′2(t):

×) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ xx, ÐÒÅÄÓÔÁ×É×
ÅÅ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) = (x; x) É g(u; v) = uv.

Ç) ðÕÓÔØ '(t) - ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ g(x; y) ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ x = a+ �t; y = b+�t. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ '′(0)
ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ g. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ (�; �) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÔÏ '′(0)
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g × ÔÏÞËÅ (a; b) ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ (�; �).



06.04 éÎ×ÅÒÓÉÅÊ F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÔÏÞËÉ O) × ÓÅÂÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ M (M 6=
O) × ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ M ′, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÌÕÞÅ OM , ÞÔÏ |OM | · |OM ′| = R2. ðÏÌÏÖÉÍ R = 1, Á ×
ËÁÞÅÓÔ×Å O ×ÏÚØÍÅÍ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × R2.

Á) ÷ÙÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ F (M), ÇÄÅ M ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y).

Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F × ÔÏÞËÅ (a; b) É ÏÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ.

06.05 îÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.
Á) ðÕÓÔØ f(a; b) = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × D ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË P = [p; q] ×

[r; s] = {(x; y) p ≤ x ≤ q; r ≤ y ≤ s}, ÞÔÏ a ∈ (p; q), b ∈ (r; s) É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x0 ∈
[p; q] ÆÕÎËÃÉÑ f(x0; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ y ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [s; t]. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ a ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (u; v) ⊂ (p; q) É ÆÕÎËÃÉÑ g : (u; v) → R,
ÞÔÏ ÐÒÉ u < x < v, r < y < s ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x; y) = 0 É y = g(x) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a.
Ç) ðÕÓÔØ f(a; b) = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ

× D, É @f
@y (a; b) 6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ (a; b) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË

Q = (u; v)× (r; s) = {(x; y) u < x < v; r < y < s}; Q ⊂ D;

É ÆÕÎËÃÉÑ g : (u; v) → R, ÞÔÏ ÐÒÉ u < x < v, r < y < s ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x; y) = 0 É y = g(x)
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ a É

g′(a) = −
@f
@x(a; b)
@f
@y (a; b)

:

06.06.* ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ 06.03Á) n = 1, m = k, É ÆÕÎËÃÉÉ f É g ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ,
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ f ×ÓÀÄÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ (Ô.Å. f(t) | ÇÌÁÄËÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ), Á ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌ g ×ÓÀÄÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ, Ô.Å. det(dg) 6= 0. ôÏÇÄÁ b = f(a) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ f(t) ÐÒÉ
t = a ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ b ∈ Rm. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g(f(t)) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ
ËÒÉ×ÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ g(f(t)) × ÔÏÞËÅ g(b) ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ
ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ f(t) × ÔÏÞËÅ b ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ dg(b).

06.07.* äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ. (óÍ 06.04 É 06.06.)

06.08.* ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÕÎËÔÁ 06.03Á) n = k = 1, m = 3 É f(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÁ-
ÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × R3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ g(x; y; z) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ( @g@x(b); @g@y (b); @g@z (b)) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ËÁÓÁÔÅÌØ-
ÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ f(t) × ÔÏÞËÅ b. üÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÀ Ë ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.
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