
Çàäà÷è ïî ïðîãðàììå îáÿçàòåëüíûõ äèñöèïëèí, ïî êîòîðûì ìîæåò áûòü

íàïèñàíà êóðñîâàÿ 1 ãîäà áàëàêàâðèàòà

Çàäà÷è ïî àëãåáðå

A1 Çíàìåíèòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîííà÷è {Fn} çàäàåòñÿ ëèíåéíûì ðåêóððåíò-
íûì óðàâíåíèåì: F0 := 0, F1 := 1 è Fn+2 := Fn+1 + Fn.
à) Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ F (t) :=

∑
n≥0 Fnt

n;
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ a(t) :=

∑
ant

n ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷è-
ñåë {an}, çàäàííîé ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåì an+k =

∑k−1
j=0 cjan+j ïðè ëþáûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè;
â) Ïóñòü {ain}li=1, íàáîð èç l ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîâ-
ìåñòíîìó ëèíåéíîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ äëèíû k: asn+k =

∑
1≤i≤l

0≤j≤k−1
csija

i
n+j,

csij ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ {a11 = m1
1, . . . , a

l
k =

ml
k} ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ai(t) :=

∑
n≥0 a

i
nt
n i-îé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò îòíîøå-

íèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè;
ã)* Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé ãðàô. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïóòåé äëèíû n â ãðàôå Γ ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé.

À2 a) Äëÿ ïðîñòîãî p > 2 âû÷èñëèòå ïîðÿäîê âû÷åòà ÷èñëà (p + 1) â ãðóïïå îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ (Z/(pnZ))∗ è äîêàæèòå, ÷òî ýòà ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ;
á) Îïèøèòå ãðóïïó (Z/(2nZ))∗;
â) Îïèøèòå â îáùåì ñëó÷àå ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ (Z/(nZ))∗.

À3 à) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ïàðû ïîäïðîñòðàíñòâ
ðàçìåðíîñòåé k è l â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n? Âåðíî ëè, ÷òî ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ
ðàçìåðíîñòåé k è l â äàííîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàìåðíîñòüþ èõ ïåðåñå÷åíèÿ?
á) Ïîêàæèòå, ÷òî òðîéêà ïîäïðîñòðàíñòâ â äàííîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàìåðíîñòÿìè ñâîèõ ýëåìåíòîâ è ðàçìåð-
íîñòÿìè èõ ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé?
â) Ïðèâåäèòå êîíå÷íûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûìè òðîéêà ïîäïðîñòðàíñòâ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ.

À4 Îïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ìíîæåñòâî ïàð ïîëíûõ ôëàãîâ â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå

À5 Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) := xp−x− a ëèáî
íåïðèâîäèì íàä F, ëèáî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé.

À6 Äîêàæèòå, ÷òî a) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ïîëå ìîæåò áûòü òîëüêî ñòåïåíüþ
ïðîñòîãî ÷èñëà;
á) êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ;
â) âñå ïîëÿ èç pn ýëåìåíòîâ èçîìîðôíû;
ã) ïîëå èç p ýëåìåíòîâ âêëàäûâàåòñÿ â ïîëå èç q ýëåìåíòîâ åñëè è òîëüêî åñëè q = pk.

À7 (Ôîðìóëà Áèíå-Êîøè) Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n è B � ìàòðèöà ðàçìåðà n×m
(äëÿ m > n). Äîêàæèòå, ÷òî det(AB) = 0 è det(BA) =

∑
1≤i1<...<in≤mAi1...inBi1...in , ãäå

Ai1...in (ñîîòâåòñòâåííî Bi1...in) � ìèíîðû ïîðÿäêà n, ñîñòàâëåííûå èç ñòðîê (ñòîëáöîâ) ñ
íîìåðàìè i1, . . . , in.



À8 à) Ïóñòü f(x) = xn+an−1x
n−1+ . . .+a0 è g(x) = xm+bm−1x

m−1+ . . .+b0 ìíîãî÷ëåíû, ÷üè
êîðíè ðàâíû α1, . . . , αn è β1, . . . , βm ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî Res(f, g) :=∏

i,j(αi−βj), íàçûâàåìîå ðåçóëüòàíòîì ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x), ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî

ïðè ïîìîùè äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû ïîðÿäêà n + m


1 an−1 an−2 ... ... a0 0 ... 0
0 an an−1 an−2 ... a1 a0 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 an an−1 an−2 ... a1 a0
1 bm−1 ... b1 b0 0 ... ... 0
0 bm ... ... b1 b0 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 ... ... 0 bm bm−1 ... b1 b0

 ,

íàçûâàåìîé ìàòðèöåé Ñèëüâåñòðà;

á) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî óñëîâèå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = a0 + . . .+ anx
n èìååò êðàòíûé

êîðåíü ìîæåò áûòü çàäàíî ìíîãî÷ëåíîì îò êîýôôèöèåíòîâ ai.

À9 Äîêàæèòå, ÷òî äåòåðìèíàíò êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n ðàâåí íóëþ, åñëè
n � íå÷åòíî è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìíîãî÷ëåíà îò ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ, åñëè n �
÷åòíîå ÷èñëî. Âûïèøèòå ýòîò ìíîãî÷ëåí, íàçûâàåìûé ïôàôôèàíîì?

À10 (Òåîðåìà Àìèöóðà-Ëåâèöêîãî) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö A1, . . . , A2n ïî-
ðÿäêà n âûïîëíåíî òîæäåñòâî ∑

σ∈S2n

(−1)σAσ1 . . . Aσ(2n) = 0

Çàäà÷è ïî ãåîìåòðèè:

Ã1 Õàðàêòåðèçàöèÿ âåùåñòâåííûõ êîíèê ïîñðåäñòâîì èíâàðèàíòîâ. Ëèñòîê 4, çàäà÷è 1-3.

Ã2 Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíèê â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ëèñòîê 4, çàäà÷è 4-6.

Ã3 Ïîäîáèÿ ïëîñêîñòè. Ëèñòîê 4, çàäà÷è 7-8.

Ã4 Îáúåì ñå÷åíèé òåòðàýäðà. Ëèñòîê 4, çàäà÷à 10.

Ã5 Ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä F2 íà ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà. Ëèñòîê 3, çàäà÷à 1.

Ã6 Ñïåöèàëüíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëÿìè R,Q,ZZ2. Ëèñòîê 3, çàäà÷à 4.

Ã7 Äâîéñòâåííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèñòîê 3, çàäà÷è 2 è 8.

Ã8 Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ëèñòîê 3, çàäà÷à 9.

Ã9 Ðåøåòêè â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ëèñòîê 3, çàäà÷à 10.

Ã10 Îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ëèñòîê 3, çàäà÷à 3.

Ã11 Òåîðåìà Õúåëüìñëåâà-Ìîðëè. Ëèñòîê 2, çàäà÷è 8-10.

Ã12 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äàííûé ïÿòèóãîëüíèê ìîæíî áûëî àôôèííûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì ïåðåâåñòè â ïðàâèëüíûé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷åòûðå äèàãîíàëè
ýòîãî ïÿòèóãîëüíèêà áûëè ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì, íå èìåþùèì ñ ýòèìè äèàãîíàëÿìè
îáùèõ âåðøèí



Ã13 Äàí òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà M íà ïëîñêîñòè. Ñóùåñòâóåò ëè àôôèíííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå, ïåðåâîäÿùåå òðåóãîëüíèê ABC â äðóãîé òðåóãîëüíèê A′B′C ′ è òî÷êó M â òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ åãî âûñîò? Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ óêàæèòå óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî.

Ã14 Äîêàçàòü, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ ïðîñòðàíñòâà, ÷åðåç ëþ-
áóþ åãî òî÷êó ìîæíî ïðîâåñòè òðè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ïðÿìûå k, l,m, ÷òî ïðÿìûå
ϕ(k), ϕ(l), ϕ(m) òàêæå áóäóò îðòîãîíàëüíû.

Ã15 Äîêàçàòü, ÷òî öåíòðû âñåõ ýëëèïñîâ, êàñàþùèõñÿ äàííûõ ÷åòûðåõ ïðÿìûõ, ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

Ã16 Ïóñòü C - íåïóñòàÿ íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ èíâîëþöèÿ f íà C
âûñåêàåòñÿ ïó÷êîì ïðÿìûõ, ò.å., ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà O 6∈ C, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
X ∈ C èìååì {X, f(X)} = OX ∩ C.

Ã17 Äîêàçàòü, ÷òî òðè ìåäèàíû ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå

Ã18 Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé óãîë ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàÿìè 3, 4, 6 ìåíü-
øå ñîîòâåòñòóþùåãî óãëà åâêëèäîâà òðåóãîëüíèêà ñ òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí

Çàäà÷è ïî ëîãèêå:

Ë1 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R3 ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ðà-
äèóñà 1.

Ë2 Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëè (N; =,+,×, 0, 1) îïðåäåëèìî ìíîæåñòâî Aq = {qn : n > 0} äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q.

Ë3 Ñôîðìóëèðóåì ïðèíöèï ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà: äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà íåïóñòûõ ìíî-
æåñòâ S ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : S → P(

⋃
S), ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó S åãî

íåïóñòîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî. Âûâåäèòå àêñèîìó âûáîðà èç ïðèíöèïà ìíîæåñòâåí-
íîãî âûáîðà.

Ë4 Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäèêàò x = γ îïðåäåëèì â ìîäåëè (R; =,+,×, 0, 1) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà γ � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.

Çàäà÷è ïî àíàëèçó:

Àí1 (01.07) Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìíîæåñòâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç îäíîãî ìíîãîêðàòíûì
ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé çàìûêàíèÿ è äîïîëíåíèÿ . (Îòâåò 14, äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî
íàéòè ãäå-òî ñðåäè çàäà÷ â êíèæêå Êåëëè "Îáùàÿ òîïîëîãèÿ").

Àí2 (01.09) Ïðèìåð óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå Àðõèìåäà.

Àí3 (03.07) Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñòåò êàê ëîãàðèôì.

Àí4 (05.06) Ðÿä äëÿ π/4.

Àí5 Ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé è íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Àí6 Ïîñòðîåíèå êðèâûõ Ïåàíî, çàìîùàþùèõ îáëàñòè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.



Àí7 Ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èìååòñÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ â
äðóã äðóãà çàìêíóòûõ øàðîâ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì.

Àí8 Ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî Êîøè è ïî Äåäåêèíäó.


