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1. Ëåêöèÿ 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

1.1. Ââåäåíèå. Îëèâåð Õåâèñàéä (àíãë. Oliver Heaviside, 18 ìàÿ, 1850 � 3 �åâðàëÿ, 1925) �

àíãëèéñêèé ó÷åíûé-ñàìîó÷êà, èíæåíåð, ìàòåìàòèê è �èçèê. Âïåðâûå ïðèìåíèë êîìïëåêñíûå

÷èñëà äëÿ èçó÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ðàçðàáîòàë òåõíèêó ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, ïåðå�îðìóëèðîâàë óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â òåðìèíàõ òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ, íàïðÿ-

æåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèé, è, íåçà-

âèñèìî îò äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, ñîçäàë âåêòîðíûé àíàëèç. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî Õåâèñàéä áîëü-

øóþ ÷àñòü æèçíè áûë íå â ëàäàõ ñ íàó÷íûì ñîîáùåñòâîì, åãî ðàáîòû èçìåíèëè îáëèê ìàòåìàòè-

êè è �èçèêè. Â 1874 ãîäó îí îñòàâëÿåò äîëæíîñòü òåëåãðà�èñòà è çàíèìàåòñÿ èññëåäîâàíèÿìè

÷àñòíûì ïîðÿäêîì â äîìå ñâîèõ ðîäèòåëåé. Â ýòî âðåìÿ îí ðàçðàáîòàë òåîðèþ ëèíèé ïåðåäà÷è

(òàêæå èçâåñòíóþ êàê �òåëåãðà�íûå óðàâíåíèÿ�). Õåâèñàéä ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàë, ÷òî ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ åìêîñòü òåëåãðà�íîé ëèíèè ìèíèìèçèðóåò îäíîâðåìåííî çàòóõàíèå è

èñêàæåíèå ñèãíàëà. Ìåæäó 1880 è 1887 ãîäàìè Îëèâåð Õåâèñàéä ðàçðàáàòûâàë îïåðàöèîííîå

èñ÷èñëåíèå (îí ââåë îáîçíà÷åíèå D äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà), ìåòîä ðåøåíèÿ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ ê îáûêíîâåííûì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì,

êîòîðûé ïîíà÷àëó âûçâàë áóðíóþ ïîëåìèêó èç-çà îòñóòñòâèÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ. Òîãäà îí

ïðîèçí¼ñ èçâåñòíóþ �ðàçó: �Ìàòåìàòèêà åñòü íàóêà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ, îïðåäåëåíèÿ ïîÿâëÿ-

þòñÿ ïîñëåäíèìè�. Ýòî áûëî îòâåòîì íà êðèòèêó çà èñïîëüçîâàíèå åù¼ íå âïîëíå îïðåäåë¼ííûõ

îïåðàòîðîâ. Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà:

(1.1) θ(t) =

{
1, t > 0
0, t < 0

,

äàåò ïðîñòåéøèé ïðèìåð îáîáùåííîé �óíêöèè (íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà ïðè t = 0).
Îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå ≡ Îïåðàöèîííûé ìåòîä ≡ Ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå

Õåâèñàéä ââåë ñëåäóþùèé íàáîð �îðìàëüíûõ îïåðàöèé íàä ñèìâîëîì p =
d

dt
, ãäå t � íåçà-

âèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ:

x(t) = x

x(n)(t) ⇔ pnx, n = 0, 1, . . . ,

Lx = a0x
(n) + a1x

(n−1) + · · ·+ anx⇔ L(p) = a0p
n + a1p

n−1 + · · ·+ an
∫ t

0

dt′ x(t′) ⇔ 1

p
· x

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Õåâèñàéäà: ðåøåíèå íà÷àëüíûõ (êðàåâûõ) çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ (èíòåãðàëüíûõ) óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 1.1. Âîò ïðèìåð ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è

x′(t)− x(t) = 1, x(0) = 0.

ìåòîäîì Õåâèñàéäà. Ïî óêàçàííûì âûøå ïðàâèëàì âìåñòî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìå-

åì àëãåáðàè÷åñêîå: px− x = 1. �åøàåì åãî:

x =
1

p− 1
· 1 ≡ 1

p
· 1

1− 1

p

· 1,

�îðìàëüíî ðàçëàãàåì åãî â ðÿä ïî 1/p:

x =

(
1

p
+

1

p2
+ . . .+

1

pn
+ . . .

)
· 1

è ïîëüçóåìñÿ òàáëè÷êîé Õåâèñàéäà òåïåðü ñïðàâà íàëåâî:

1

p
· 1 ⇔

∫ t

0

dt = t,
1

p2
· 1 ≡ 1

p
· 1
p
· 1 ⇔

∫ t

0

t dt =
t2

2
, è ò.ä.
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÷òî äàåò

x(t) = t+
t2

2!
+ . . .+

tn

n!
+ . . . = et − 1,

÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî.

Îáîñíîâàíèå ñèìâîëè÷åñêîãî (îïåðàöèîííîãî) ìåòîäà äàíî Áðîìâè÷åì è Êàðñîíîì â 20-ûå

ãîäû XX-ãî ñòîëåòèÿ. Îíè ñâÿçàëè ýòîò ìåòîä ñ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðîáðàçîâàíèé, òî÷íåå

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (�ðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, �èçèê, àñòðîíîì, 1749�1827). Ïðè ýòîì p
îêàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì p = pRe + ipIm.
Ñõåìà îïåðàöèîííîãî ìåòîäà. Òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ x(t) äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî

t, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ, ñîäåðæàùåìó ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû îò íåå.

1. Ïåðåõîäèì ê îáðàçó X(p) èñêîìîé �óíêöèè.

2. Óðàâíåíèå íà x ïåðåõîäèò â àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå íà X .

3. �åøàåì ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì X(p)
4. Ïåðåõîäèì ê îðèãèíàëó x(t).
(àíàëîãèÿ ñ ëîãàðè�ìèðîâàíèåì)

Äàäèì òåïåðü ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ.

1.2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îðèãèíàëîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ �óíêöèÿ f(t) âåùåñòâåííîãî
àðãóìåíòà t, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

(1) f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà âñþäó, êðîìå îòäåëüíûõ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê,

ãäå îíà èìååò ðàçðûâû 1 ðîäà (ïðè÷åì íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå òàêèõ òî÷åê �

êîíå÷íîå ÷èñëî), ò.å., äëÿ êàæäîãî t, êðîìå óêàçàííûõ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, íàéäóòñÿ
òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû A, a ≤ 1 è h0, ÷òî âûïîëíåíî

|f(t+ h)− f(t)| < A|h|a

äëÿ âñåõ h, |h| < h0, ãäå A, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòü îò t;
(2) f(t) = 0 ïðè t < 0;
(3) f(t) ðàñòåò íå áûñòðåå íåêîòîðîé ýêñïîíåíòû, ò.å., |f(t)| < Mes0t äëÿ íåêîòîðîãî

M > 0 è âåùåñòâåííîãî s0, íàçûâàåìîãî ïîêàçàòåëåì ðîñòà f(t) (òî÷íåå, inf).

Åñëè ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 3, òî f(t) = θ(t)ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåì óñëîâèÿì.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà �óíêöèè f(t) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî p
(èçîáðàæåíèå)

(1.2) F (p) =

∞∫

0

f(t)e−ptdt.

Ôóíêöèÿ θ(t) � ïðîñòåéøèé ïðèìåð îðèãèíàëà (÷àñòî íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé �óíêöèåé). Âî-

îáùå åå ÷àñòî îïóñêàþò (çàìåíÿþò íà 1), âñåãäà ïîäðàçóìåâàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2 â ýòîì

ìåòîäå.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Èçîáðàæåíèåì �óíêöèè f(t) (no Ëàïëàñó) íàçûâàþò �óíêöèþ êîìïëåêñ-

íîãî ïåðåìåííîãî p = s + iσ, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì (1.2). Ôðàçà ��óíêöèÿ f(t) èìååò
ñâîèì èçîáðàæåíèåì F (p)� çàïèñûâàåòñÿ êàê f(t) + F (p) èëè F (p) + f(t).

(Ïðåîáðàçîâàíèå Õåâèñàéäà ñîäåðæèò ëèøíèé ìíîæèòåëü p.)

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ âñÿêîãî îðèãèíàëà f(t) èçîáðàæåíèå F (p) îïðåäåëåíî â ïîëóïëîñêîñòè Re p =
s > s0, ãäå s0 � ïîêàçàòåëü ðîñòà f(t), è ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè àíàëèòè÷åñêîé �óíê-
öèåé p.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè ïî ñâîéñòâó 3:

∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

dt f(t)e−pt

∣∣∣∣∣∣
≤M

∞∫

0

dt e−(s−s0)t =
M

s− s0
,

òàê ÷òî â óêàçàííîé îáëàñòè èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Êðîìå òîãî â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè

Re p ≥ s1 > s0 ∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

dt tf(t)e−pt

∣∣∣∣∣∣
≤ M

∞∫

0

dt te−(s−s0)t =
M

(s1 − s0)2
.

Ïîýòîìó â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0 èíòåãðàë, ïîëó÷àþùèéñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî p,
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, èáî îí òàêæå ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì, íå çàâèñÿùèì îò p.
Èòàê, �óíêöèÿ F (p) â ëþáîé òî÷êå ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0 îáëàäàåò ïðîèçâîäíîé. ×àñòî ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå èçîáðàæåíèé ëåâåå ïðÿìîé Re p = s0. Åñëè
òî÷êà p ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî Re p íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, òî F (p) ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ â ñèëó ïåðâîé îöåíêè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F (p) → 0, åñëè p → ∞, îñòàâàÿñü âíóòðè

ëþáîãî óãëà −π/2 + δ < arg p < π/2 + δ, ãäå δ > 0 ñêîëü óãîäíî ìàëî, ïðè÷åì ýòà ñõîäèìîñòü

ðàâíîìåðíà îòíîñèòåëüíî arg p. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, F (p) àíàëèòè÷íà â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êå, òî F (p) → 0 ïðè p→ ∞ ïî ëþáîìó ïóòè; ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå F (p) èìååò íóëü
â áåñêîíå÷íîñòè.

1.3. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Çäåñü ïîòðåáóåòñÿ ëåììà Æîðäàíà.

Ëåììà Æîðäàíà. Ïóñòü g(z) � �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

CRn
íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã îêðóæíîñòåé: CRn

= {z : |z| = Rn, Im z > a}, ãäå
a �èêñèðîâàíî. Åñëè íà òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äóã �óíêöèÿ g(z) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

n→ ∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg z, òî äëÿ ëþáîãî α > 0

(1.3) lim
R→∞

∫

CR

g(z)eiαz dz = 0

Òåîðåìà 1.2. Åñëè �óíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì è F (p) ñëóæèò åå èçîáðàæåíèåì, òî

â ëþáîé òî÷êå t, ãäå f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(1.4) f(t) =
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp eptF (p),

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ âäîëü ëþáîé ïðÿìîé Re p = a > s0 è ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî

çíà÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ìû ïðèâåäåì çäåñü, �àêòè÷åñêè, íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.2, îïóñêàÿ íåêîòîðûå

äåòàëè. Ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå è ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî, íàïðèìåð, â � 1, ï. 79 êíèãè:

Ì.À.Ëàâðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò �Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî�, ãë. VI.

�àññìîòðèì èíòåãðàë

J(t) =
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp
ept

p
,

âçÿòûé âäîëü ïðÿìîé Re p = a > 0, ïðîõîäèìîé ñíèçó ââåðõ. Îáîçíà÷èì åùå ÷åðåç CR è C ′
R

÷àñòè îêðóæíîñòè |p| = R, ëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò ïðÿìîé Re p = a, à ÷åðåç
a− ib è a+ ib � êîíöû äóã CR è C ′

R, ò.å. òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé p = a (íóæíî
ñäåëàòü ðèñóíîê).
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Ïóñòü t > 0; òàê êàê 1/p → 0 ïðè R → ∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg p, òî ïî ëåììå

Æîðäàíà èìååì:

lim
R→∞

∫

CR

dp
ept

p
= 0.

Íî ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ:

a+ib∫

a−ib

dp
ept

p
+

∫

CR

dp
ept

p
= 2πi,

ïîýòîìó â ïðåäåëå ïðè R → ∞ ïîëó÷àåì, ÷òî

(1.5) J(t) =
1

2πi
lim
b→∞

a+ib∫

a−ib

dp
ept

p
= 1

ïðè t > 0. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì J(t) = 0 ïðè t < 0, ò.å.: J(t) = θ(t), ñì. (1.1). Äàëåå, ìû èìååì:

θ(t− τ) ≡ 1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp
ep(t−τ)

p
=

{
0, t < τ
1, t > τ

à òîãäà äëÿ �ñòóïåíüêè�

θ(t− τ1)− θ(t− τ2) ≡
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept
e−pτ1 − e−pτ2

p
=





0, t < τ1
1, τ1 < t < τ2
0, τ2 < t

,

ãäå τ1 < τ2. Ïðeäïoëoæèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé îðèãèíàë f(t) èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü. �àçîáüåì
åãî íà èíòåðâàëû n òî÷êàìè τ1, . . . , τn è ïðèáëèçèì f(t) ñòóïåí÷àòîé �óíêöèåé:

f(t) ∼=
n−1∑

k=1

f(τk)[θ(t− τk)− θ(t− τk+1)].

Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà òîãäà

f(t) ∼= 1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept
n−1∑

k=1

f(τk)
e−pτk − e−pτk+1

p
=

=
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept

(
n−1∑

k=1

f(τk)e
−pτk∆′τk

)
,

ãäå

∆′τk =
1− ep(τk−τk+1)

p
.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå, êîãäà òî÷êè τk çàïîëíÿþò âåñü èíòåðâàë è âñå ∆
′τk → 0, ìû ïîëó÷àåì

èñêîìîå âûðàæåíèå îðèãèíàëà ÷åðåç åãî èçîáðàæåíèå

f(t) =
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept




∞∫

0

dτ f(τ)e−pτ


 .

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðèãèíàëà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïîñðåäñòâîì ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 1: Ì.À.Ëàâðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò �Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî�, ãë. VI.
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2. Ëåêöèÿ 2

2.1. Åùå îäíà �îðìóëèðîâêà òåîðåìû îáðàùåíèÿ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî îðèãèíàë f(t) âïîë-
íå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì èçîáðàæåíèåì F (p) ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà f(t). Â
ñàìîì äåëå, ïî äîêàçàííîìó çíà÷åíèå îðèãèíàëà â òî÷êå åãî íåïðåðûâíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

èçîáðàæåíèå F (p), à çíà÷åíèÿ îðèãèíàëà â òî÷êàõ ðàçðûâà, î÷åâèäíî, íå âëèÿþò íà èçîáðàæå-

íèå.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè �óíêöèÿ F (p) àíàëèòè÷íà â ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

ïðè |p| → ∞ â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè Re p ≥ a > s0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg p, è èíòåãðàë∫ a+i∞
a−i∞

dp F (p) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî F (p) ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì �óíêöèè f(t), äàííîé â

(1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî p0, Re p0 > a, òîãäà èç (1.4) ñëåäóåò:

∞∫

0

dt e−p0tf(t) =
1

2πi

∞∫

0

dt e−p0t




a+i∞∫

a−i∞

dp eptF (p)


 .

Òàê êàê âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå p = a+ iσ, dp = idσ, òî ìîæíî âûíåñòè çà åãî çíàê ìíîæèòåëü
eat. Äàëåå, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣∣∣
e−p0t

a+i∞∫

a−i∞

dp eptF (p)

∣∣∣∣∣∣
≤ e(a−Re p0)t

+∞∫

−∞

dσ|F (a+ iσ)| ≤
+∞∫

−∞

dσ|F (a+ iσ)|

Òàêèì îáðàçîì ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t, è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäû-
äóùåé �îðìóëå ìîæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìû ïîëó÷èì:

∞∫

0

dt e−p0tf(t) =
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp F (p)

∞∫

0

dt e(p−p0)t =

=
−1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp
F (p)

p− p0
.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû íà äóãå îêðóæíîñòè C ′
R: |p| = R, Re p > a, èìååì max |F (p)| → 0 ïðè

R → ∞, ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣∣∣∣∣

∫

C′

R

dp
F (p)

p− p0

∣∣∣∣∣∣∣
→ 0

â ýòîì ïðåäåëå. Ñëåäîâàòåëüíî

∞∫

0

dt e−p0tf(t) = F (p0),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Äàëåå, èç (1.4)

|f(t)| ≤ eat

2π

+∞∫

−∞

dσ |F (a+ iσ)| =Meat,

òàê ÷òî è óñëîâèå 3 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Íà ïðîâåðêå óñëîâèÿ 1 ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ.



8

2.2. Ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Åñëè f(t) è f ′(t) � îðèãèíàëû, f(t) + F (p), òî

lim
p→∞

pF (p) = f(0),

ãäå p→ ∞ âíóòðè óãëà | arg p| < π/2− δ, ïðè íåêîòîðì δ > 0 è f(0) � ïðåäåë ñïðàâà. Åñëè òàæå
ñóùåñòâóåò limt→∞ f(t) = f(∞), òî

lim
p→0

pF (p) = f(∞),

ãäå p→ 0 âíóòðè òîãî æå óãëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(t) äè��åðåíöèðóåìà. Òîãäà ïåðâûé ïðåäåë ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ

ðàâåíñòâ:

(2.1) pF (p) = p

∫ ∞

0

dt e−ptf(t) = −
∫ ∞

0

dt
∂e−pt

∂t
f(t) = f(0) +

∫ ∞

0

dt e−ptf ′(t),

è ïîñëåäíèé èíòåãðàë èñ÷åçàåò ïðè p → ∞. Åñëè �óíêöèÿ f(t) íå äè��åðåíöèðóåìà, òî åå

ñêîëüêî óãîäíî òî÷íî ìîæíî ïðèáëèçèòü äè��åðåíöèðóåìîé, ïîñëå ÷åãî ïðîõîäèò òî æå äîêà-

çàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïðåäåëà çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå limt→∞ f(t) âëå-
÷åò îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèè f(t). Ïîýòîìó s0 = 0 è ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (2.1) ñóùåñòâóåò

ïðè ëþáîì p, Re p > 0 è ñóùåñòâóåò ïðè p = 0. Â óêàçàííîì â óñëîâèè óãëó îí ñõîäèò-

ñÿ ðàâíîìåðíî ïî p, òàê ÷òî â (2.1) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó p → 0 â ýòîì óãëó, ÷òî äàåò∫∞

0
dt f ′(t) = limp→0 pF (p)− f(0).

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå òîãî, ÷òî pF (p)− f(0) èìååò ñâîèì îðèãèíàëîì f ′(t) ïî �îðìóëå

f ′(t) =
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept(pF (p)− f(0))

ïîñëåäíèé èíòåãðàë íåëüçÿ ðàçáèâàòü íà äâà, à ñëåäóåò çàïèñûâàòü êàê

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp pept
(
F (p)− f(0)

p

)
=

d

dt

1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dp ept
(
F (p)− f(0)

p

)
=

(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà)

=
d

dt
(f(t)− f(0)θ(t)) = f ′(t) ïðè t > 0.

2.3. Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

(2.2) 1 +
1

p
ïðåîáðàçîâàíèå θ(t); ep0t +

1

p− p0
.

Äàëåå îáîçíà÷àåì: f(t) + F (p), g(t) + G(p) è ò.ä.

I Ëèíåéíîñòü: αf(t) + βg(t) + αF (p) + βG(p).
II Ïîäîáèå: äëÿ ëþáîãî ïîñòîÿííîãî α > 0 èìååì: f(αt) + 1

α
F
(
p
α

)
.

III Åñëè �óíêöèÿ f(t) íàïðåðûâíà ïðè t > 0 è f ′(t) (èëè f (n)(t)) ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì, òî

f ′(t) + pF (p)− f(0),

f (n)(t) + pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0),

ãäå f (k)(0) = limt→+0 f
(k)(t).

IV Äè��åðåíöèèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ: F (n)(p) + (−t)nf(t).
V Èíòåãðèðîâàíèå îðèãèíàëà:

∫ t
0
f(τ)dτ +

F (p)
p
.

Åñëè f(t) � îðèãèíàë, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî g(t) =
∫ t
0
dt f(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì.

Òîãäà ïî III f(t) = g′(t) + pG(p) (ó÷ëè, ÷òî g(0) = 0). Îòêóäà, f(t) + F (p) = pG(p),
îòêóäà ñëåäóåò ðåçóëüòàò.
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VI Èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ. Åñëè èíòåãðàë

∫∞

p
dp′ F (p′) ñõîäèòñÿ, òî îí ñëóæèò èçîá-

ðàæåíèåì �óíêöèè f(t)/t:

f(t)

t
+

∫ ∞

p

dp′ F (p′),

ò.å. èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ðàâíîñèëüíî äåëåíèþ îðèãèíàëà íà t.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

∫∞

p
dp′ F (p′) =

∫∞

p
dp′
∫∞

0
dt e−p

′tf(t). Ïóñòü ïóòü èíòåãðèðîâà-

íèÿ (p,∞) âåñü ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè Re p ≥ a > s0. Òîãäà∣∣∣∣
∫ ∞

0

dt e−p
′tf(t)

∣∣∣∣ ≤M

∫ ∞

0

dt e−(a−s0)t,

÷òî äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî p′. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

∫ ∞

p

dp′ F (p′) =

∫ ∞

0

dt e−pt
f(t)

t
,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå. Îòñþäà æå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà.

VII Òåîðåìà çàïàçäûâàíèÿ. Äëÿ ëþáîãî τ > 0: f(t− τ) + e−pτF (p).
VIII Òåîðåìà ñìåùåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî p0: e

p0tf(t) + F (p− p0).

�åøèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà÷àëüíóþ çàäà÷ó:

x′(t)− x(t) = 1, t > 0,

x(0) = x0.

Ïåðåõîäÿ ê èçîáðàæåíèÿì, èìååì:

(2.3) (p− 1)X(p)− x0 =
1

p
, ò.å. X(p) =

1

p(p− 1)
+

x0
p− 1

, èëè X(p) =
1 + x0
p− 1

− 1

p
.

Âîçâðàùàÿñü ê îðèãèíàëàì ïî (2.2), ïîëó÷àåì:

(2.4) x(t) = (1 + x0)e
t − 1, t > 0,

÷òî îáîáùàåò ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû èìåëè ïî ìåòîäó Õåâèñàéäà.

Ëèòåðàòóðà ê Ëåêöèè 2: Ì.À.Ëàâðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò �Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî�, ãë. VI.
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3. Ëåêöèÿ 3.

3.1. Ñâåðòêà �óíêöèé. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ñâåðòêè �óíêöèé.Ñâåðò-

êîé �óíêöèé f(x) è g(x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ

(3.1) (f ∗ g)(x) =
∫
dy f(x− y)g(y),

åñëè äàííûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè óêàæåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñâåðò-

êè.

(1) Ñâåðòêà ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

(2) Ñâåðòêà êîììóòàòèâíà: f ∗ g = g ∗ f .
(3) Äèñòðèáóòèâíîñòü: f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.
(4) Àññîöèàòèâíîñòü: f∗(g∗h) = (f∗g)∗h. Òðåáóåò äëÿ ñâîåãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ

è ïåðåñòàíîâî÷íîñòè âñåõ èíòåãðàëîâ â �îðìàëüíîé âûêëàäêå

(f ∗ (g ∗ h))(x) =
∫
dy f(x− y)

∫
dz g(y − z)h(z) =

=

∫
dz

(∫
dy f(x− y)g(y − z)

)
h(z) =

=

∫
dz

(∫
dy f(x− z − y)g(y)

)
h(z) =

=

∫
dz(f ∗ g)(x− z)h(z) = ((f ∗ g) ∗ h)(x).

3.2. Ñâåðòêà, òåîðåìà Áîðåëÿ è èíòåãðàë Äþàìåëÿ. Ñâåðòêà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, åñëè

�óíêöèè � îðèãèíàëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (2) îðèãè-

íàëà

(3.2) (f ∗ g)(t) =
t∫

0

dτ f(t− τ)g(τ) ≡
t∫

0

dτ f(τ)g(t− τ),

÷òî îïðåäåëåíî â ñèëó ñâîéñòâà (3) è îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè t < 0. Ïóñòü s0 � íàèáîëüøåå èç
ïîêàçàòåëåé ðîñòà îðèãèíàëîâ, òîãäà

∣∣∣∣
∫ t

0

dτ f(τ)g(t− τ)

∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣
∫ t

0

dτ es0τes0(t−τ)
∣∣∣∣ =Mtes0t,

ò.å. òàêîé èíòåãðàë èìååò ïîêàçàòåëü s0 + ǫ, ãäå ǫ � ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî ñâåðòêà äâóõ èçîáðàæåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïîñêîëüêó f(t) è g(t) óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåì ñâîéñòâàì èçîáðàæåíèé, ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå îöåíêè:

|(f ∗ g)(t+ h)− (f ∗ g)(t)| =

=

∣∣∣∣∣∣

t+h∫

t

dτ f(t+ h− τ)g(τ) +

t∫

0

dτ [f(t+ h− τ)− f(t− τ)]g(τ)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤M1M2

t+h∫

t

dτ e(t+h−τ)s1+τs2 + |h|aA(t)M2

t∫

0

dτes2τ ≤ |h|a′A′,

ãäå |h| ≤ h′0 äëÿ íåêîòîðûõ íîâûõ êîíñòàíò a′, A′
è h0, ãäå A

′
, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòü

îò t. ×òî è äîêàçûâàåò ñâîéñòâî �åëüäåðà äëÿ ñâåðòêè.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó óìíîæåíèÿ (òåîðåìó Áîðåëÿ):
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Òåîðåìà 3.1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ èçîáðàæåíèé F (p) è G(p) òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì,

ïðè÷åì:

F (p)G(p) + (f ∗ g)(t).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èçîáðàæåíèÿ ñâåðòêè èìååì:

∫ t

0

dτ f(τ)g(t− τ) +

∫ ∞

0

dt e−pt
∫ t

0

dτ f(τ)g(t− τ).

Ñïðàâà çäåñü ñòîèò äâóêðàòíûé èíòåãðàë ïî ñåêòîðó ïëîñêîñòè (t, τ): èíòåãðèðîâàíèå ïî τ
âåäåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî t, à çàòåì ïî t îò 0 äî ∞. Òàê êàê ïðè Re p > s0 (s0 � íàèáîëüøèé èç
ïîêàçàòåëåé s1 è s2) ýòîò äâóêðàòíûé èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî â íåì ìîæíî èçìåíèòü

ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿì, è ìû ïîëó÷èì (çàìåíÿÿ åùå t íà t1 = t− τ):
∫ t

0

dτ f(τ)g(t− τ) +

∫ ∞

0

dτ f(τ)

∫ ∞

τ

dt e−ptg(t− τ) =

=

∫ ∞

0

dτ e−pτf(τ)

∫ ∞

0

dt1 e
−pt1g(t1) = F (p)G(p),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà Áîðåëÿ óòâåðæäàåò, ÷òî óìíîæåíèå èçîáðàæåíèé ðàâíî-

ñèëüíî ñâåðòûâàíèþ îðèãèíàëîâ.

Â ïðèëîæåíèÿõ ïîëåçíî ñëåäñòâèå òåîðåìû óìíîæåíèÿ, êîòîðîå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà

íàäî íàéòè îðèãèíàë ïðîèçâåäåíèÿ pF (p)G(p). Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ îðè-

ãèíàëà è (3.1), èìååì pF (p)G(p) +
d

dt
(f ∗ g)(t) + (f ∗ g)(0), ãäå ïîñëåäíèé ÷ëåí ðàâåí íóëþ ïî

(3.2). Òîãäà, äè��åðåíöèðóÿ ñâåðòêó, ïîëó÷àåì �îðìóëó (èíòåãðàë) Äþàìåëÿ:

pF (p)G(p) + f(0)g(t) + (f ′ ∗ g)(t).(3.3)

Â ñèëó ñèììåòðèè ñâåðòêè èíòåãðàë Äþàìåëÿ ìîæíî çàïèñàòü òàêæå êàê

pF (p)G(p) + f(0)g(t) + (g ∗ f ′)(t),

à ïåðåñòàâëÿÿ F ↔ G, ïîëó÷àåì

pF (p)G(p) + f(t)g(0) + (g′ ∗ f)(t) ≡ g(0)f(t) + (f ∗ g′)(t),
Ñïðàâåäëèâà òàêæå òåîðåìà äâîéñòâåííàÿ òåîðåìå óìíîæåíèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü äàíû äâà îðèãèíàëà f(t) è g(t) ñ ïîêàçàòåëÿìè ðîñòà s1 è s2. Èõ ïðîèç-

âåäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì, ïðè÷åì

f(t)g(t) +
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dq F (q)G(p− q),

ãäå a > s1 è Re p > s2 + a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâåäåíèå f(t)g(t), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äëÿ

îðèãèíàëîâ, ïîýòîìó äëÿ åãî èçîáðàæåíèÿ èìååì

f(t)g(t) +

∫ ∞

0

dt e−ptf(t)g(t).

Âîçüìåì a > s1 è çàìåíèì f(t) ïî �îðìóëå îáðàùåíèÿ:

f(t)g(t) +
1

2πi

∫ ∞

0

dt





a+i∞∫

a−i∞

dq eqtF (q)



 e−ptg(t) =

=
1

2πi

a+i∞∫

a−i∞

dq

{
F (q)

∫ ∞

0

dt e−(p−q)tg(t)

}
,
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ãäå ïåðåñòàíîâî÷íîñòü èíòåãðàëîâ ñëåäóåò èç èõ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïîëàãàÿ Re p > s2+a,
ïîëó÷àåì ÷òî Re(p−q) > s2, ïîñêîëüêó Re q = a. Ïîýòîìó âíóòðåííîé èíòåãðàë ðàâåí G(p−q).�

Çàìå÷àíèå 3.1. • Ïîñêîëüêó a ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê s1, òî èçîîáðàæå-

íèå �óíêöèè f(t)g(t) îïðåäåëåíî â ïîëóïëîñêîñòè Re p > s, ãäå s = s1 + s2 � ïîêàçàòåëü
ðîñòà ýòîé �óíêöèè.

• Ñïðàâåäëèâî òàêæå ðàâåíñòâî ñèììåòðè÷íîå óêàçàííîìó â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû:

f(t)g(t) +
1

2πi

b+i∞∫

b−i∞

dq′ F (p− q′)G(q′),

ãäå b > s2 è Re p > s1 + b. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì q′ = p − q, òîãäà ïî óñëîâèþ

òåîðåìû Re q′ > s2 + a − a = s2. Îáîçíà÷èì: Re q
′ = b, òîãäà b > s2, ÷òî äàåò ïåðâîå

óñëîâèå. Äàëåå, îïÿòü æå ïî óñëîâèþ òåîðåìû Re(p−q′) > s1, à òîãäà ïîëó÷àåì Re p >
s1 + b, ò.å. âòîðîå óñëîâèå.

Ïðèìåðû

Ñâîéñòâî 1 (ëèíåéíîñòü) ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïî (2.2) òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê

sinωt =
eiωt − e−iωt

2i
+

1

2i

(
1

p− iω
− 1

p+ iω

)
=

ω

p2 + ω2
,

cosωt =
p

p2 + ω2
, sinhωt +

ω

p2 − ω2
, coshωt +

p

p2 − ω2

Ñâîéñòâî IV ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïî (2.2)

tn +
n!

pn+1
, tnep0t +

n!

(p− p0)n+1

à èç ïðåäûäóùèõ �îðìóë

t sinωt +
2pω

(p2 + ω2)2
, t cosωt +

p2 − ω2

(p2 + ω2)2
,

Â ñèëó (2.2)

ebt − eat +
1

p− b
− 1

p− a
,

òàê ÷òî ïî Ñâîéñòâó VI, ïîëó÷àåì

ebt − eat

t
+

∞∫

p

dp′
(

1

p′ − b
− 1

p′ − a

)
= ln

p− a

p− b
.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó ïî èçîáðàæåíèþ ñèíóñà ïîëó÷àåì:

sin t

t
+

∞∫

p

dp′

1 + p′2
= arcctg p.

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî V, íàéäåì èçîáðàæåíèå èíòåãðàëüíîãî ñèíóñà

sit ≡
∫ t

0

sin t

t
+

arcctg p

p
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3.3. Íà÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Ïóñòü çàäàí äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ïîðÿäêà n:

L = a0
dn

dtn
+ a1

dn−1

dtn−1
+ . . .+ an.

Òðåáóåòñÿ ðåøèòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

Lx(t) = f(t),(3.4)

x(0) = x0, x′(0) = x1, . . . , x
(n−1)(0) = xn−1,(3.5)

ïðè÷åì a0 6= 0, è f(t) è x(t) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî n-ãî ïîðÿäêà ñóòü îðèãèíà-

ëû: F (p) + f(t) X(p) + x(t). Òîãäà, ïî ïðàâèëó äè��åðåíöèðîâàíèÿ è ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì

îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå:

(a0p
n + a1p

n−1 + . . .+ an)X(p) = F (p) + x0(a0p
n−1 + a1p

n−2 + . . .+ an−1)+

+ x1(a0p
n−2 + a1p

n−3 + . . .+ an−2) + · · ·+ xn−1a0,

ò.å.

A(p)X(p) = F (p) +B(p).

Îòñþäà

X(p) =
F (p) +B(p)

A(p)
.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå x(t) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âñåãäà ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ îðèãè-

íàëîì X(p).
�àññìîòðèì ïðèìåð: ðåøèòü óðàâíåíèå x′′ − x = 1 ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïî

ñêàçàííîìó

X(p) =
1

p2 − 1

(
1

p
+ x0p+ x1

)
,

òàê ÷òî x(t) = (1 + x0) cosh t+ x1 sinh t− 1.
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (3.4) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.5). Ïóñòü èçâåñòíî ðåøåíèå

x1(t) óðàâíåíèÿ Lx1(t) = 1 òàêæå ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè. Òîãäà èìååì:

A(p)X(p) = F (p), A(p)X1(p) =
1

p
,

îòêóäà X(p) = pX1(p)F (p). Ïîýòîìó, ïî �îðìóëå Äþàìåëÿ (3.3)

x(t) =

∫ t

0

dτ x′1(t− τ)f(τ).

Òàêèì îáðàçîì x′1(t− τ) � �óíêöèÿ �ðèíà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Ìû âèäèì, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà íà÷àëüíîé çàäà÷è (çàäà÷è Êîøè) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè äëÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ñó-

ùåñòâóåò, ðàâíà 0 ïðè t < s, çàâèñèò îò ðàçíîñòè t− s ïðè s < t è çàäàåòñÿ �îðìóëîé Äþàìåëÿ.
Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 3: Ì.À.Ëàâðåíòüåâ, Á.Â.Øàáàò �Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî�, ãë. VI.
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4. Ëåêöèÿ 4

4.1. �ðàíè÷íûå çàäà÷è è èõ �óíêöèè �ðèíà. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ãðàíè÷íûõ çàäà÷,

ïðè÷åì ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå �óíêöèè � îðèãèíàëû äëÿ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïóñòü L � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð n-ãî ïîðÿäêà

Lx = a0(x)
dn

dxn
+ a1(x)

dn−1

dxn−1
+ . . .+ an(x).

�àññìîòðèì çàäà÷ó

(4.1) Lxf(x) = g(x), a < x < b,

ãäå a è b êîíå÷íû, à âñå çàäàííûå �óíêöèè ai(x) è g(x) ãëàäêèå è äè��åðåíöèðóåìûå íóæ-

íîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì a0(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè x ∈ [a, b]. Ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå

ðåøåíèÿ, áóäåì èñêàòü åãî äëÿ ëþáîé �óíêöèè g(x) â âèäå

(4.2) f(x) =

x∫

a

dy G+(x, y)g(y) +

b∫

x

dy G−(x, y)g(y)

ãäå G+(x, y) è G−(x, y) � ãëàäêèå n ðàç äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè x. Î÷åâèäíî, ÷òî

f ′(x) = G+(x, x)g(x)−G−(x, x)g(x) +

x∫

a

dy G′
+(x, y)g(y) +

b∫

x

dy G′
−(x, y)g(y),

ãäå G+(x, x) = G+(x, x − 0), G−(x, x) = G+(x, x + 0), è øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x.
Åñëè n > 0, òî ïðè ïîäñòàíîâêå â (4.1) ìû ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè g. Ïîýòîìó ýòîò

÷ëåí ñëåäóåò çàíóëèòü, íàëîæèâ óñëîâèå G+(x, x) = G−(x, x), a < x < b. Äàëåå, ïî èíäóêöèè,

ïîëó÷àåì, ÷òî ìû äîëæíû íàëîæèòü óñëîâèÿ

(4.3) G
(k)
+ (x, x) = G

(k)
− (x, x), k = 0, . . . , n− 2,

÷òî äàåò ïðè k = 0, 1, . . . , n− 1:

f (k)(x) =

x∫

a

dy G
(k)
+ (x, y)g(y) +

b∫

x

dy G
(k)
− (x, y)g(y).

Òîãäà

f (n)(x) =
(
G

(n−1)
+ (x, x)−G

(n−1)
− (x, x)

)
g(x)+

+

x∫

a

dy G
(n)
+ (x, y)g(y) +

b∫

x

dy G
(n)
− (x, y)g(y).

Ïîäñòàíîâêà â (4.2) äàåò:

LxG+(x, y) = 0, a < y < x < b,

LxG−(x, y) = 0, a < x < y < b,

G
(n−1)
+ (x, x)−G

(n−1)
− (x, x) =

1

a0(x)
.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè�óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ò.å. òàêîå

ðåøåíèå, ÷åðåç êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ëþáîå äðóãîå:

(4.4) f(x) =

b∫

a

dy G(x, y)g(y), G(x, y) = θ(x− y)G+(x, y) + θ(y − x)G−(x, y).
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Íàëîæèâ íà íåãî íåîáõîäèìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìû ïîëó÷àåì �óíêöèþ �ðèíà. Ââèäó

(4.3) �óíêöèÿ G(x, y) è åå ïðîèçâîäíûå G(k)(x, y), k = 1, . . . , n − 2, íåïðåðûâíû �íà äèàãîíà-

ëè� y = x. Ïðè ýòîì n óñëîâèé íà G+
è G−

óæå áûëè íàëîæåíû. Îñòàåòñÿ íàëîæèòü åùå n
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî Lx
b∫
a

dy G(x, y)g(y) = g(x), ò.å., âñå âìåñòå äàåò �óíêöèîíàë, îòîáðàæà-

þùèé �óíêöèþ â åå çíà÷åíèå â íåêîòîðîé òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ ïàðàìåòðîì ýòîãî �óíêöèîíàëà.

Òàêîé �óíêöèîíàë áûë ââåäåí Äèðàêîì è íàçâàí δ-�óíêöèåé, ïðè÷åì îí ïîäðàçóìåâàë èìåííî

�èíòåãðàëüíóþ� �îðìó çàïèñè:

(4.5)

∫
dx δ(x)f(x) = f(0).

Òîãäà ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü êàê

(4.6) LxG(x, y) = δ(x− y).

4.2. �ÿäû Ôóðüå (íàïîìèíàíèå). Íàïîìíèì çäåñü íåêîòîðûå �àêòû èç òåîðèè ðÿäîâ Ôó-

ðüå. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ f(x) ∈ L2 íà èíòåðâàëå [−π, π]. Çàäàäèì êîý��èöèåíòû Ôóðüå

ðàâåíñòâàìè

(4.7) ck(f) =
1

2π

π∫

−π

dx f(x)e−ikx,

è ñîïîñòàâèì �óíêöèè f(x) åå ðÿä Ôóðüå

(4.8) f(x) ∼
+∞∑

k=−∞

cke
ikx.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

∫ π
−π
dx|f(x)|2 ≥ 2π

∑+∞
n=−∞ |ck(f)|2 ïîíÿòíî, ÷òî íå êàæäàÿ �óíêöèÿ,

äëÿ êîòîðîé ðÿä (4.8) ñõîäèòñÿ, ïðèíàäëåæèò L2. Íàïðèìåð, ðÿä
∑∞

n=1 k
−1/2 sin kx ñõîäèòñÿ,

íî ðÿä

∑∞
n=1 k ðàñõîäèòñÿ. Êîëìîãîðîâ ïîñòðîèë ïðèìåð âñþäó ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ôóðüå

äëÿ f ∈ L[−π, π], à Ìåíüøîâ � ïðèìåð ðÿäà ñ íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè, ñõîäÿùèéñÿ ê

íóëþ ïî÷òè âñþäó. Ïîýòîìó çäåñü, äëÿ ïðîñòîòû, ìû ðàññìàòðèâàåì ñõîäèìîñòü òîëüêî â L2

(ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì), ò.å. ïî íîðìå

(4.9) ‖f(x)‖ =

√√√√√
π∫

−π

dx |f(x)|2.

Êîãäà ìû ãîâîðèì î ñõîäèìîñòè, ìû èìååì ââèäó ñõîäèìîñòü ðÿäà ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå:

(4.10) Sn(x) =

+n∑

k=−n

cke
ikx,

â òîì ñìûñëå, ÷òî ‖f(x)− Sn(x)‖ → 0 ïðè n→ ∞. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè f ∈ L2[−π, π] ðÿä Ôóðüå (4.8) ñõîäèòñÿ
ê íåé â ñðåäíåì

(4.11) f(x) =

+∞∑

k=−∞

cke
ikx,

ïðè÷åì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

(4.12) ‖f(x)‖2 = 2π

+∞∑

n=−∞

|ck(f)|2.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ïîëíîòå è îðòîíîðìèðîâàííîñòè íàáîðà òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ �óíêöèé einx, n = 0,±1,±2, . . ..
�àññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) çàäàíà íà èíòåðâàëå −π ≤ x ≤ π êàê

(4.13) f(x) =
π

4
− x2

4π

è ïîâòîðåíà ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 2π. Ïî (4.7)

cn(f) =

{
π
6
, n = 0,

− (−1)n

2πn2 , n 6= 0.

(4.14) f(x) =
π

6
− 1

2π

∑

n 6=0

(−1)neinx

n2
.

�àçëîæåíèå ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè (ñèãíàëà) â ñóììó ïðîñòûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì �óíêöèé. Êîý��èöèåíòû Ôóðüå íàçûâàþòñÿ ñïåêòðîì

�óíêöèè (èëè ñèãíàëà). Òàê ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð.

4.3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå �óíêöèè f : R →
C íàçûâàåòñÿ

(4.15) F [f ](k) ≡ f̃(k) =
1

2π

∫ +∞

−∞

dx f(x)e−ikx, k ∈ R,

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ

íà áåñêîíå÷íîñòè. Íàïðèìåð, åñëè f � àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R, òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî k íà âñåì R. Ñîîòâåòñòâåííî, ñîïîñòîâëÿåìûé f èíòåãðàë

(4.16) f(x) ∼
∫ ∞

−∞

dk f̃(k)eikx,

òàê æå ïîíèìàåìûé â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ôóðüå.

Ëåììà 4.1. Åñëè �óíêöèÿ f íà R ëîêàëüío èíòåãðèðóåìà è àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R,

òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̃(k) îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî ïðè ëþáîì k ∈ R, supk |f̃(k)| ≤
1
2π

∫
dx|f(x)| è f̃(k) → 0 ïðè k → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, à óáûâàíèå èç ëåììû

�èìàíà:

Ëåììà 4.2 (Ëåììà �èìàíà). Åñëè �óíêöèÿ f ëîêàëüíî è àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà (âîçìîæ-

íî, â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå) íà èíòåðâàëå (a, b), òî

(4.17)

∫ b

a

dx f(x)eikx → 0, ïðè k → ∞, k ∈ R.

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà Ôóðüå â òî÷-

êå.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü íà R çàäàíà àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ f , êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ
íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå R, ïðè÷åì èìåþùàÿ òîëüêî òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, ò.å. â

êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû f±(x) = limα→±0 f(x+α). Ïóñòü òàêæå â êàæäîé

òî÷êå ðàçðûâà âûïîëíåíî óñëîâèå, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî ǫ > 0 èíòåãðàë

∫ ǫ

0

dα

α
[(f(x− α)− f−(x)) + (f(x+ α)− f+(x))]

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî (óñëîâèå áîëåå ñëàáîå, ÷åì óñëîâèå �åëüäåðà). Òîãäà èíòåãðàë Ôóðüå (4.16)

ñõîäèòñÿ â ýòîé òî÷êå ê

1

2
(f+(x) + f−(x)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f̃(k) çàäàíî ïî (4.16). Îáðåæåì èíòåãðàë Ôóðüå íà èíòåðâàëå (−N,N),
ò.å. ðàññìîòðèì �óíêöèþ

SN(x) =

∫ N

−N

dk f̃(k)eikx =
1

2π

∫
dt f(t)

∫ N

−N

dk ei(x−t)k =

ãäå ìû ïåðåñòàâèëè èíòåãðàëû ââèäó êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè f è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî

k èíòåãðàëà îò f(t)e−itk

=
1

π

∫
dt f(x+ t)

sinNt

t
=

1

π

∫ ∞

0

dt (f(x− t) + f(x+ t))
sinNt

t
=

ïîñêîëüêó

∫ ∞

0

dt
sin t

t
=
π

2

=
f−(x) + f+(x)

2
+

1

π

∫ ∞

0

dt (f(x− t)− f−(x) + f(x+ t)− f+(x))
sinNt

t
.

Èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N → ∞. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàçîáüåì

∫∞

0
=
∫ 1

0
+
∫∞

1
. Ïåðâûé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ââèäó óñëîâèÿ òåîðåìû è ëåììû

�èìàíà. Âòîðîé èíòåãðàë ðàçáèâàåòñÿ íà 4, äâà èç êîòîðûõ, ñîäåðæàùèå f(x± t), ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ ïî ëåììå �èìàíà. Èíòåãðàëû æå ñîäåðæàùèå f±(x) (íå çàâèñÿùèå îò t) ñ òî÷íîñòüþ äî

ýòèõ ìíîæèòåëåé ñâîäÿòñÿ ê ∫ ∞

1

dt
sinNt

t
=

∫ ∞

N

dt
sin t

t
,

÷òî òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ââèäó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ìû ïèøåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â âèäå

(4.18) f(x) =

∫ ∞

−∞

dk f̃(k)eikx,

÷òî óêàçûâàåò íà ñèììåòðèþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðèìåð. F [e−x
2/2](k) =

√
2πe−k

2/2
.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ëèíåéíî, ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè âåäåò ñåáÿ êàê

(4.19) f(x) =

∫ ∞

−∞

dk f̃(−k)eikx,

òàê ÷òî �óðüå-îáðàç âåùåñòâåííîé �óíêöèè óäîâëåòâîðÿåò f̃(k) = f̃(−k). È, íàêîíåö, âàæíåé-
øèì ñâîéñòâîì, ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî åñëè f èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k,
òî ïðè âñåõ n = 0, 1, . . . , k

(4.20) f̃n(k) = (ik)nf̃(k).

È òàê æå, êàê è äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(4.21) (f̃ ∗ g)(k) = f̃(k)g̃(k),

åñëè âñå �óðüå-îáðàçû ñóùåñòâóþò. Ââèäó ñèììåòðèè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé,

àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà âûïîëíåíû è äëÿ �óðüå-îðèãèíàëîâ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è Ôóðüå

òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîþ. Ìû îáñóäèì ýòó ñâÿçü â äàëüíåéøåì.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 4: Â.À.Çîðè÷ �Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç�, ò. II, ãë. XVIII.
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5. Ëåêöèÿ 5

5.1. Îáîáùåííûå �óíêöèè: îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî δ-�óíêöèÿ íå åñòü

�óíêöèÿ â ñòàíäàðòíîì ïîíèìàíèè (�îí Íåéìàí: � �íåñîáñòâåííûå� êîíñòðóêöèè ... ëåæàò çà

ïðåäåëàìè îáû÷íî óïîòðåáëÿåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ�): ïðè âñåõ x 6= 0 îíà ðàâíà íóëþ,
à èíòåãðàë îò íåå íóëþ íå ðàâåí, â ÷àñòíîñòè

∫
dx δ(x) = 1. Ôàêòè÷åñêè, ìû âñòðå÷àëèñü ñ íåé

è ðàíåå, êîãäà èñïîëüçîâàëè �îðìóëó Äþàìåëÿ. Âåäü, ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû ðåøàëè óðàâíåíèå

íà x1(t): Lx1(t) = θ(t), à äëÿ �îðìóëû Äþàìåëÿ íàì íóæíà ïðîèçâîäíàÿ x′1(t − τ), êîòîðàÿ

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Lx′1(t − τ) =
dθ(t− τ)

dt
, òàê ÷òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîä-

íàÿ θ(t) åñòü δ(t). Èòàê, íàì íóæíû ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû íà �ãëàäêèõ� �óíêöèÿõ: ïîíÿòíî,

÷òî äëÿ f(x) = 1/x ïðàâàÿ ÷àñòü (4.5) íåîïðåäåëåíà. Ôàêòè÷åñêè, ìû óæå ïîëüçîâàëèñü òàêè-

ìè �óíêöèîíàëàìè, çàäàííûìè èíòåãðàëàìè è ñâåðòêàìè, ïðè÷åì íàì ñîâñåì íå ìåøàëî, ÷òî

â íåêîòîðûõ òî÷êàõ �óíêöèè íå áûëè îïðåäåëåíû � ëèøü áû ñóùåñòâîâàëè èíòåãðàëû. Ýòî

ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îáîáùèòü ïîíÿòèå �óíêöèè, íî è ñäåëàòü èõ âñåõ áåñêîíå÷íî äè��åðåí-

öèðóåìûìè, èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, êàê îïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì, ÷òîáû

íå ìåøàëè ãðàíè÷íûå ÷ëåíû, æåëàòåëüíî âûáðàòü �óíêöèè, íà êîòîðûõ çàäàíû ýòè �óíêöè-

îíàëû, äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Èòàê, ìû ââîäèì äâà ìíîæåñòâà

îñíîâíûõ �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 5.1. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) áåñêîíå÷íî äè��åðåí-

öèðóåìûõ �óíêöèé φ(x), x = {x1, . . . , xn} ∈ Rn
îò n âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ìû ãîâîðèì,

÷òî �óíêöèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

1) D îñíîâíûõ �óíêöèé (ïðîñòðàíñòâó �èíèòíûõ �óíêöèé), åñëè îíà �èíèòíà, ò.å., îáðà-

ùàåòñÿ â íîëü âíå íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè â Rn
.

2) S îñíîâíûõ �óíêöèé (ïðîñòðàíñòâó áûñòðî óáûâàþùèõ �óíêöèé), åñëè ïðè |x| → ∞ îíà

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áûñòðåå ëþáîé êîíå÷íîé ñòåïåíè

|x|, ò.å. ïðè âñåõ x âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|xkφ(q)(x)| ≤ Ck,q, k, q = 0, 1, . . .

Ïðèìåðû:

φ(x) =




exp

a2

x2 − a2
, åñëè x2 < a2,

0, åñëè x2 ≥ a2,
∈ D ,(5.1)

φ(x) = e−x
2 ∈ S .(5.2)

Ïîíÿòíî, ÷òî îáà ââåäåííûå ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíû. Çàäàäèì íà íèõ òîïîëîãèþ ïîñðåäñòâîì

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ �óíêöèé φ1(x), φ2(x), . . . ,
φn(x), . . .
1) ñõîäèòñÿ ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå D, åñëè âñå �óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàùàþòñÿ

â íîëü âíå îäíîé è òîé æå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íóëþ, êàê è èõ

ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäà,

2) ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè φ(x) â ïðîñòðàíñòâå S , åñëè â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîèç-

âîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îò φn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé �óíê-

öèè φ(x) è â îöåíêàõ

|xkφ(q)
n (x)| ≤ Ck,q, k, q = 0, 1, . . . ,

ïîñòîÿííûå Ck,q ìîæíî âûáðàòü íåçàâèñÿùèìè îò n.

Ïîíÿòíî, ÷òî D ⊂ S , ïðè÷åì ïëîòíî â íåì (äîêàçàòåëüñòâî: óìíîæèì �óíêöèþ èç S íà

�óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â (5.1) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó a→ ∞).

Îïðåäåëåíèå 5.3. Îáîáùåííîé �óíêöèåé, çàäàííîé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå îñ-

íîâíûõ �óíêöèé, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Èíû-

ìè ñëîâàìè, êàæäîé îñíîâíîé �óíêöèè φ(x) ñîïîñòîâëÿåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå (f, φ), ïðè-
÷åì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a1 è a2 è ëþáûõ äâóõ îñíîâíûõ �óíêöèé φ1(x) è φ2(x) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî (f, a1φ1 + a2φ2) = a1(f, φ1) + a2(f, φ2) (ëèíåéíîñòü);
2) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ �óíêöèé φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x), . . . ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë (f, φ1), (f, φ2), . . . , (f, φn), . . . ñõîäèòñÿ ê íóëþ (íåïðåðûâíîñòü).

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ f(x), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ â êàæäîé êîíå÷íîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà Rn

(íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé). Çàäàäèì �óíêöèîíàë

(5.3) (f, φ) =

∫
dx f(x)φ(x).

Ïîêàçàòü, ÷òî ýòî � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íà îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

5.2. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ �óíêöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë

∫
dx
φ(x)

x
ðàñ-

õîäèòñÿ, åñëè �óíêöèÿ φ(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â íóëå. �åãóëÿðèçîâàòü òàêîé èíòåãðàë, ò.å.

�óíêöèþ 1/x, âîçìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫
dxφ(x)reg.

1

x
=

−a∫

−∞

dx
φ(x)

x
+

b∫

−a

dx
φ(x)− φ(0)

x
+

∞∫

b

dx
φ(x)

x
,

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ a è b è ãäå φ(x) � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ (èç S èëè D). Îáîçíà÷èì

÷åðåç p.v. ñïåöèàëüíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ â ñìûñëå �ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ":

(5.4)

(
1

x
, φ

)
≡ p.v.

∫
dx
φ(x)

x
≡ lim

ǫ→0

∫

|x|>ǫ

dx
φ(x)

x
.

Êàê ëåãêî âèäåòü:

(
1

x
, φ

)
=

∞∫

0

dx
φ(x)− φ(−x)

x

è ïî ïðåäûäóùåìó ∫
dxφ(x)reg.

1

x
=

(
1

x
, φ

)
+ ln

a

b
φ(0),

òàê ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ �óíêöèè 1/x äàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé êîí-

ñòàíòû â âèäå

reg.

1

x
= p.v.

1

x
+ Cδ(x),

ãäå δ-�óíêöèÿ Äèðàêà (ñð. (4.5)) îïðåäåëåíà êàê �óíêöèîíàë íà îñíîâíîé �óíêöèè φ(x) ðà-
âåíñòâîì

(5.5) (δ, φ) = φ(0).

Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 îçíà÷àåò, ÷òî (f, φ) = 0 äëÿ

êàæäîé îñíîâíîé �óíêöèè φ, îòëè÷íîé îò íóëÿ òîëüêî âíóòðè U . Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f , îò-
âå÷àþùàÿ îáû÷íîé �óíêöèè f(x), ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0, åñëè ïî÷òè âñþäó â

ýòîé îêðåñòíîñòè �óíêöèÿ f(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ δ(x−x0) ðàâíà íóëþ
â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè, îòëè÷íîé îò x0. Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f ðàâíà íóëþ â îòêðûòîé

îáëàñòè G, åñëè îíà ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ýòîé îáëàñòè. Åñëè îáîáùåííàÿ

�óíêöèÿ f íå ðàâíà íóëþ íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñó-

ùåñòâåííîé äëÿ f (íîëü - ñóùåñòâåííàÿ òî÷êà äëÿ f(x) = x2). Îáîáùåííûå �óíêöèè f è g
ñîâïàäàþò â îòêðûòîé îáëàñòè G, åñëè ðàçíîñòü f − g â ýòîé îáëàñòè ðàâíà íóëþ. Åñëè f è

g ñîâïàäàþò â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè, òî îíè ñîâïàäàþò â öåëîì, ò.å. (f, φ) = (g, φ) äëÿ
ëþáîé φ. Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G, åñëè â ýòîé îáëàñòè îíà ñîâïàäàåò ñ

íåêîòîðîé îáû÷íîé ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé f(x).
Óêàçàííàÿ âûøå ðåãóëÿðèçàöèÿ äàåò ïðèìåð ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è: ïóñòü äàíà �óíêöèÿ

f(x), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüío èíòåãðèðóåìîé. Íàéòè îáîáùåííóþ �óíêöèþ f , ñîâïàäàþ-
ùóþ ñ äàííîé âî âñåõ òî÷êàõ åå ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî: exp 1/x.
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Ïðè ýòîì ñëåäóåò ñîõðàíèòü îñíîâíûå îïåðàöèè: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå íà ÷èñëî, óìíîæåíèå

íà �óíêöèþ, ñäâèã àðãóìåíòà, äè��åðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå. ×àñòü èõ îïðåäåëÿåòñÿ

òðèâèàëüíî ïóòåì ïåðåíîñà îáðàòíûõ îïåðàöèé íà îñíîâíûå �óíêöèè. �àññìîòðèì çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ. Ïóñòü äàíû ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ f(x) è áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìàÿ

ñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ a(x), òîãäà äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè φ(x)∫
dx f(a(x))φ(x) =

∫
dy (a−1(y))′f(y)φ(a−1(y))

ãäå y = a(x) è a−1
îçíà÷àåò îáðàòíóþ �óíêöèþ. Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå (a−1(y))′φ(a−1(y))

òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé �óíêöèåé (â ïðîñòðàíñòâå S ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü ðîñòà a(x) íà áåñ-
êîíå÷íîñòè). Ïîýòîìó êàæäîé îáîáùåííîé �óíêöèè f ìû ñîïîñòàâëÿåì îáîáùåííóþ �óíêöèþ

f(a) ïî ïðàâèëó:
(f(a), φ) = (f, (a−1)′φ(a−1))

Â ÷àñòíîñòè

(δ(a), φ) = (a−1(y))′φ(a−1(y))|y=0.

Ïóñòü a(x0) = 0 � íîëü (åäèíñòâåííûé) �óíêöèè a(x). Òîãäà δ(a(x)) = δ(x−x0)
a′(x0)

. Â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè. Íàïðèìåð, åñëè âñå íóëè �óíêöèè

a(x) ïðîñòûå, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

δ(a(x)) =
∑

j

δ(x− xj)

|a′(xj)|
,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íóëÿì xj �óíêöèè a(x).

5.3. Ìóëüòèïëèêàòîðû è ñâåðòêà îáîáùåííûõ �óíêöèé ñ îñíîâíûìè. Îáùåå îïðåäå-

ëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé íåâîçìîæíî. Îäíàêî, åñëè ðåãóëÿðíàÿ �óíêöèÿ a(x)
òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè φ(x) ïðîèçâåäåíèå a(x)φ(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-

íîé �óíêöèåé, ïðè÷åì äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φn(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a(x)φn(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî óìíîæåíèå îáîáùåííîé �óíêöèè íà òàêóþ ðåãóëÿð-

íóþ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

(5.6) (af, φ) = (f, aφ),

÷òî äàåò ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé (â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå) �óíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå

îñíîâíûõ �óíêöèé, à �óíêöèÿ a(x) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì. Â ÷àñòíîñòè äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâa D ′
ìóëüòèïëèêàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ âñå áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè, à äëÿ

ïðîñòðàíñòâà S ′
ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü îò a(x) ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè íå áûñòðåå ïîëèíîìèàëü-

íîãî. Â ÷àñòíîñòè èç (5.6) ñëåäóåò, ÷òî

(5.7) xδ(x) = 0.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ñâåðòêè îáîáùåííûõ �óíêöèé. Çäåñü æå îòìåòèì òîëüêî,

÷òî åñëè φ(x) � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ â îäíîì èç òðåõ ïðîñòðàíñòâ, òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî y
�óíêöèÿ φ(x− y) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â òîì æå ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ñâåðòêó (φ ∗ f)(x)
îñíîâíîé �óíêöèè ñ îáîáùåííîé ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

(φ ∗ f)(x) = (f, φ(· − x)),(5.8)

÷òî, î÷åâèäíî, äàåò îáû÷íóþ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ, âîîáùå ãîâîðÿ íå ïðè-

íàäëåæàùóþ íè D , íè S . Òàêèì îáðàçîì òàêæå ìîæíî ñòðîèòü ðåãóëÿðèçàöèè îáîáùåííûõ

�óíêöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èìååòñÿ êàêàÿ-òî delta-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ
�óíêöèé: ψn: (ψn, φ) → φ(0) äëÿ ïðîèçâîëüíîé îñíîâíîé �óíêöèè φ(x). Òîãäà äëÿ ëþáîé îáîá-

ùåííîé �óíêöèè f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáû÷íûõ �óíêöèé (ψn ∗ f)(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) â

ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 5: È.Ì.�åëü�àíä, �.Å.Øèëîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàä

íèìè�, ãë. I; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�.
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6. Ëåêöèÿ 6

6.1. Äè��åðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé. Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì îáîáùåííûõ

�óíêöèé, îïðåäåëÿþùèì èõ ïðèëîæèìîñòü ê èññëåäîâàíèþ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ èõ áåñêîíå÷íàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Äëÿ çàäàííîé îáîáùåííîé �óíêöèè f åå ïðîèçâîäíàÿ ïî x îïðåäåëÿåòñÿ

êàê:

(6.1) (f ′, φ) = −(f, φ′).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå äàåò îáîáùåííóþ �óíêöèþ â êàæäîì èç ðàññìàòðè-

âàåìûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñìûñëå ãëàâíûõ çíà÷åíèé:

(
1

x

)′

= − 1

x2
,

ãäå îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ

1

x2
â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(
1

x2
, φ

)
= p.v.

∫
dx
φ(x)− φ(0)

x2
≡

∞∫

0

dx
φ(x) + φ(−x)− 2φ(0)

x2

6.2. Ñõîäèìîñòü îáîáùåííûõ �óíêöèé è δ-îáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìû ãîâî-

ðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåííûõ �óíêöèé f1, f2, . . . ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîé �óíêöèè

f , åñëè äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè φ

lim
n→∞

(fn, φ) = (f, φ).

Òîãäà äè��åðåíöèðîâàíèå � íåïðåðûâíàÿ îïåðàöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îáîáùåííûõ �óíêöèé fn → f , n→ ∞, òî

(
∂fn
∂x

, φ

)
= −

(
fn,

∂φ

∂x

)
→ −

(
f,
∂φ

∂x

)
=

(
∂f

∂x
, φ

)
.

Ïðèìåð: fn(x) =
einx

n
→ 0 â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà S ′

ïðè n→ ∞. Íî òîãäà è einx → 0 â ñìûñëå
S ′

ïðè n→ ∞.

δ-îáðàçíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåãóëÿðíûõ �óíêöèîíàëîâ, ñõîäÿùàÿñÿ
ê δ-�óíêöèè. Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) äëÿ ëþáîãî M > 0 ïðè |a| ≤ M è |b| ≤ M âåëè÷èíû

∣∣∣
∫ b
a
dxfn(x)

∣∣∣ îãðàíè÷åíû ïîñòîÿííîé

íå çàâèñÿùåé îò a, b è n (íî âîçìîæíî çàâèñÿùåé îò M);

á) ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ a < b, îòëè÷íûõ îò íóëÿ,

lim
n→∞

b∫

a

dx fn(x) =

{
0 ïðè a < b < 0 èëè 0 < a < b

1 ïðè a < 0 < b

Ïóñòü fn(x) � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Fn(x) =∫ x
−1
dy fn(y). Îíà ðàâíîìåðíî ïî n îãðàíè÷åíà â êàæäîì ïðîìåæóòêå, òàê ÷òî Fn(x) → θ(x).

Äëÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè Õåâèñàéäà èìååì:

(θ′, φ) = −(θ, φ′) = −
∫ +∞

x

dxφ′(x) = φ(0),

òàê ÷òî

(6.2) θ′ = δ,
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Îòñþäà ââèäó íåïðåðûâíîñòè äè��åðåíöèðîâàíèÿ fn(x) → δ(x). Ïðèìåð: fǫ(x) =
1

2ǫ
[θ(x +

ǫ) − θ(x − ǫ)] ïðè ǫ → 0. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî f ′
ǫ(x) =

1

2ǫ
[δ(x + ǫ) − δ(x − ǫ)] è, êîíå÷íî,

f ′
ǫ(x) → δ′(x).

6.3. Ïåðâîîáðàçíûå îáîáùåííûõ �óíêöèé. Ëþáàÿ îñíîâíàÿ �óíêöèÿ èç D , èëè èç S ,

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

(6.3) φ(x) = ψ(x) + Cχ(x),

ãäå ψ(x) è χ(x) îñíîâíûå �óíêöèè èç òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì

(6.4)

∫
dxψ(x) = 0,

∫
dxχ(x) = 1, êîíñòàíòà C =

∫
dxφ(x).

Ïóñòü η(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ îñíîâíîé �óíêöèè φ(x) (èç D èëè S ). Ôóíêöèÿ η(x) ïðèíàäëåæèò
D (èëè S , ñîîòâåòñòâåííî) è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(6.5)

∫
dxφ(x) = 0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò η(x) ∈ D (èëè S ) çàäàííàÿ ïîñðåäñòâîì η′(x) = φ(x). Òîãäà
∫
dx φ(x) =

∫
dx η′(x) = 0,

ò.å. (6.5) âûïîëíåíî. Îáðàòíî, ïîëîæèì, ÷òî (6.5) âûïîëíåíî è îïðåäåëèì η(x) =
∫ x
−∞

dy φ(y).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ x ýòà �óíêöèÿ êîíñòàíòà (îãðàíè÷åíà). Ïîíÿòíî, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ
(6.5) η(x) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà îáîèõ áåñêîíå÷íîñòÿõ. Åäèíñòâåííîñòü òàêîé �óíêöèè î÷åâèäíà,

êàê è åå áåñêîíå÷íàÿ äè��åðåöèðóåìîñòü. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè φ(x) ∈ D , òî η(x) �èíèòíà. Åñëè
φ(x) ∈ S , òî îöåíêè |xmη(n)(x)| âûïîëíåíû ïðè âñåõ n ≥ 1, à ïðè n = 0 îíè ñëåäóþò òðèâèàëüíî.

Òåîðåìà 6.1. Ëþáàÿ îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f (èç D ′
èëè S ′

) îáëàäàåò ïåðâîîáðàçíîé g, g′ = f ,
ïðèíàäëåæàùåé ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, ïðè÷åì òàêàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ åäèíñòâåí-

íà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè ψ(x) íàéäåòñÿ òàêàÿ
îñíîâíàÿ �óíêöèÿ φ(x), ÷òî

ψ(x) = φ′(x) + ω(x)

∫
dy ψ(y), ãäå ω(x) � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ ñ

∫
dxω(x) = 1.

Îïðåäåëèì

(6.6) (g, ψ) ≡ (g, φ′) + (g, ω)(1, ψ) = −(f, φ) + (g, ω)(1, ψ),

÷òî, î÷åâèäíî, çàäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå,

ò.å. îáîáùåííóþ �óíêöèþ.�

6.4. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé.

Èç êóðñà ÒÔÊÏ èçâåñòíî, ÷òî åñëè C � êðèâàÿ â C è f(ξ) � èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ íà C, òî
îïðåäåëåí èíòåãðàë òèïà Êîøè

Φ(z) =
1

2πi

∫

C

dξ f(ξ)

ξ − z

Óòâåðæäåíèå. Φ(z) àíàëèòè÷íà âíå C (ïî òåîðåìå î çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà), íî íà C
�óíêöèÿ Φ(z) íå îïðåäåëåíà. ×åìó ðàâåí ïðåäåë Φ(z), êîãäà z → ξ0 ∈ C, åñëè îí ñóùåñòâóåò?

Ïðèìåð. C � çàìêíóòûé êîíòóð. f(ξ) � îãðàíè÷åíèå íà C ãîëîìîð�íîé �óíêöèè. Òîãäà ïî

òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ

Φ(z) =
1

2πi

∫

C

dξ f(ξ)

ξ − z
=

{
f(z), z âíóòðè C

0, z âíå C
.

Îáùèé ñëó÷àé äàåòñÿ òåîðåìîé Ñîõîöêîãî.
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Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü f(ξ) ëîêàëüíî è ãëîáàëüíî èíòåãðèðóåìà íà êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé C
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà

1

â îêðåñòíîñòè ξ0, ãäå ξ0 ∈ C � íå òî÷êà èçëîìà è íå

êîíöåâàÿ òî÷êà. Òîãäà

Φ(z) →





1

2πi
p.v.

∫

C

dξ f(ξ)

ξ − ξ0
+
f(ξ0)

2
, z → ξ0 ñëåâà,

1

2πi
p.v.

∫

C

dξ f(ξ)

ξ − ξ0
− f(ξ0)

2
, z → ξ0 ñïðàâà,

ãäå p.v. � ïðåäåë èíòåãðàëà ïî C ñ âûðåçàííûì âîêðóã ξ0 ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ξ0
îòðåçêîì ïðè ñòðåìëåíèè åãî äëèíû ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ C = R è �óíêöèè f(ξ), óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè òàê,

÷òîáû èíòåãðàë

+∞∫
−∞

dξ f(ξ)

ξ − z
ñõîäèëñÿ ïðè z ∈ C, Im z 6= 0. Èòàê, ïóñòü ξ0 ∈ R è âûáåðåì R òàêîå,

÷òî R > |ξ0|. Çàïèøåì
+∞∫

−∞

dξ f(ξ)

ξ − z
=

+∞∫

−∞

dξ
[f(ξ)− f(ξ0)θ(R− |ξ|)]

ξ − z
+ f(ξ0)

+R∫

−R

dξ

ξ − z
.

Ïîñêîëüêó f(ξ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �åëüäåðà, òî ïðè z → ξ0 ∈ R

+∞∫

−∞

dξ
[f(ξ)− f(ξ0)θ(R− |ξ|)]

ξ − z
→

+∞∫

−∞

dξ
[f(ξ)− f(ξ0)θ(R− |ξ|)]

ξ − ξ0
≡

≡ p.v.

+∞∫

−∞

dξ f(ξ)

ξ − ξ0
− f(ξ0) ln

|R− ξ0|
|R + ξ0|

.

Çäåñü ãëàâíîå çíà÷åíèå ââèäó îñîáåííîñòè îêîëî ξ0: íà áåñêîíå÷íîñòè èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ââèäó

óáûâàíèÿ f(ξ). Äàëåå, ïðè ǫ > 0

+R∫

−R

dξ

ξ − z

∣∣∣∣∣
z=ξ0±iǫ

=

+R∫

−R

dξ

ξ − ξ0 ∓ iǫ
=

= ln(ξ − ξ0 ∓ iǫ)
∣∣ξ=R
ξ=−R

=

= ln
|R− ξ0 ± iǫ|

| − R− ξ0 ± iǫ)| + i arg (R− ξ0 ± iǫ)− i arg (−R − ξ0 ± iǫ),

ãäå àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âûáèðàåòñÿ â èíòåðâàëå îò −π äî π. Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû, ìû ïîëó÷àåì â ïðåäåëå z → ξ0 (ò.å. ǫ→ +0) óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Çàìå÷àíèå 6.1. Ïóñòü Φ±(z) � èíòåãðàëû Êîøè

1

2πi

∫
dξ f(ξ)

ξ − z
â âåðõíåé è íèæíåé ïîëó-

ïëîñêîñòÿõ. Ïî �îðìóëå Ñîõîöêîãî Φ±(z) èìåþò ïðåäåëû ïðè z → ξ ∈ R, ïðè÷åì




Φ+(ξ)− Φ−(ξ) = f(ξ),

Φ+(ξ) + Φ−(ξ) =
1

πi
p.v.

+∞∫

−∞

dξ′ f(ξ′)

ξ′ − ξ
.

1

Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè E n -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå y ∈ E

óñëîâèþ �åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α, 0 < α ≤ 1, è êîý��èöèåíòîì A(y), åñëè |f(x)− f(y)| ≤ A(y)|x− y|α äëÿ âñåõ

x, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê y.
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Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ f ∈ C1(R), óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðåäñòà-

âèìà êàê ñêà÷îê ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé.

Çàìå÷àíèå 6.2. Äëÿ ëþáîé φ ∈ S (èëè φ ∈ D) ïî �îðìóëå Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ

1

2πi

∫
dx φ(x)

x− (ξ ± i0)
=

1

2πi
p.v.

∫
dx φ(x)

x− ξ
± φ(ξ)

2
,

òàê ÷òî òåîðåìà åñòü ðàñøèðåíèå �îðìóëû ñ ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ �óíêöèé íà �óíêöèè,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ �åëüäåðà.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 6: �.Áðåìåðìàí, ��àñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå�; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�.
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7. Ëåêöèÿ 7

7.1. Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî�Ïëåìå-

ëÿ, ïðèìåíåííûå ê îñíîâíûì �óíêöèÿì

1

2πi

∫
dx φ(x)

x− (ξ ± i0)
=

1

2πi
p.v.

∫
dx φ(x)

x− ξ
± φ(ξ)

2
,

ìîãóò áûòü ïðî÷èòàíû (ïðè ξ = 0) êàê ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà îáîáùåííûõ �óíêöèé

1

x+ i0
= p.v.

1

x
− πiδ(x),

1

x− i0
= p.v.

1

x
+ πiδ(x),

(7.1)

êîòîðûå òàêæå íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ. Îíè ìîãóò áûòü òàêæå ïîëó÷åíû

äè��åðåíöèèðîâàíèåì �óíêöèè log(x ± iε), ïîñêîëüêó
1

x± i0
= limε→±0

1

x+ iε
. Âûðàçèì èç

ýòèõ �îðìóë îáîáùåííûå �óíêöèè δ(x) è 1/x â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

δ(x) =
i

2π

(
1

x+ i0
− 1

x− i0

)
,

1

x
=

1

2

(
1

x+ i0
+

1

x− i0

)
(7.2)

Ôóíêöèÿ

1

x+ i0
åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè

1

z
, ãäå z = x + iy è y → +0, �óíêöèÿ

æå

1

x− i0
åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè

1

z
, ãäå y → −0. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå

âûøå �îðìóëû ïðåäñòàâëÿþò îáîáùåííûå �óíêöèè δ(x) è 1/x â âèäå ðàçíîñòè ãðàíè÷íûõ

çíà÷åíèé �óíêöèè, ãîëîìîð�íîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è �óíêöèè, ãîëîìîð�íîé â íèæíåé

ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîé �óíêöèè f(x) â âèäå

f(x) = f+(x)− f−(x),

ãäå f+(x) � ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå (íå îáîáùåííîé!) �óíêöèè, ãîëîìîð�íîé â âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè, è ãäå f−(x) � ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå �óíêöèè, ãîëîìîð�íîé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, íà-

çûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì îáîáùåííîé �óíêöèè f . Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà (ñì. �.Áðåìåðìàí, ��àñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå�): Âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ èç D ′
äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.

Â îáùåì ñëó÷àå íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîé �óíêöèè íåïðîñòî. Îäíà-

êî, åñëè f � îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, èëè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x
ñîâïàäàþùàÿ ñ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé f(x), óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè, òî

àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå f íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà Êîøè:

f±(z) =
1

2πi

∫ +∞

−∞

dx′ f(x′)

x′ − z
≡ i

2π

∫ +∞

−∞

dx′ f(x′)

z − x′
, z = x+ iy ∈ C,

Èíûìè ñëîâàìè, àíàëèòè÷åñêèå â ïîëóïëîñêîñòÿõ �óíêöèè f±(z) ïîëó÷àþòñÿ ñâåðòêîé �óíê-

öèè f(x) è ÿäðà Êîøè (−2πiz)−1
:

f±(z) =
i

2π

(
1

z
∗ f
)
.

Íàïðèìåð, äëÿ f(x) = δ(x) ýòà �îðìóëà äàåò

f±(z) =
i

2π

∫ +∞

−∞

dx′ δ(x′)

z − x′
=

i

2πz
,
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òàê ÷òî ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðâîìó ðàâåíñòâó â (7.2):

δ(x) =
i

2π

(
1

x+ i0
− 1

x− i0

)
.

Äëÿ f(x) = 1/x íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò f±(z) = ±1/2z, ÷òî ïðèâîäèò ê

àíàëèòè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îáîáùåííîé �óíêöèè 1/x, ò.å. âòîðîìó ðàâåíñòâó â (7.2).

7.2. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé è ñâåðòêà. Ïóñòü çàäàíû îáîáùåííûå

�óíêöèè f(x) è g(x). Ïóñòü φ(x, y) � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ, ñêàæåì èç D(R2). Òîãäà ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå f × g îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(f(x)× g(y), φ(x, y)) = (f(x), (g(y), φ(x, y))).

Ñâîéñòâà:

Êîììóòàòèâíîñòü: f(x)× g(y) = g(y)× f(x),

Àññîöèàòèâíîñòü: f(x)× {g(y)× h(z)} = {f(x)× g(y)} × h(z).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ëþáóþ îñíîâíóþ �óíêöèþ φ(x, y) ìîæíî ïðèáëèçèòü
ñóììàìè

∑n
j=1 φj(x)ψj(y), ãäå j = 1, 2, . . ., n = 1, 2, . . . è φj(x) è ψj(y) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îñíîâíûõ �óíêöèé ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî,

(f(x)× g(y), φ(x)ψ(y)) = (f(x), φ(x))(g(y), ψ(y)).

Åñëè f(x) è g(x) � äâå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèè íà ïðÿìîé, òî èõ ñâåðòêà îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê

(f ∗ g)(x) =
∫
dyf(y)g(x− y) ≡

∫
dyf(x− y)g(y).

Òàê ÷òî äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè φ(x):

((f ∗ g)(x), φ(x)) =
∫
dx

∫
dyf(y)g(x)φ(x+ y).

Ïîýòîìó äëÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé f è g ìû îïðåäåëèì ñâåðòêó êàê

(f ∗ g, φ) = (f(x)× g(y), φ(x+ y)),

åñëè óêàçàííûé �óíêöèîíàë ñóùåñòâóåò. Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî φ(x+y) íå åñòü îñíîâíàÿ �óíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ x è y, òàê ÷òî îí íå îáÿçàí ñóùåñòâîâàòü. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îïðåäåëåíèå

îñìûñëåíî, åñëè

1) îäíà èç îáîáùåííûõ �óíêöèé èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü;

2) íîñèòåëè îáîèõ îáîáùåííûõ �óíêöèé îãðàíè÷åíû ñ îäíîé è òîé æå ñòîðîíû, íàïðèìåð,

f = 0 ïðè x < a è g = 0 ïðè y < b.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â D ′

ñëåäóåò ðàññìîòðåòü âûðàæåíèÿ (f(x), φ(x + y)). Òàê â ñëó÷àå 1)

ýòî � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ îò y. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

δ ∗ f = f äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé �óíêöèè f,

f ∗ g = g ∗ f, ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àÿõ 1) è 2),

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h),
åñëè íîñèòåëè äâóõ èç òðåõ �óíêöèîíàëîâ îãðàíè÷åíû, èëè êîãäà íîñèòåëè âñåõ òðåõ îãðàíè-

÷åíû ñ îäíîé ñòîðîíû, êðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà D âûïîíÿåòñÿ

D(f ∗ g) = Df ∗ g = f ∗Dg.
Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñâåðòêè, ò.å. èç fn → f ñëåäóåò fn ∗ g → f ∗ g, íóæíî ïðîâåðÿòü

â êàæäîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, åñëè ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn òàêàÿ, ÷òî âñå

åå ýëåìåíòû èìåþò íîñèòåëü â îäíîì è òîì æå îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå, òî ýòî ñïðàâåäëèâî.

Àíàëîãè÷íî è äëÿ ðàâåíñòâà

∂

∂t
(f ∗ g) = ∂f

∂t
∗ g.
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Ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîïðåäåëåíû. Ïðèìåðû:

1

x
δ(x), x

1

x
δ(x).

Îäíàêî, âîçìîæíû è èñêëþ÷åíèÿ, íàïðèìåð:

θ(x)θ(x− a) = θ(x− a), a ≥ 0.

Ñâåðòêà äâóõ ïðîèçâîëüíûõ îáîáùåííûõ �óíêöèé òàêæå íå îáÿçàíà ñóùåñòâîâàòü. Ïðîñòåé-

øèé ïðèìåð � ñâåðòêà äâóõ �óíêöèé, òîæäåñòâåííî ðàâíûõ åäèíèöå. Îäíàêî, êîãäà îäíà èç

îáîáùåííûõ �óíêöèé èç S ′
, à äðóãàÿ � îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ñ êîìïàêòûì íîñèòåëåì, èëè

êîãäà èõ íîñèòåëè îãðàíè÷åíû ñ îäíîé è òîé æå ñòîðîíû, òî ñâåðòêà ñóùåñòâóåò. Ïðèìåð:

(7.3) (θ ∗ θ)(x) = θ(x)x.

Åñëè ñâåðòêà îïðåäåëåíà, òî

∂x(f ∗ g) = (∂xf) ∗ g ≡ f ∗ ∂xg.
Çàìå÷àíèå î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè îáîáùåííûõ �óíêöèé. Îáðàùåíèå ñ ïðÿìûì ïðî-

èçâåäåíèåì íà êàæäîì ýòàïå òðåáóåò àêêóðàòíîñòè, ÷òîáû íå âûéòè çà åãî ðàìêè. Òàê, êàçàëîñü

áû î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

(7.4)

1

x

1

y
=

1

y − x

(
1

x
− 1

y

)
,

ãäå âûðàæåíèÿ òèïà 1/x ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, íåâåðíî, õîòÿ âñå ÷ëåíû â

îáîèõ ÷àñòÿõ õîðîøî îïðåäåëåíû èìåííî êàê ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé. Äåëî

çäåñü â òîì, ÷òî ïðè ïðèâåäåíèè ïðàâîé ÷àñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ âîçíèêàåò îòíîøåíèå

y − x

(y − x)xy
, êîòîðîå óæå íå åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, ïîñêîëüêó â çíàìåíàòåëå ñèíãóëÿðíû òðè

ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùèå òîëüêî îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðàâèëüíûé ñïîñîá äåéñòâèé, íàïðèìåð,

òàêîé. Ïóñòü ǫ1 è ǫ2 � ïîëîæèòåëüíû. �àññìîòðèì ðàâåíñòâî

1

x+ iǫ1

1

y − iǫ2
=

1

y − x− i(ǫ1 + ǫ2)

(
1

x+ iǫ1
− 1

y − iǫ2

)
,

êîòîðîå çàâåäîìî âåðíî, ïîñêîëüêó íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòåé. Áîëåå òîãî, ýòî ðàâåíñòâî äîïóñ-

êàåò ïðåäåë ǫ1, ǫ2 → +0, íåçàâèñÿùèé îò ïîðÿäêà ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ. Ýòî äàåò ïî îïðåäåëå-

íèþ ðàâåíñòâî îáîáùåííûõ �óíêöèé (èõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé):

1

x+ i0

1

y − i0
=

1

y − x− i0

(
1

x+ i0
− 1

y − i0

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè îáîáùåííûõ �óíêöèé ìû äëÿ êàæäîé èç íèõ ìîæåì

ïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé Ñîõîöêîãî�Âåéðøòðàññå. Òîãäà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýòîãî ïðåäûäóùåãî

ðàâåíñòâà äàåò

(7.5)

1

x

1

y
=

1

y − x

(
1

x
− 1

y

)
+ π2δ(x)δ(y),

÷òî åñòü ïðàâèëüíàÿ âåðñèÿ ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (7.4). �àâåíñòâî (7.5) òàêæå ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî ïîñðåäñòâîì ñâåðòêè Ôóðüå-îáðàçîâ ãëàâíûõ çíà÷åíèé.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 7: �.Áðåìåðìàí, ��àñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå�; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�.
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8. Ëåêöèÿ 8

8.1. �åãóëÿðèçàöèÿ �óíêöèé ñî ñòåïåííûìè îñîáåííîñòÿìè ïîñðåäñòâîì àíàëèòè÷å-

ñêãî ïðîäîëæåíèÿ. �àññìîòðèì �óíêöèè fz(x), ãäå x ∈ R, z ∈ G ⊂ C, ïðè÷åì G � îáëàñòü

â C. Ïóñòü fz(x) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî x ïðè âñåõ z ∈ G. Òîãäà îíà çàäàåò ðåãóëÿðíóþ

îáîáùåííóþ �óíêöèþ fz ïîñðåäñòâîì
∫
dx fz(x)φ(x) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî φ ∈ D (äëÿ φ ∈ S

íóæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î ïîëèíîìèàëüíîì ðîñòå íà áåñêîíå÷íîñòè). Áîëåå òîãî, ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî óêàçàííûé èíòåãðàë çàäàåò àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ z â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè
äëÿ ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè. Åñëè ýòà �óíêöèÿ äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âíå

îáëàñòè G, òî ìû ïîëó÷àåì ðåãóëÿðèçàöèþ èñõîäíîé �óíêöèè fz(x) â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñî-

äåðæàùåé G, ïðè÷åì óæå êàê îáîáùåííóþ �óíêöèþ, âîîáùå ãîâîðÿ. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå

ïðèìåðà �óíêöèþ

(8.1) xλ+ =

{
xλ, x > 0,
0. x < 0

êîòîðàÿ çàäàåò ðåãóëÿðíóþ îáîáùåííóþ �óíêöèþ ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

(8.2) (xλ+, φ) =

+∞∫

0

dx xλφ(x),

ïðè âñåõ λ òàêèõ, ÷òî Reλ > −1. Íî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü êàê

(8.3) (xλ+, φ) =

1∫

0

dx xλ[φ(x)− φ(0)] +

+∞∫

1

dx xλφ(x) +
φ(0)

λ+ 1
,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ �óíêöèÿ λ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà àíàëèòè÷åñêè â îáëàñòü Reλ > −2,
λ 6= −1. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

(8.4) (xλ+, φ) =

1∫

0

dx xλ
[
φ(x)−

n−1∑

k=0

xk

k!
φ(k)(0)

]
+

+∞∫

1

dx xλφ(x) +
n−1∑

k=1

φ(k)(0)

k!(λ+ k + 1)
,

÷òî ïðîäîëæàåò îáîáùåííóþ �óíêöèþ xλ+ ïî λ â îáëàñòü Reλ > −n − 1, λ 6= −1,−2, . . . ,−n.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè −n− 1 < Reλ < −n, n ≥ 1, ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ìîæíî óïðîñòèòü:

(8.5) (xλ+, φ) =

+∞∫

0

dx xλ
[
φ(x)−

n−1∑

k=0

xk

k!
φ(k)(0)

]
.

Â òî÷êàõ λ = −n �óíêöèÿ xλ+ èìååò ïîëþñà:

(8.6) res
λ=−n

xλ+ =
(−1)n−1

(n− 1)!
δ(n−1)(x), n = 1, 2, . . . ,

è ïðè âñåõ λ 6= −1,−2, . . . îíà óäîâëåòâîðÿåò

(8.7)

dxλ+
dx

= λxλ−1
+ .

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ââåñòè �óíêöèþ

(8.8) (xλ−, φ(x)) =

0∫

−∞

dx |x|λφ(x) = (xλ+, φ(−x)),

òàê ÷òî ñâîéñòâà ýòîé �óíêöèè àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ðàññìîòðåííîé âûøå.

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ �óíêöèé ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íîâûå:

(8.9) |x|λ = xλ+ + xλ−, |x|λ sgn x = xλ+ − xλ−,
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ñâîéñòâà êîòîðûõ ñëåäóþò èç ïðåäûäóùåãî. Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî âèäåòü, ÷òî resλ=−1 |x|λ = 2δ(x),
à resλ=−1 |x|λ sgn x = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ �óíêöèÿ èìååò ïðåäåë ïðè

lim
λ→−1

|x|λ sgn x =
1

x
,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç (8.5) è (8.8). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ åùå ðàç

ïîêàçûâàþò, ÷òî |x|λ sgn x ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê åäèíûé ñèìâîë, à íå êàê ïðîèçâåäåíèå îáîá-

ùåííûõ �óíêöèé. Àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî resλ=−1 |x|λ = 0, a resλ=−1 |x|λ sgn x = −2δ′(x),
òàê ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λ→−2

|x|λ = 1

x2
≡ −

(
1

x

)′

.

Êðîìå òîãî, ââeäeì îáîáùåííûå �óíêöèè

(x+ i0)λ = lim
y→+0

(x2 + y2)λ/2eiλarg(x+iy) =

{
xλ, x > 0
eiπλ|x|λ, x < 0

,

(x− i0)λ = lim
y→−0

(x2 + y2)λ/2eiλarg(x+iy) =

{
xλ, x > 0
e−iπλ|x|λ, x < 0

.

Ìû âèäèì, ÷òî

(x± i0)λ = xλ+ + e±iπλxλ−.

Â ñèëó (8.6) è (8.8) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýòè �óíêöèè íå èìåþò ïîëþñîâ:

res
λ=−n

(x± i0)λ = 0 äëÿ ëþáîãî n.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 8: È.Ì.�åëü�àíä, �.Å.Øèëîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàä íè-

ìè�, ãë. II; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�, �.Áðåìåðìàí,

��àñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå� '.
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9. Ëåêöèÿ 9

9.1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ �óíêöèé èç S ′
. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îñíîâíîé

�óíêöèè îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîñðåäñòâîì

F [φ](k) =

∫
dx eixkφ(x), F−1[ψ](x) =

1

2π

∫
dk e−ixkψ(k).

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå φ̃(k) = F [φ](k). Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè, êàê ëåãêî âèäåòü, S

ïåðåõîäèò â S , ïðè÷åì ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â ñìûñëå òîïîëîãèè S . Åñëè îáîáùåííàÿ

�óíêöèÿ f çàäàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèåé f(x), òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü

F [f ](k) =

∫
dx eikxf(x),

òàê ÷òî äëÿ îñíîâíîé �óíêöèè φ è åå �óðüå-îáðàçà ψ(k) = F [φ](k) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(F [f ](k), ψ(k)) = 2π(f(x), φ(−x)) ≡ (f(x), F [ψ](x)).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé �óíêöèè èç S ′
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

(F [f ](k), ψ(k)) = (f(x), F [ψ](x)),

ïðè÷åì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, êàê î÷åâèäíî, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Îáðàòíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

• ∂nk (F [f ](k)) = F [(ix)nf ](k),
• F [∂nxf ] = (−ik)nF [f ],
• F [f(x− x0)](k) = eix0kF [f ](k),
• F [f ](k + a) = F [eixaf(x)](k), ãäå a = const,
• F [f(x)× g(x′)] = F [f ](k)× F [g](k′),
• F [f ∗ g] = F [f ]F [g],

ïðè÷åì ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè ñâåðòêà ñóùåñòâóåò, à â ïðàâîé ÷àñòè âîçíèêàåò

ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííûõ �óíêöèé. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñâåðòêè êîíòðîëèðîâàòü ëåã÷å,

÷åì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé, ïîýòîìó �óðüå-îáðàç ñâåðò-

êè �óðüå-îáðàçîâ îáîáùåííûõ �óíêöèé ÷àñòî áåðåòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

îáîáùåííûõ �óíêöèé.

Ïðèìåðû �óðüå-îáðàçîâ: F [δ] = 1, F [θ](k) =
i

k + i0
.

Òàê, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (7.3), èìååì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå:

1

x+ i0

1

x+ i0
=

1

(x+ i0)2

Èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî äè��åðåíöèàëü-

íîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè P âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

F [P (i∂x)f(x)] (k) = P (k)F [f ](k),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ðàçëè÷íûõ

ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè.

Ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó óêàçàííûõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è åãî íåïðåðûâíîñòè

lim
x→±∞

eikx

k
= ±iπδ(k)

â ñìûñêå îáîáùåííûõ �óíêöèé îò k.
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9.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ �óíêöèé èç D ′
. Ââåäåì åùå îäíî ïðîñòðàíñòâî

îñíîâíûõ �óíêöèé: Z . Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç âñåõ öåëûõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåðàâåíñòâó |zkψ(z)| ≤ Ck(ψ)e
a(ψ)|y|

, ñ êàêîé ëèáî ïîñòîÿííîé a(ψ), çàâèñÿùåé îò ψ. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ψn(z) ∈ Z ñõîäèòñÿ, êîãäà âñå a(ψn) íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî a è �óíêöèè ψn(z)
ñõîäÿòñÿ.

Ïóñòü φ(t) � íåêîòîðàÿ îñíîâíàÿ �óíêöèÿ èç D . Ïîñêîëüêó îíà �èíèòíà, òî íàéäåòñÿ òàêîå

a > 0, ÷òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

(9.1) ψ(z) = F [φ] =

∫
dt φ(t)eitz =

a∫

−a

dt φ(t)eitz

èìååò ñìûñë ïðè âñåõ z = x + iy ∈ C. Áîëåå òîãî, ÿñíî, ÷òî �óíêöèÿ F [φ(t)](z) åñòü öåëàÿ

àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(9.2) |zjψ(z)| =
∣∣∣∣∣

a∫

−a

dt φ(j)(t)eitz

∣∣∣∣∣ ≤ Cje
a|y|, j = 0, 1, 2, . . . ,

òàêèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå åñòü ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç D â Z .

Ëåììà 9.1. Âñÿêàÿ öåëàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ψ(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j
îöåíêå (9.2) (ò.å. ψ ∈ Z ) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íåêîòîðîé �óíêöèè φ ∈ D ñ íîñèòåëåì

suppφ ⊂ [−a, a].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèþ φ(t) îïðåäåëèì �îðìóëîé

(9.3) φ(t) =
1

2π

+∞∫

−∞

dx e−itxψ(x).

Òàê êàê ψ(x) â ñèëó îöåíêè (9.2) óáûâàåò ïðè |x| → ∞ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè, òî èíòåãðàë

â (9.3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x (âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè ïî ïàðàìåòðó

t). Òàêèì îáðàçîì φ(t) � áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî îíà �èíèòíà.

Ñäâèíåì îñü èíòåãðèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíî â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. À èìåííî, â ñèëó òåîðåìû

Êîøè:

+N∫

−N

dx e−itxψ(x) + i

τ∫

0

dy e−it(N+iy)ψ(N + iy) +

−N∫

+N

dx e−it(x+iτ)ψ(x+ iτ)+

+ i

0∫

τ

dy e−it(−N+iy)ψ(−N + iy) = 0,

ãäå τ � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, à N ïîëîæèòåëüíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè N → ∞ èíòåãðàëû

ïî âåðòèêàëüíûì îòðåçêàì [N,N + iτ ] è [−N + iτ,−N ] ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååì

(9.4) φ(t) =
etτ

2π

+∞∫

−∞

dx e−itxψ(x+ iτ).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (9.2) ïðè j = 0 è j = 2, íàõîäèì

|ψ(z)| ≤ ea|y| min

{
C0,

C2

|z|2
}

≤ C
ea|y|

1 + |z|2 ≤ C
ea|y|

1 + |x|2 ,

à òîãäà ïî (9.4)

|φ(t)| ≤ etτ

2π

∫
dxC

ea|τ |

1 + |x|2 = C ′e|τ |(a+t sgn τ).
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Âûáåðåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð τ òàê, ÷òî sgn τ = − sgn t è ïóñòü τ → ∞. Òàê êàê

C ′
íå çàâèñèò îò τ , òî â ïðåäåëå ïîëó÷àåì 0 ïðè |t| > a. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè |t| > a �óíêöèÿ

φ(t) = 0. �
Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óñòàíàâëèâàåò èçîìîð�èçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè D

è Z .

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé èç D ′
ïî �îðìóëå

(9.5) (F [f ], ψ) = (f, F [ψ]), ãäå ψ(z) ∈ Z , F [ψ](t) =

∫
dxψ(x)eitx.

Â ñèëó äîêàçàííîãî F [f ] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì �óíêöèîíàëîì íàä ïðîñòðàíñòâîì

Z . Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Z ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé, òî F [f ] íàçûâàþò àíà-

ëèòè÷åñêèì �óíêöèîíàëîì. Àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèîíàëû íå âïîëíå çàñëóæèâàþò íàçâàíèÿ

�îáîáùåííûå �óíêöèè�. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèîíàëîâ íå îïðåäåëåíî ïîíÿòèå

íîñèòåëÿ è �ðåãóëÿðíîãî� àíàëèòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà.

Ïðèìåð. Ïîêàçàòü, ÷òî

(F [eαt], ψ) = ψ(−iα).
Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 9: Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�; Þ. Í. Äðîææèíîâ, Á. È. Çàâüÿëîâ �Ââåäåíèå â òåîðèþ îáîáùåííûõ �óíêöèé Ëåêöèîííûå

êóðñû ÍÎÖ ÌÈÀÍ, Âûïóñê 5.
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10. Ëåêöèÿ 10

10.1. Ñâÿçü ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà. Ïóñòü f(t) � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ

�óíêöèÿ, ðàñòóùàÿ íå áûñòðåå ïîëèíîìà, ðàâíàÿ íóëþ ïðè îòðèöàòåëüíûõ t (â ÷àñòíîñòè,

f(t) ∈ S ′
� îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ óìåðåííîãî ðîñòà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-

îñè). Òîãäà åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F (p) =
∫∞

0
f(t)e−ptdt àíàëèòè÷íî â ïîëóïëîñêîñòè Re p >

0 è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F [f ](k) =
∫∞

0
eiktf(t)dt ïðè

ñîîòâåòñòâèè k = ip.
Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè ñ ïîëîæèòåëüíûì âðåìåíåì â îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáà ïðåîáðàçîâàíèÿ, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçî-

âàíèå Ëàïëàñà ñðàçó æå àïïåëèðóåò ê àïïàðàòó ÒÔÊÏ (è ïðèìåíèìî ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó

�óíêöèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì). Â èíûõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè

t < 0 ( òåì áîëåå â ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ) ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f(t) ∈ S ′
äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ðàçíîñòü

f(t) = f+(t) − f−(t) �óíêöèé ñ íîñèòåëÿìè íà ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñÿõ ñî-

îòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè f(t) � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ, ðàñòóùàÿ íå áûñòðåå

ïîëèíîìà, òî f+(t) = f(t)θ(t), f−(t) = −f(t)θ(−t). Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F [f(t)](k) e
òü
ñóììà F+(k) = F [f+(t)](k) è F−(k) = F [f−(t)](k),

(10.1) F (k) = F+(k)− F−(k),

ãäå �óíêöèè F±(k) èìåþò âèä ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà �óíêöèé f±(t) ïðè ñîîòâåòñòâèè k = ±ip
è ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè â âåðõíåé, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå (10.1) � ýòî àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

îáîáùåííîé �óíêöèè, îñóùåñòâëÿåìîå äâóìÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëàïëàñà.

10.2. Ïåðèîäè÷åñêèå îáîáùåííûå �óíêöèè. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà. Îïðå-

äåëèì ïðîñòðàíñòâî D ′
T , ãäå T > 0, êàê ïîäìíîæåñòâî f(x) ∈ D ′(R), òàêèõ ÷òî f(x+T ) = f(x) (â

ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé). Ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì ïåðèîäè÷åñêèõ îáîáùåííûõ �óíêöèé

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ:

(10.2) δT (x) =
∑

n∈Z

δ(x− nT ).

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî φ ∈ S èìååì (δT (x), φ(x)) =
∑

n∈Z φ(nT ), òî δT (x) ∈ S ′
. Äëÿ äàëüíåéøå-

ãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Ââåäåì íåîòðèöàòåëüíóþ ÷åòíóþ �óíêöèþ eT (x) ≥ 0,

ïðè÷åì eT (x) ∈ D è suppeT ⊂
(
−3T

4
,
3T

4

)
. Áîëåå òîãî, ïîòðåáóåì ÷òîáû eT (x) = 1 ïðè âñåõ

−T
4
< x <

T

4
, è eT (x− T ) = 1− eT (x) ïðè

T

4
< x <

3T

4
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà

(10.3)

∑

n∈Z

eT (x+ nT ) = 1,

ïðè âñåõ x ∈ R. Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíèöû ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé f ∈ D ′
T âûïîëíåíî

(10.4) f = (eTf) ∗ δT .
Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (10.3):

f(x) = f(x)
∑

n∈Z

eT (x+ nT ) =
∑

n∈Z

f(x)eT (x+ nT ) =

=
∑

n∈Z

f(x+ nT )eT (x+ nT ) = (eTf) ∗ δT ,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíòñòâî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé �óíêöèè g, äëÿ
êîòîðîé ñóùåñòâóåò åå ñâåðòêà ñ δT ïî (10.2) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (g ∗ δT )(x) =

∑
n∈Z g(x+nT ).

Äîêàçàííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî D ′
T ∈ S ′

. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó åãî δT = (eT δT ) ∗ δT , õîòÿ
ñâåðòêà δT ∗ δT íå ñóùåñòâóåò.
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�àññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ çàäåòñÿ �óíêöèåé ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìîé: f ∈ L1
lo


∩ D ′
T . Ïóñòü îñíîâíàÿ �óíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó φ ∈ C∞

T ,

ò.å. ïðîñòðàíñòâó ãëàäêèõ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñ ïåðèîäîì

T . Òîãäà â ñèëó (10.3) èìååì:

T∫

0

dx f(x)φ(x) =
∑

n∈Z

T∫

0

dx f(x)eT (x+ nT )φ(x) =

=
∑

n∈Z

(n+1)T∫

nT

dx f(x− nT )eT (x)φ(x− nT ) =
∑

n∈Z

(n+1)T∫

nT

dx f(x)eT (x)φ(x) =

=

∫
dx f(x)eT (x)φ(x),

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ∀f ∈ D ′
T è ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèè φ ∈ C∞

T , ÷òî

(10.5) (f, φ)T = (f, eTφ).

Èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, ýòî îïðåäå-

ëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó íå çàâèñèò îò âûáîðà �óíêöèè eT â ðàçëîæåíèè åäèíèöû (10.3).

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ýòîò �àêò ñëåäóåò äîêàçûâàòü. Ïóñòü �óíêöèÿ e′T çàäàåò êàêîå-òî äðó-

ãîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Òîãäà, ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ (10.4), ñâîéñòâà ñâåðòêè, ðàâåíñòâî

(10.2), ðàâåíñòâî (10.3) äëÿ �óíêöèè e′T , ïîëó÷àåì:

(f, e′Tφ) = ((eTf) ∗ δT , e′Tφ) =
∫
dx

∫
dy eT (x)f(x)δT (y)e

′
T (x+ y)φ(x+ y) =

=

∫
dx eT (x)f(x)

∫
dy δT (y)e

′
T (x+ y)φ(x+ y) =

=
∑

n∈Z

∫
dx eT (x)f(x)e

′
T (x− nT )φ(x− nT ) =

=
∑

n∈Z

∫
dx eT (x)f(x)e

′
T (x− nT )φ(x) = (f, eTφ),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïåðèîäè÷íîñòüþ φ(x). Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ÷òî è

ñëåäîâàëî äîêàçàòü. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ:

(10.6) (eimωx, einωx)T = Tδm+n,0, ω =
2π

T
,

ãäå δn,m � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

10.3. �ÿä Ôóðüå. Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ìû ïîëîæèì T = 2π.

Òåîðåìà 10.1. Äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé �óíêöèè f ∈ D ′
T ðÿä Ôóðüå

∑
n∈Z cn(f)e

inx
, ãäå

(10.7) cn(f) =
1

2π
(f, e−inx)2π � êîý��èöèåíòû Ôóðüå,

ñõîäèòñÿ ê f â S ′
, ò.å.

(10.8) f(x) =
∑

n∈Z

cn(f)e
inx.

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó âñïîìíèì ïðèìåð îáû÷íîãî ðÿäà Ôóðüå äëÿ ãëàäêîé

�óíêöèè â (4.13). Â ñèëó (4.14) íà èíòåðâàëå 0 ≤ x ≤ 2π ïðîèçâîäíàÿ f ′(x−π) = 1

2
− x

2π
è ïåðå-

äèî÷åñêè ïîâòîðÿåòñÿ íà âñåé îñè, à äè��åðåíöèðóÿ ðÿä, ïîëó÷àåì: f ′(x− π) =
1

2πi

∑
n 6=0

einx

n
.
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Ôóíêöèÿ f ′(x) ðàçðûâíà, à ïîòîìó f ′′(x − π) = − 1

2π
+ δ2π(x). Äè��åðåíöèðóÿ ðÿä åùå ðàç,

ïîëó÷àåì ðÿä Ôóðüå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé äåëüòà-�óíêöèè:

(10.9) δ2π(x) =
1

2π

∑

n∈Z

einx

ïî ïîñòðîåíèþ, ñõîäÿùèéñÿ â S ′
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (10.4) è (10.5):

f(x) =
1

2π
(eTf) ∗

∑

n∈Z

einx =
1

2π

∑

n∈Z

(eTf) ∗ einx =

=
1

2π

∑

n∈Z

∫
dx ein(x−y)eT (y)f(y) =

∑

n∈Z

einxcn(f).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ èç D ′
T îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êî-

ý��èöèåíòàìè Ôóðüå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî Ïàðñåâàëÿ (f, φ)T =
∑

n∈Z cn(f)c−n(φ), à ðÿä Ôóðüå ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü:

cn(f
(α)) = (in)αcn(f).

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 10: Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-

êè�; Þ. Í. Äðîææèíîâ, Á. È. Çàâüÿëîâ �Ââåäåíèå â òåîðèþ îáîáùåííûõ �óíêöèé Ëåêöèîííûå

êóðñû ÍÎÖ ÌÈÀÍ, Âûïóñê 5.
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11. Ëåêöèÿ 11

11.1. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ è �óíêöèè �ðèíà, ñâåäåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ê

çàäà÷å ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ïðè x > 0 íà÷àëüíóþ
çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè:

Lu(x) ≡
M∑

m=0

am
∂mu(x)

∂xm
= f(x),

u(0) = u0, u′(0) = u1, . . . , u
(M−1)(0) = uM−1.

Ïîëîæèì ũ(x) = u(x)θ(x). Òîãäà

ũ′(x) = u′(x)θ(x) + u0δ(x),

ũ′′(x) = u′′(x)θ(x) + u1δ(x) + u0δ
′(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ũ(m)(x) = u(m)(x)θ(x) +

m−1∑

m′=0

um′δ(m−m′−1)(x).

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Lũ(x) = f(x) +

M∑

m=1

am

m−1∑

m′=0

um′δ(m−m′−1)(x)

ñ íîñèòåëåì íà èíòåðâàëå [0,+∞].

11.2. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. �åøåíèå äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

Lu(x) ≡
N∑

n=0

an
∂nu(x)

∂xn
= f(x)

â êëàññå ãëàäêèõ äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé îñíîâàíî íà ñâîéñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

F [∂nxf ] = (−ip)nF [f ],
ãäå äëÿ îñíîâíûõ è èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé

F [φ](p) =

∫
dx eipxφ(x), F−1[ψ](x) =

1

2π

∫
dp e−ipxψ(p).

Ïðèìåíÿÿ åãî ê îáîèì ÷àñòÿì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

P (p)F [u](p) = F [f ](p),

ãäå ïîëèíîì

P (p) =
N∑

n=0

an(−ip)n.

Ò.å. �îðìàëüíî

F [u](p) =
F [f ](p)

P (p)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå äåëåíèå âîçìîæíî, ò.å., ÷òî P (p) íå èìååò âåùåñòâåííûõ íóëåé. Tîãäà,
ñîâåðøàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷àåì

u(x) =

∫
dyG(x− y)f(y),

ãäå âîçíèêëo �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà L:

G(x) = F−1

[
1

P (p)

]
(x) ≡ 1

2π

∫
dp e−ipx

P (p)
,
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òàê ÷òî

LG(x) = δ(x).

Òàêèì îáðàçîì â äàííîì ñëó÷àå �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåíî îäíîçíà÷-

íî, ïîñêîëüêó îäíîçíà÷íà ïðîöåäóðà äåëåíèÿ, â çíàìåíàòåëå íåò íóëåé, òàê ÷òî èíòåãðàë ñó-

ùeñòâóåò è ñõîäèòñÿ. Ñîáñòâåííî, òî æå ñàìîå âåðíîå è äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé.

�àññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ó ïîëèíîìà P (p) èìåþòñÿ âåùåñòâåííûå íóëè, ïðè÷åì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïðîñòûå. Êàê èçâåñòíî, âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü

P (p) =
n∏

n=1

aN(−i)N (p− qn).

Ïóñòü, ñêàæåì, q1 âåùåñòâåíåí. Òîãäà, âî-ïåðâûõ, 1/P (p) ñèíãóëÿðåí è ñëåäóåò âûáðàòü êàê ìû
ïîíèìàåì 1/(p− q1): ãëàâíîå çíà÷åíèå, èëè 1/(p− q1 + i0), èëè 1/(p− q1 − i0), èëè åùå êàê-òî.

Íî ïîñëå ýòîãî âîçíèêàåò ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñòè � âñïîìíèòü çàäà÷ó xf(x) = 0. Íó è òàê

äàëåå äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé ïîëèíîìà P (p).

11.3. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ íóëåâûì ïîòåí-

öèàëîì è âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ íà÷íåì ñ ïî-

ñòðîåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì:

− d2ψ(x)

dx2
− k2ψ(x) = f(x), ãäå k 6= 0 � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð,

òàê ÷òî

− d2G(x)

dx2
− k2G(x) = δ(x).

Çäåñü

P (p) = p2 − k2

à ïîòîìó

F [ψ](p) =
F [f ](p)

(p− k)(p+ k)
.

Êîíå÷íî, íóæíî �èêñèðîâàòü âûáîð îáîáùåííûõ �óíêöèé è ó÷åñòü íåîäíîçíà÷íîñòü äåëåíèÿ.

Ïîëîæèì

(11.1) F [ψ](p) =
F [f ](p)

(p− k + i0)(p+ k + i0)
+ c−δ(p− k) + c+δ(p+ k),

ãäå c− è c+ � íåîïðåäåëåííûå êîíñòàíòû (èìååòñÿ ââèäó ïî p). Ñîâåðøàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì

ψ(x) =

∫
dy G(x− y, k)f(y) + c−e

−ikx + c+e
ikx,

G(x, k) =
1

2π

∫
dp e−ipx

(p− k + i0)(p+ k + i0)
.

Âû÷èñëÿÿ ýòîò èíòåãðàë ïî ëåììå Æîðäàíà, èìååì:

G(x, k) = −θ(x)sin kx
k

.

Ïðîèçâîë â âûáîðå êîíñòàíò �èêñèðóåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íàïðèìåð,

ψ(0) = 0, ψx(0) = 0,

÷òî äàåò:

c± =
1

2

∫
dy

[
−G(−y, k)± i

k
Gx(−y, k)

]
f(y).
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Îòâåò òàê æå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ(x) =

∫
dy G0(x, y, k)f(y)

ãäå òåïåðü G0(x, y, k) íå åñòü �óíêöèÿ ðàçíîñòè x− y:

G0(x, y, k) =
[
θ(−y)− θ(x− y)

]sin k(x− y)

k
,

ψ(x) =

x∫

0

dy
sin k(x− y)

k
f(y).

Íàéäåì òåïåðü �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f(t, x), (a > 0)

ò.å., ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂2G(t, x)

∂t2
− a2

∂2G(t, x)

∂x2
= δ(t)δ(x).

Ïðèìåíèì, íàïðèìåð, ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x:

∂2G(t, k)

∂t2
− a2k2G(t, k) = δ(t).

Ïðè �èêñèðîâàííîì k ñîîòâåòñòâóþùåå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïî t áûëî
ðàññìîòðåíî âûøå; îäíî èç åãî �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé èìååò âèä

(11.2) G(t, k) = θ(t)
sin akt

ak
.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ïðèìåíåíèåì ê G(t, k) îáðàòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îòâåò:

(11.3) G(t, x) =
1

2a
θ(at− |x|).

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x îò ýòîé �óíêöèè. Ïî-

ñêîëüêó ðå÷ü èäåò îá îáû÷íûõ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèÿõ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èí-

òåãðàë

Fx[G(t, x)] =

∫ +∞

−∞

eikxG(t, x)dx =

∫

|x|<at

eikxdx =

{
0, t < 0,

sin akt

ak
, t > 0,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (11.2). �åøèì ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ó Êîøè

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f(t, x), t > 0

u(0, x) = u0(x),
∂u

∂t
(0, x) = u1(x)

Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà îäíîìó óðàâíåíèþ íà îáîáùåííóþ �óíêöèþ v(t, x) = θ(t)u(t, x) ñ
íîñèòåëåì â ïîëóïëîñêîñòè t ≥ 0:

∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2
= f(t, x)θ(t) + u0(x)δ

′(t) + u1(x)δ(t).

Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîäíàÿ

∂v

∂t
â ñìû
ëå îáîáùåííûõ �óíêöèé ðàâíà

∂v(t, x)

∂t
=
∂u(t, x)

∂t
θ(t) + u(t, x)θ′t(t) =

∂u(t, x)

∂t
θ(t) + u0(x)δ(t),

àíàëîãè÷íî

∂2v(t, x)

∂t2
=
∂2u(t, x)

∂t2
θ(t) + u0(x)δ

′(t) + u1(x)δ(t).
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Ïîýòîìó v(t, x) = G(t, x)∗(f(t, x)θ(t) + u0(x)δ
′(t) + u1(x)δ(t)), ãäå G(t, x) äàíà â (11.3) è ñâåðò-

êà ïðîâîäèòñÿ ïî îáîèì ïåðåìåííûì:

v(t, x) =

+∞∫

−∞

ds

+∞∫

−∞

dy G(t− s, x− y) (f(s, y)θ(s) + u0(y)δ
′(s) + u1(y)δ(s)) .

Ïðè t > 0 �óíêöèè u(t, x) è v(t, x) ñîâïàäàþò, òàê ÷òî

u(t, x) =
1

2a

+∞∫

−∞

ds

+∞∫

−∞

dy θ(t− s− |x− y|) (f(s, y)θ(s) + u0(y)δ
′(s) + u1(y)δ(s)) =

=
1

2a

t∫

0

ds

x+a(t−s)∫

x−a(t−s)

dyf(s, y) +
1

2a

x+at∫

x−at

dy u1(y) +
1

2
(u0(x− at) + u0(x+ at)) ,

÷òî åñòü çíàìåíèòàÿ �îðìóëà Äàëàìáåðà.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 11: Ì.�èä, Á.Ñàéìîí �Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�,

òîì 1, �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç�; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé

�èçèêè�, �.Áðåìåðìàí, ��àñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�.
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12. Ëåêöèÿ 12

12.1. Ñâåäåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê èíòåãðàëü-

íîìó óðàâíåíèþ. �àññìîòðèì îïÿòü óðàâíåíèåØòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ íåíóëåâûì ïîòåíöèàëîì

(îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà):

−d
2ψ(x)

dx2
+ u(x)ψ(x) = k2ψ(x), ãäå k 6= 0 � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð,

è íóëåâîé �ïðàâîé ÷àñòüþ�. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â òàêîé ñèòóàöèè ïðèíîñèò ìàëî ïîëüçû,

ïîñêîëüêó âìåñòî u(x)ψ(x) ìû ïîëó÷èì ñâåðòêó. Îäíàêî �óíêöèÿ �ðèíà ïîçâîëÿåò ñâåñòè äè�-

�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ê èíòåãðàëüíîìó, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èñ-

ñëåäîâàòü ñâîéñòâà ðåøåíèé. Ïîëîæèì â ïðåäûäóùèõ �îðìóëàõ f(x) = −u(x)ψ(x), òîãäà ψ(x)
óäîâëåòâîðÿåò

ψ(x) = c−e
−ikx + c+e

ikx −
x∫

−∞

dy
sin k(x− y)

k
u(y)ψ(y).

Îïÿòü êîíñòàíòû �èêñèðóðóþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(x) � ãëàäêàÿ,

áûñòðî óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿ (íàïðèìåð, èç S ). Òîãäà åñòåñòâåííî îæèäàòü,

÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè ψ(x) âåäåò ñåáÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ u(x) = 0. Îáîçíà÷èì ψ(x, k) ∼
e−ikx ïðè x→ −∞, òî÷íåå, çàäàäèì ðåøåíèå ψ(x, k) óñëîâèåì

lim
x→−∞

eikxψ(x, k) = 1.

Ïåðåïèøåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå â âèäå

eikxψ(x) = c− + c+e
2ikx +

x∫

−∞

dy
1− e2ik(x−y)

k
u(y)eikyψ(y),

ò.å. êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà eikxψ(x). Óñëîâèå íà àñèìïòîòèêå äàåò c− = 1, c+ = 0. Èòàê,

ψ(x, k) = e−ikx −
x∫

−∞

dy
sin k(x− y)

k
u(y)ψ(y, k),

eikxψ(x, k) = 1 +

x∫

−∞

dy
1− e2ik(x−y)

k
u(y)eikyψ(y, k).

Ìû ïîëó÷èëè îäíîçíà÷íîå óðàâíåíèå, äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî óæå

ìîæíî ïðîâîäèòü, ñêàæåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Âòîðàÿ âåðñèÿ ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî ψ(x, k) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â âåðõíþþ ïîëó-

ïëîñêîñòü ïàðàìåòðà k. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè Éîñòà.

12.2. Îáîáùåííûå �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ çäåñü ÿâ-

ëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì îïðåäåëåíèé îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, â ÷àñòíîñòè îïðåäå-

ëåíèÿ 5.1 ïðè x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn
. Òàê, îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà D ñîâïàäàåò â òî÷íîñòè ñ

ïóíêòîì 1) îïðåäåëåíèÿ 5.1. Îïðåäåëåíèå æå ïðîñòðàíñòâà S â ïóíêòå 2) òðåáóåò ëèøü ñëåäóþ-

ùåãî óòî÷íåíèÿ óêàçàííîãî òàì íåðàâåíñòâà. Ïóñòü α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ, ò.å. íàáîð
n öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü |α| = α1+α2+ · · ·+αn. Òîãäà áåñêîíå÷íî äè��åðåíöè-
ðóåìàÿ �óíêöèÿ φ(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò

òàêèå êîíñòàíòû C|α|,|β|, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x||α|
∣∣∣∣

∂|β|f(x)

∂xβ11 ∂x
β2
2 · · ·∂xβnn

∣∣∣∣ ≤ C|α|,|β|

äëÿ ëþáûõ x ∈ Rn
è ëþáûõ ìóëüòèèíäåêñîâ α è β, òàêèõ ÷òî |α|, |β| = 0, 1, 2, . . . è ãäå |x| =√

x21 + . . .+ x2n.
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12.3. Îáîáùåííûå �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âåçäå çäåñü îáîçíà÷åíèå òèïà

φ(z), f(z), ãäå z = x+iy ≡ zRe+izIm, êàê äëÿ îñíîâíûõ, òàê è äëÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé íå ïðåä-
ïîëàãàåò, ÷òî ýòî �óíêöèè àíàëèòè÷åñêèå, à ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåííûì îáîçíà÷åíèåì äëÿ �óíêöèé

äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, φ(x, y) è f(x, y). Ìû èñïîëüçóåì çäåñü ñëåäó-

þùèå îáîçíà÷åíèÿ:

d2z = dxdy =
dz ∧ dz

2i
,(12.1)

∂z ≡
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
, ∂z ≡ ∂z ≡

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,(12.2)

è ïðåïîëàãàåì, ÷òî èç êóðñà àíàëèçà èçâåñòíû �îðìóëû �ðèíà

(12.3) 2i

∫

D

d2z ∂z̄f(z) =

∮

∂D

dz f(z), 2i

∫

D

d2z ∂zf(z) = −
∮

∂D

dz̄ f(z),

ãäå îáëàñòü D íàõîäèòñÿ ñëåâà îò êîíòóðà ∂D ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî íåìó, à òàêæå �îðìóëà

Êîøè��ðèíà:

(12.4) f(z) = − 1

2πi

∮

∂D

dz ′ f(z
′)

z − z′
+

1

π

∫

D

d2z

z − z′
∂z̄′f(z

′),

äëÿ z ∈ D \ ∂D, ãäå D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D.
Ìû ðàññìîòðèì òóò òîëüêî íåêîòîðûå ïðèìåðû îáîáùåííûõ �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-

íîãî. Äåëüòà-�óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äåëüòà-�óíêöèé âåùåñòâåííîé è

ìíèìîé ÷àñòåé:

(12.5) δ(z) = δ(zRe)δ(zIm),

òàê ÷òî

(12.6)

∫
d2zδ(z)φ(z) = φ(0).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ C, a 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ δ(az) = |a|−2δ(z).
Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ 1/zn, n = 1, 2, . . ., â ïðîñòðàíñòâå S ′(C) (ðàñïðåäåëåíèå) îïðåäåëÿåòñÿ

ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ

(
1

zn
, φ

)
= lim

ǫ→0

∫

|z|>ǫ

d2z

zn
φ(z),

ãäå φ ∈ S (C). Â ÷àñòíîñòè

(
1

z2
, φ

)
=

∫

|z|>1

d2z

z2
φ(z) +

∫

|z|<1

d2z

z2
(φ(z)− φ(0)).

Ïîêàçàòü, ÷òî îáðåçàíèå íà óðîâíå |z| = 1 ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîå |z| = a > 0 è çíà÷åíèå ïðè
ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò

(12.7) ∂z
1

zn
= − n

zn+1
.

Äîêàæåì ðàâåíòñòâî:

1

z +∆
− 1

z
= −∆

z2
+ π∆δ(z) + o(∆), ∆ → 0,
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ãäå o(∆) îçíà÷àåò îáîáùåííóþ �óíêöèþ, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè ∆ → 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàññìîòðèì:

∫
d2z

(
1

z +∆
− 1

z

)
φ(z) =

∫
d2z

z
(φ(z −∆)− φ(z)) =

= −
∫
dz ∧ dz

2i

1

z

(
∆∂zφ(z) + ∆∂z̄φ(z)

)
+ o(∆) =

= − lim
ǫ→0

∫

|z|>ǫ

d2z

z

(
∆∂zφ(z) + ∆∂z̄φ(z)

)
+ o(∆) =

= −∆ lim
ǫ→0

∫

|z|>ǫ

d2z

z
∂zφ(z)−∆ lim

ǫ→0

∫

|z|>ǫ

d2z

z
∂z̄φ(z) + o(∆) =

= −
(
∆

z2
, φ

)
+∆ lim

ǫ→0

∮

|z|=ǫ

dz

z
φ(z) + o(∆) =

= −
(
∆

z2
, φ

)
+∆πφ(0) + o(∆).

Òîãäà

∂z̄
1

z
= πδ(z).

Çàìåòèì, ÷òî êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå zδ(z) = 0. Îäíàêî òåïåðü ýòîìó æå ðàâåíñòâó óäîâëå-
òâîðÿþò âñå ïðîèçâîäíû äåëüòà-�óíêöèè ïî z: ∂zδ(z), ∂

2
zδ(z), è ò.ä.

12.4. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ðàçìåðíîñòè 2. Ïîëàãàÿ, êàê

îáû÷íî, z = x+ iy = ρeiφ, ãäå φ = arg z è −π ≤ φ ≤ π, â ñèëó �îðìóë (12.2) èìååì:

(12.8) ∂z =
e−iφ

2

(
∂ρ +

1

iρ
∂φ

)
, ∂̄z =

eiφ

2

(
∂ρ −

1

iρ
∂φ

)
.

Òîãäà

(∂z log z, f) = − (log z, ∂zf) =

=
1

2

∫ ∞

0

dρ

∫ π

−π

dφ[log ρ+ 1 + iφ]e−iφf(ρeiφ)−

− 1

2

∫ ∞

0

dρ

∫ π

−π

dφ[log ρ− 1 + iφ]e−iφf(ρeiφ) +
1

2i

∫ ∞

0

[log ρ+ iφ]e−iφf(ρeiφ)

∣∣∣∣
π

−π

=

=

∫ ∞

0

dρ

∫ π

−π

dφe−iφf(ρeiφ) + π

∫ ∞

0

dρ f(−ρ) =

=

(
1

z
, f

)
+ π

∫ ∞

0

dρ f(−ρ)

òàê ÷òî

(12.9) ∂z log z =
1

z
+ πθ(−zRe)δ(zIm), ∂z log z =

1

z
+ πθ(−zRe)δ(zIm),

ãäå âòîðîå ðàâåñíòâî åñòü êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïåðâîãî. Òàêîé æå âûêëàäêîé ïîëó÷àåì,

÷òî

(12.10) ∂z̄ log z = −πθ(−zRe)δ(zIm), ∂z log z = −πθ(−zRe)δ(zIm).

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî ∂z log z 6= 1/z and ∂z̄ log z 6= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

(12.11) ∂z log |z|2 = ∂z(ln z + ln z) =
1

z

òàê ÷òî â ñèëó (12.3)

(12.12) ∂z∂z log |z| =
π

2
δ(z).
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Äàëåå, ïî (12.2) óðàâíåíèå

(∂2x + ∂2y)G(x, y) = δ(x)δ(y) ýêâèâàëåíòíî ∂z∂zG = 4δ(z)

òàê ÷òî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü

(12.13) G(x, y) =
1

2π
ln
√
x2 + y2.

12.5. Îáîáùåííûå �óíêöèè íà åäèíè÷íîì êîíòóðå. Ïóñòü φ(x) ∈ C∞
2π. Ïîëîæèì z = eix,

0 ≤ x ≤ 2π. Ââåäåì �óíêöèþ ψ(z) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé íà åäèíè÷íîì êîíòóðå, |z| = 1,
ïîñðåäñòâîì ψ(eix) = φ(x). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ψ(z) � áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ

íà åäèíè÷íîì êðóãå, òî φ(x) ∈ C∞
2π. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé äåëüòà-�óíêöèè èìååì:

(δ2π, φ)2π =
∑

n∈Z

∫
dxδ(x− 2πn)e2π(x)φ(x) = ψ(1).

Àíàëîãè÷íî, ìû ëþáîé îáîáùåííîé �óíêöèè f(x) ∈ D ′
2π ñîïîñòàâëÿåì îáîáùåííóþ �óíêöèþ

fc(z) (c îò ñëîâà 
ontour) íà åäèíè÷íîì êðóãå:

(12.14) (f(x), φ(x))2π = (fc(z), ψ(z))c

Åñëè �óíêöèÿ f(x) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, òî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà è �óíêöèÿ fc(z) = f(x),
z = eix, ïðè÷åì

(12.15) (fc(z), ψ(z))c =

∮

|z|=1

dz

iz
fc(z)ψ(z),

à äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé �óíêöèè èç D ′
2π ïðàâóþ ÷àñòü ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê îáîçíà-

÷åíèå ëåâîé, îïðåäåëåííîé ïî (10.5) è (12.14).

�ÿä Ôóðüå äëÿ îáîáùåííîé �óíêöèè, ò.å. ðàâåíñòâà (10.7) è (10.8), ïðèíèìàåò âèä:

(12.16) fc(z) =
∑

n∈Z

cn(f)z
n, cn(f) =

1

2π
(fc, z

−n)c ≡
∮

|z|=1

dz

2πizn+1
fc(z)

Â ÷àñòíîñòè ïî (10.9)

δc(z) =
1

2π

∑

n∈Z

zn.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò àíàëîã �îðìóëû Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ:

δc(z) =
1

2π

( ∞∑

n=0

zn +
1

z

∞∑

n=0

z−n
)

=
1

2π
lim
ǫ→+0

( ∞∑

n=0

(ze−ǫ)n +
1

z

∞∑

n=0

(zeǫ)−n
)

=

=
1

2π
lim
ǫ→+0

(
1

z − e−ǫ
− 1

z − eǫ

)
=

1

2π

(
1

z − 1−
− 1

z − 1+

)

ãäå ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì îáîáùåííûõ �óíêöèé íà âåùåñòâåííîé îñè ìû ââåëè îáîáùåííûå

�óíêöèè

1

z − 1±
= lim

ǫ→±0

1

z − eǫ
,

ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäåëàìè �óíêöèé àíàëèòè÷åñêèõ âíóòðè è âíå åäèíè÷íîãî êîíòóðà, ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 13: È.Ì.�åëü�àíä, �.Å.Øèëîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàä

íèìè�, ãë. II; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�, �.Áðåìåð-

ìàí, ��àñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�.



44

13. Ëåêöèÿ 13

13.1. Ñòðóêòóðà îáîáùåííûõ �óíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà. Î÷åâèäíî, â ÷àñòíîñòè èç ðàñ-

ñìîòðåííûõ ïðèìåðîâ, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ îáîáùåííîé �óíêöèè �ìåíåå ñèíãóëÿðíà�, ÷åì ñàìà

îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ. Çäåñü ìû ñ�îðìóëèðóåì ýòî íàáëþäåíèå ñòðîãî äëÿ îáîáùåííûõ �óíê-

öèé èç ïðîñòðàíñòâà S ′
. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìíèòü äâå òåîðåìû èç êóðñà �óíêöè-

îíàëüíîãî àíàëèçà:

Òåîðåìà 13.1 (Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà). Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, p
� âåùåñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

p(αx+ βy) ≤ |α|p(x) + |β|p(y) ïðè ëþáûõ x, y ∈ X è ëþáûõ α, β ∈ C òàêèõ, ÷òî |α| + |β| = 1.
Ïóñòü λ � êîìïëåêñíûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå Y ⊂ X è

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ |λ(x)| ≤ p(x) ïðè ëþáîì x ∈ Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíî

ëèíåéíûé �óíêöèîíàë Λ, îïðåäåëåííûé íà X, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ |Λ(x)| ≤ p(x) ïðè

ëþáîì x ∈ X è òàêîé, ÷òî Λ(x) = λ(x) ïðè x ∈ Y .

Òåîðåìà 13.2 (Òåîðåìà Ô. �èññà). Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà T íà

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò t ∈ H, òàêîé, ÷òî äëÿ

ëþáîãî x ∈ H âûïîëíåíî T (x) = (t, x).

Âåðíåìñÿ ê îáîáùåííûì �óíêöèÿì. Ââåäåì â S ñ÷åòíîå ÷èñëî íîðì, îïðåäåëåííûõ êàê

(13.1) ‖φ‖p = sup
x∈R
α≤p

(1 + |x|2)p/2|∂αxφ(x)|, p = 0, 1, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî

(13.2) ‖φ‖0 ≤ ‖φ‖1 ≤ ‖φ‖2 ≤ . . . ,

à ñõîäèìîñòü â S ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé φ1, φ2, . . . èç S ñõîäèòñÿ ê íóëþ, φk → 0 â S ïðè k → ∞, åñëè äëÿ âñåõ p = 0, 1, . . .
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ‖φk‖p → 0 ïðè k → ∞.

Ïóñòü Sp îçíà÷àåò ïîïîëíåíèå S ïî p-îé íîðìå. Êàæäîå Sp � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è

ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ:

S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ . . . ,

ïðè÷åì êàæäîå âëîæåíèå Sp+1 ⊂ Sp íåïðåðûâíî â ñèëó (13.2). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî âëîæå-

íèå âïîëíå íåïðåðûâíî (êîìïàêòíî), ò.å. èç âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â

Sp+1 ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñü â Sp. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî S � ïîëíîå

ïðîñòðàíñòâî è S =
⋂
p≥0 Sp.

Òåîðåìà 13.3 (Òåîðåìà Ëîðàíà Øâàðöà). Ïóñòü M ′
� ñëàáî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî �óíê-

öèîíàëîâ èç S ′
, ò.å. |(f, φ)| < Cφ äëÿ âñåõ f ∈ M ′

è φ ∈ S . Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà

K ≥ 0 è m ≥ 0, ÷òî

(13.3) |(f, φ)| ≤ K‖φ‖m, äëÿ ëþáûõ f ∈M ′, φ ∈ S .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íåðàâåíñòâî (13.3) íåñïðàâåäëèâî, òî íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fk} � �óíêöèîíàëîâ èç M ′
è φk � �óíêöèé èç S òàêèå, ÷òî

(13.4) |(fk, φk)| ≥ k‖φk‖k, k = 1, 2, . . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

ψk(x) =
φk(x)√
k‖φk‖k

, k = 1, 2, . . .

ñòðåìèòñÿ ê 0 â S , èáî ïðè k ≥ p:

‖ψk‖p =
‖φk‖p√
k‖φk‖k

≤ 1√
k
.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèîíàëîâ {fk} îãðàíè÷åíà íà êàæäîé îñíîâíîé �óíêöèè φ èç S .

Ïîýòîìó äëÿ íåå (fk, ψk) → 0 ïðè k → ∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî (13.4) äàåò

|(fk, ψk)| =
|(fk, φk)|√
k‖φk‖k

≥
√
k.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷åå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 13.1. Âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ óìåðåííîãî ðîñòà èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê,

ò.å. äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå êàê ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë èç íåêîòîðîãî (íàèìåíü-

øåãî) ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà S ′
m, ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (13.3) ïðèíèìàåò âèä

(13.5) |(f, φ)| ≤ ‖f‖−m‖φ‖m, φ ∈ S .

ãäå ‖f‖−m � íîðìà �óíêöèîíàëà f â S ′
m, m � ïîðÿäîê f .

Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

S
′
0 ⊂ S

′
1 ⊂ S

′
2 ⊂ . . . , S

′ =
⋃

p≥0

S
′
p.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 13.4. Åñëè f ∈ S ′(Rn), òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ g ìåäëåííîãî ðîñòà

íà Rn
è öåëîå ÷èñëî m ≥ 0 òàêèå, ÷òî f(x) = Dm

1 . . .D
m
n g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì åãî äëÿ ñëó÷àÿ n = 1. Ïî òåîðåìå Øâàðöà ñóùåñòâóþò ÷èñëà K è

p òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ϕ ∈ S èìååì

|(f, ϕ)| ≤ K‖ϕ‖p ≤ Kmax
α≤p

∫
dx

∣∣∣∣
d

dx
[(1 + x2)p/2ϕ(α)(x)]

∣∣∣∣,

òàê ÷òî

|(f, ϕ)| ≤ Kmax
α≤p

∥∥∥∥
d

dx
[(1 + x2)p/2ϕ(α)(x)]

∥∥∥∥
L1

.

Ïîëîæèì ψα =
d

dx
[(1 + x2)p/2ϕ(α)(x)]. Ýòî ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé �óíêöèè ϕ ∈ S íàáîð {ψα},

ò.å. ìû èìååì îòîáðàæåíèå ϕ → {ψα} èç ïðîñòðàíñòâà S â ïðîñòðàíñòâî ⊕α≤pL1
ñ íîðìîé

‖{fα}‖ = maxα≤p ‖fα‖L1
. Íà ëèíåéíîì ïîäìíîæåñòâå {{ψα}, ϕ ∈ S } ïðîñòðàíñòâà ⊕α≤pL1

ââå-

äåì ëèíåéíûé �óíêöèîíàë f ∗
ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà (f ∗, {ψα}) = (f, ϕ). Â ñèëó äîêàçàííîãî

âûøå

|(f ∗, {ψα})| = |(f, ϕ)| ≤ Kmax
α≤p

‖ψα‖L1 ≤ K‖{ψα}‖,
òàê ÷òî �óíêöèîíàë f ∗

íåïðåðûâåí. Òîãäà â ñèëó òåîðåì Õàíà�Áàíàõà è Ô. �èññà ñóùåñòâóåò

âåêòîð �óíêöèÿ χα ∈ ⊕α≤pL∞
òàêàÿ, ÷òî

(f ∗, {ψα}) =
∑

α≤p

∫
dxχα(x)ψα(x).

Çäåñü L∞(R) � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ �óíêöèé íà R, òàêèõ ÷òî ïî÷òè

âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãà |f(x)| ≤ M ïðè íåêîòîðîì M <∞. Íîðìà ‖f‖L∞
� íàèìåíüøåå èç òàêèõ

M . Ïðîñòðàíñòâî L∞(R) áàíàõîâî. Èòàê, äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ S :

(f, ϕ) =
∑

α≤p

∫
dxχα(x)

d

dx
[(1 + x2)p/2ϕ(α)(x)] =

=
∑

α≤p

∫
dxgα(x)φ

(α+2)(x).

Çäåñü äîáàâëåíà îäíà ïðîèçâîäíàÿ â ϕ(α+2)
, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè gα, ÿâ-

ëÿþùåéñÿ ïåðâîîáðàçíîé �àêòîðîâ ϕ(α+1)(x) â ïåðâîé ñòðî÷êå. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

f(x) =
dm

dxm
g(x), ãäå m = p+ 2,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

13.2. Óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêîì. �àññìîòðèì óðàâíåíèå íà �óíêöèþ

φ(t; x1, . . . , xn) âèäà
(
∂2t − (∂2x1 + · · ·+ ∂2xn) +m2

)
φ(t; x1, . . . , xn) = j(t; x1, . . . , xn),(13.6)

ãäå m - ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð (ìàññà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ), j(t; x1, . . . , xn) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ
âðåìåíè t è êîîðäèíàò x1, . . . , xn (âíåøíèé èñòî÷íèê).

�åøåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî ïî ïîëþ φ(t; x1, . . . , xn) óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

φ(t; x1, . . . , xn) = φ0(t; x1, . . . , xn)+

+

∫
dτ

∫
dy1 . . .dynE(t, τ ; x1, y1, . . . , xn, yn)j(τ ; y1, . . . , yn),

çäåñü φ0(t; x1, . . . , xn) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.6) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ðàâíîé íóëþ,

E(t, τ ; x1, y1, . . . , xn, yn) � �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(
∂2t − (∂2x1 + · · ·+ ∂2xn) +m2

)
E(t, τ ; x1, y1, . . . , xn, yn) =

=δ(t− τ)δ(x1 − y1) . . . δ(xn − yn).

Åñëè íà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó íàëîæèòü ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ, �èêñèðóþùèå ïðîèçâîë, ñâÿçàí-

íûé ñ âûáîðîì ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

φ(t; x1, . . . , xn) =

∫
dτ

∫
dy1 . . .dynD(t, τ ; x1, y1, . . . , xn, yn)j(τ ; y1, . . . , yn),(13.7)

ãäå D(t, τ ; x1, y1, . . . , xn, yn) - �óíêöèÿ �ðèíà ðàññìîòðåííîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèÿìè, �èêñèðó-
þùèìè ïðîèçâîë.

Ñàìî ðàññìîòðåííîå óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî ñäâèãà ïî âðåìåíè è

ïðîñòðàíñòâó, åñëè ýòîé æå èíâàðèàíòíîñòüþ îáëàäàþò íàëîæåííûå óñëîâèÿ, òî (ïîäóìàéòå

êàê äîêàçàòü)

D(t, τ ; x1, y1, . . . , xn, yn) = D(t− τ ; x1 − y1, . . . , xn − yn).(13.8)

Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ðåøàòü áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå

(
∂2t − (∂2x1 + · · ·+ ∂2xn) +m2

)
D(t; x1, . . . , xn) = δ(t)δ(x1) . . . δ(xn).(13.9)

�åøèì ýòî óðàâíåíèå ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Èùåì ðåøåíèå â âèäå

D(t; x1, . . . , xn) =

∫
dω

2π

∫
dk1 . . .dkn

(2π)n
D(ω; k1, . . . , kn) e

−iωt+ik1x1+···+iknxn .

Äëÿ D(ω; k1, . . . , kn) ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ñëåäóåò ðåøàòü â S ′

(ω − ǫk)(ω + ǫk)D(ω; k1, . . . , kn) = −1, ǫk =
√
m2 + k2,(13.10)

ãäå k2 = k21 + · · ·+ k2n.
�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â S ′

D(ω; k1, . . . , kn) =
1

2ǫk

1

ω + ǫk
− 1

2ǫk

1

ω − ǫk
+ C1(k)δ(ω − ǫk) + C2(k)δ(ω + ǫk),(13.11)

ãäå (ω ± ǫk)
−1

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Ïðåäñòàâèì îáîáùåííûå �óíêöèè, �è-

ãóðèðóþùèå â îòâåòå, â âèäå ïðåäåëîâ �óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ ëèáî â âåðõíåé, ëèáî â íèæíåé

ïîëóïëîñêîñòÿõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω

1

x
=

1

2

( 1

x+ i0
+

1

x− i0

)
,

δ(x) =
1

2iπ

( 1

x− i0
− 1

x+ i0

)
.
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Òåïåðü îòâåò äëÿ �óðüå-îáðàçà �óíêöèè �ðèíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

D(ω; k1, . . . , kn) =

=
1

ω − ǫk + i0

[
− 1

4ǫk
− C1(k)

2iπ

]
+

1

ω − ǫk − i0

[
− 1

4ǫk
+
C1(k)

2iπ

]
+

+
1

ω + ǫk + i0

[
1

4ǫk
− C2(k)

2iπ

]
+

1

ω + ǫk − i0

[
1

4ǫk
+
C2(k)

2iπ

]
.

13.3. Çàïàçäûâàþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà. Ôóíêöèÿ �ðèíà íàçûâàåòñÿ çàïàçäûâàþùåé, åñëè

çíà÷åíèå ïîëÿ φ(t; x1, . . . , xn) â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè èñòî÷íèêà j(τ ; y1, . . . ,
yn) òîëüêî â ìîìåíòû âðåìåíè τ , ïðåäøåñòâóþùèå âðåìåíè t (ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè). Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî

DR(t, τ ; x1, y1 . . . , xn, yn) = 0 ïðè τ > t.(13.12)

Ýòî óñëîâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè, ïîýòîìó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

óðàâíåíèÿ

DR(t; x1 . . . , xn) = 0 ïðè t < 0.(13.13)

�àññìîòðèì �óðüå-îáðàç çàïàçäûâàþùåé �óíêöèè �ðèíà

DR(ω; k1 . . . , kn) =

∫
dt

∫
dx1 . . .dxnDR(t; x1 . . . , xn)e

iωt−ik1x1−···−iknxn =

=

∫ ∞

0

dt

∫
dx1 . . . dxnDR(t; x1 . . . , xn)e

iωt−ik1x1−···−iknxn .

Ïîñìîòðèì íà �óðüå-îáðàç �óíêöèè �ðèíà êàê íà �óíêöèþ êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû ω = ω1+iω2.

Èç ïðèâåäåííîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè ω2 > 0 èíòåãðàë ïî âðåìåíè ñõîäèòñÿ è, ñëåäîâà-

òåëüíî, DR(ω; k1 . . . , kn) - àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ÷àñòîòû, êàê �óíêöèè êîì-

ïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî â îáùåé �îðìóëå äëÿ �óðüå-îáðàçà �óíêöèè �ðèíà ñëåäóåò

çàíóëèòü âòîðîé è ÷åòâåðòûé ÷ëåíû:

C1(k) =
iπ

2ǫk
, C2(k) = − iπ

2ǫk
.

È, ñëåäîâàòåëüíî,

DR(ω; k1 . . . , kn) = − 1

(ω + i0)2 − ǫ2k
.(13.14)

13.4. Îïåðåæàþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà. Ôóíêöèÿ �ðèíà íàçûâàåòñÿ îïåðåæàþùåé, åñëè çíà-

÷åíèå ïîëÿ φ(t; x1, . . . , xn) â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè èñòî÷íèêà j(τ ; y1, . . . , yn)
òîëüêî â ìîìåíòû âðåìåíè τ , ïîñëåäóþùèìè çà âðåìåíåì t . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

DA(t, τ ; x1, y1 . . . , xn, yn) = 0 ïðè τ < t.(13.15)

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì äëÿ çàïàçäûâàþùåé �óíêöèè �ðèíà, óáåæ-

äàåìñÿ, ÷òî îïåðåæàþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà àíàëèòè÷íà â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé

÷àñòîòû. Â ýòîì ñëó÷àå

C1(k) = − iπ

2ǫk
, C2(k) =

iπ

2ǫk
,

è, òàêèì îáðàçîì,

DA(ω; k1 . . . , kn) = − 1

(ω − i0)2 − ǫ2k
.(13.16)
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13.5. Ïðè÷èííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà. Îïðåäåëèì ïðè÷èííóþ (èëè �åéíìàíîâñêóþ) �óíêöèþ

�ðèíà ÷åðåç àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà åå �óðüå-îáðàçà ïî ÷àñòîòå. Ïóñòü äëÿ ïðè÷èííîé �óíê-

öèè �ðèíà ïîëþñ ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ëåæèò â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè

êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû (êàê äëÿ çàïàçäûâàþùåé �óíêöèè �ðèíà), à ïîëþñ ñ îòðèöàòåëüíîé äåé-

ñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ - â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû (êàê äëÿ îïåðåæàþùåé

�óêöèè �ðèíà).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

C1(k) = C2(k) =
iπ

2ǫk
,

è, îêîí÷àòåëüíî,

DF (ω; k1 . . . , kn) = − 1

ω2 − ǫ2k + i0
.(13.17)

13.6. Çàïàçäûâàþùèé ïîòåíöèàë. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ íà ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöè-

àë, ñîçäàâàåìûé äâèæóùèìèñÿ çàðÿäàìè, íàì ñëåäóåò ðåøèòü îäíî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:

(13.18) �φ(x) = 4πρ(x).

ãäå ρ(x) � ïëîòíîñòü çàðÿäîâ, x = {x0, x1, x2, x3} � ÷åòûðåõ-âåêòîð, � = ∂2x0 − ∆ � îïåðàòîð

Äàëàìáåðà. Ïðè ýòîì íàì òðåáóåòñÿ íå îáùåå ðåøåíèå, à ëèøü òî, â êîòîðîì ðåøåíèå â òî÷êå

x çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ çàðÿäîâ òîëüêî â ïðîøëîì, ò.å. îò åãî ïîâåäåíèÿ ïðè òåõ y, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x0 > y0. Òàêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà íàçûâàåòñÿ çàïàçäûâàþùåé è äàåòñÿ

ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ïîäðîáíåå ñì. ïðåäûäóùèå ðàçäåëû, m = 0, n = 3)

(13.19) Dret(x) =
−1

(2π)4

∫
d4k

e−ikx

(k0 + i0)2 − ~k2
.

Â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ �óíêöèé äàííûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ÿâíî. Ïðîèíòåãðè-

ðóåì åãî ïî k0, çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè x0 > 0 â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè:

Dret(x) =
iθ(x0)

2(2π)3

∫
d3~k√
~k2

(
e−i(

√
~k2x0−~k~x) − e−i(

√
~k2x0−~k~x)

)
.

Ïîëàãàÿ çäåñü r =
√
~x2, ïåðåõîäÿ ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è èíòåãðèðóÿ ïî óãëîâûì ïåðå-

ìåííûì, ìû ïîëó÷àåì:

Dret(x) =
θ(x0)

2(2π)2r

∞∫

0

dρ
(
e−iρ(x

0−r) − e−iρ(x
0+r) − eiρ(x

0+r) + eiρ(x
0−r)
)
,

èëè

Dret(x) =
θ(x0)

2(2π)2r

∞∫

−∞

dρ
(
e−iρ(x

0−r) − eiρ(x
0+r)
)
=
θ(x0)

4πr

(
δ(x0 − r)− δ(x0 + r)

)
.

Ââèäó θ(x0) è îïðåäåëåíèÿ r âòîðàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ âûïàäàåò. Çàìå÷àÿ, ÷òî θ(x0)δ(x2) =
δ(x0 − r)

2r
, ïîëó÷àåì:

(13.20) Dret(x) =
1

2π
θ(x0)δ(x2).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.18) äàåòñÿ êàê

(13.21) φ(x) =

∫
d3~y

ρ
(
x0 − |~x− ~y|, ~y

)

|~x− ~y|
Åñëè çàðÿä e äâèæåòñÿ ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè ~q(t), òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòåíöèàë íàçûâàåòñÿ
ïîòåíöèàëîì Ëüåíàðà�Âèõåðòà.

13.7. Ïðèìåðû îáîáùåííûõ �óíêöèé ñîñðåäîòî÷åííûõ íà ïîâåðõíîñòè � ïîòåíöèà-

ëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ.
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13.7.1. Ïðîñòîé ñëîé. Îïðåäåëèì ïîâåðõíîñòíóþ äåëüòà-�óíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

S � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn
è µ(x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà S. Ââåäåì îáîáùåííóþ

�óíêöèþ µδS êàê

(13.22) (µδS, φ) =

∫

S

µ(x)φ(x)dS, φ ∈ S.

Ïîíÿòíî, ÷òî µδS ∈ S ′
, µδS = 0, suppµδS ⊂ S, òàê ÷òî µδS � ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà ïðè íåíó-

ëåâîé µ. Òàêàÿ îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ñëîåì íà ïîâåðõíîñòè S. Îíà
îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü ìàññ èëè çàðÿäîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà ïîâåðõíîñòè S
ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ µ. Ò.å. ïëîòíîñòü ïðîñòîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëàáûé ïðåäåë

ïëîòíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà ïîâåðõíîñòè S:
∑

k

µ(xk)δ(x− xk)∆Sk, xk ∈ S,

ïðè íåîãðàíè÷åííîì èçìåëü÷åíèè ïîâåðõíîñòè S.
Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê óáûâàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå â ñìûñëå

îáîáùåííûõ �óíêöèé óðàâíåíèÿ

(13.23) ∆φ(x) = −4πµ(x)δS(x).

13.7.2. Äèïîëü. Âû÷èñëèì ïëîòíîñòü çàðÿäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèïîëþ ìîìåíòà +1, ðàïîëî-

æåííîãî â òî÷êå x = 0 è îðèåíòèðîâàííîãî âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ ~l = (l1, . . . , ln), |~l| = 1.
Ïðèáëèæåííî åìó ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòü çàðÿäà

(13.24)

1

ε
δ(x− ε~l)− 1

ε
δ(x) ε > 0,

òàê ÷òî â ïðåäåëå äëÿ φ ∈ D èìååì:

lim
ε→+0

(
φ(x),

1

ε
δ(x− ε~l)− 1

ε
δ(x)

)
= lim

ε→+0

1

ε

(
φ(ε~l)− φ(0)

)
=(13.25)

=
∂φ

∂~l
(0) =

(
δ,
∂φ

∂~l

)
= −

(
∂δ

∂~l
, φ

)
,(13.26)

ãäå èñêîìàÿ ïëîòíîñòü ðàâíà

−∂δ
∂~l

≡ −
∑

k

lk
∂δ

∂xk
.

Ïîëíûé çàðÿä äèïîëÿ ðàâåí íóëþ: −(∂δ/∂~l, 1) = 0, à åãî ìîìåíò ðàâåí −(∂δ/∂~l,
∑n

k=1 xklk) = 1.

13.7.3. Äâîéíîé ñëîé. Îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé ñëîé íà ïîâåðõ-

íîñòè. Ïóñòü S � êóñî÷íî ãëàäêàÿ äâóñòîðîíÿÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü ~n � íîðìàëü ê íåé è ν �

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà S. Ââåäåì îáîáùåííóþ �óíêöèþ− ∂

∂~n
(νδS) êàê

(13.27)

(
−∂νδS

∂~n
, φ

)
=

∫

S

dS ν(x)
∂φ(x)

∂~n
,

ãäå φ ∈ S . Îíà, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò S ′
, èìååò íîñèòåëü íà S è îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåí-

íóþ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàñïðåäåëåíèþ äèïîëåé íà ïîâåðõíîñòè S ñ ïîâåðõ-

íîñòíîé ïëîòíîñòüþ ìîìåíòà ν(x) è îðèåíòèðîâàííûõ âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè ~n
íà S. Òàê ÷òî �îðìàëüíî ïëîòíîñòü äâîéíîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëàáûé ïðåäåë ïëîòíîñòåé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äèïîëåé íà ïîâåðõíîñòè S.
Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê óáûâàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå â ñìûñëå

îáîáùåííûõ �óíêöèé óðàâíåíèÿ (ñð. (13.23)

(13.28) ∆φ(x) = 4π
∂

∂~n
(ν(x)δS(x)).
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14. Ëåêöèÿ 14

14.1. Îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ rλ. Ïîëîæèì r = |x| ≡
√
x21 + · · ·+ x2n è ââåäåì �óíêöèîíàë rλ

(14.1) (rλ, φ) =

∫

Rn

dx rλφ(x), φ ∈ D ,

õîðîøî îïðåäåëåííûé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Reλ > −n. Ïðè òàêèõ λ èíòåãðàë ìîæíî äè�-

�åðåíöèðîâàòü, ÷òî äàåò

∂(rλ, φ)

∂λ
=

∫

Rn

dx rλ ln rφ(x),

òàê ÷òî rλ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ îò λ ïðè Reλ > −n. Ïîñêoëüêó ïðè

Reλ ≤ −n �óíêöèÿ rλ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, ïðîäîëæèì åå êàê îáîáùåííóþ �óíêöèþ ïóòåì

ñâåäåíèÿ åå ê ðàññìîòðåííîé ðàíåå �óíêöèè xλ+ . Ïåðåéäåì â (14.1) ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì:

x1 = r sinα1 sinα2 · · · sinαn−1,

x2 = r cosα1 sinα2 · · · sinαn−1,

x3 = r cosα2 sinα3 · · · sinαn−1,

. . .

xn = r cosαn−1

ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí

J = rn−1 sinα2 sin
2 α3 · · · sinn−2 αn−1.

Òîãäà

(rλ, φ) =

∞∫

0

dr rλ+n−1

∫

S

dω φ(rω),

ãäå rω = x ïî ïðåäûäóùåé ïîäñòàíîâêå è dω � ýëåìåíò åäèíè÷íîé ñ�åðû S. Ïëîùàäü Ωn ýòîé
ñ�åðû ðàâíà

(14.2) Ωn =
nπn/2

Γ
(
n
2
+ 1
) ≡ 2πn/2

Γ
(
n
2

)

Ââåäåì ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèè φ íà ñ�åðå ðàäèóñà r:

(14.3) Sφ(r) =
1

Ωn

∫

S

dω φ(rω),

òàê ÷òî

(14.4) (rλ, φ) = Ωn

∞∫

0

dr rλ+n−1Sφ(r).

Ôóíêöèÿ Sφ(r) îïðåäåëåíà ïðè r ≥ 0, �èíèòíà, áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà è âñå åå íå÷åò-
íûå ïðîèçâîäíûå îáðàùàþòñÿ â íîëü ïðè r = 0. Ôèíèòíîñòü åå ñëåäóåò èç �èíèòíîñòè φ(x).
Äàëåå, ðàçëîæèì φ(x) ïî �îðìóëå Òåéëîðà äî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì:

ΩnSφ(r) =

∫

Ω

dω

[
φ(0) +

∑

j

φj(0)xj +
1

2!

∑

i,j

φi,j(0)xjxj +
1

3!

∑

i,j,k

φi,j,k(0)xjxjxk + . . .

]
.

âèäíî, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå, êðîìå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, ñîäåðæàùåå íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî x'îâ
îáðàùàåòñÿ â íóëü ââèäó ñèììåòðèè ñ�åðû, òàê ÷òî

Sφ(r) = φ(0) + a1r
2 + a2r

4 + . . . akr
2k + o(r2k).



51

Ïîñêîëüêó k ïðîèçâîëüíî, òî âèäèì, ÷òî ýòà �óíêöèÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà è âñå åå

íå÷åòíûå ïðîèçâîäíûå â íóëå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó Sφ(r) ìîæíî ñ÷èòàòü ÷åòíîé îñ-

íîâíîé �óíêöèåé ïåðåìåííîé r. Òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë (14.4) åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ

îáîáùåííîé �óíêöèè Ωnx
µ
+ ê îñíîâíîé �óíêöèè Sφ(x), ãäå µ = λ+n−1. Ôóíêöèÿ xµ+ (ñì. ðàçä.

8.1) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå èç Reµ > −1 íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü µ çà

èñêëþ÷åíèåì âûêîëîòûõ òî÷åê µ = −1,−2, . . .. Â ýòèõ òî÷êàõ îíà èìååò ïîëþñà, ïðè÷åì âû÷åò

â òî÷êå µ = −m ðàâåí

res
µ=−m

xµ+ =
(−1)m−1δm−1(x)

(m− 1)!
.

Çíà÷èò �óíêöèÿ (rλ, φ) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü λ ñ

âûêîëîòûìè òî÷êàìè λ = −n−m+ 1, m ≥ 0, â êîòîðûõ îíà èìååò âû÷åòû

res
λ=−n−m+1

(rλ, φ) = Ωn
S
(m−1)
φ (0)

(m− 1)!
,

íî êàê ìû âèäåëè íå÷åòíûå ïðîèçâîäíûå îáðàùàþòñÿ â íóëü, çíà÷èò âû÷åòû èìåþò ìåñòî

òîëüêî ïðè íå÷åòíûõ m: λ = −n− 2k, k ≥ 0:

(14.5) res
λ=−n−2k

(rλ, φ) = Ωn
S
(2k)
φ (0)

(2k)!
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ ê rλ ïðè Reλ > 0
äàåò

(14.6) ∆rλ+2 = (λ+ 2)(λ+ n)rλ,

÷òî äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà òå æå çíà÷åíèÿ λ. Ïîëàãàÿ çäåñü λ = −n â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ âû÷åòà è ðàâåíñòâà (14.5) ïîëó÷àåì, ÷òî

(
∆

1

rn−2
, φ

)
= (2− n)ΩnSφ(0).

Íî â ñèëó (14.3) Sφ(0) = (δ, φ), òàê ÷òî

(14.7) ∆
1

rn−2
= (2− n)Ωnδ(x),

ò.å. îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ 1/rn−2
äàåò �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

(14.8) E(x) = Γ
(
n
2

)

2(2− n)πn/2
1

rn−2
≡ −Γ(n/2− 1)

4πn/2rn−2

äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â Rn
:

(14.9) ∆E(x) = δ(x), n = 2, 3, . . . .

Â ñëó÷àå n = 2 �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ìû ïîëó÷èëè â (12.13).

14.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè rλ. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå îñíîâíûõ �óíêöèé (êàê èç S , òàê è èç Z ) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó

ñëó÷àþ:

(14.10) ψ(k) ≡ F [φ] =

∫
dx φ(x)ei(k,x), k = {k1, . . . , kn}, (k, x) =

∑

j

kjxj .

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííîé �óíêöèè çàäàåòñÿ êàê

(14.11) (F [f ], φ) = (f, F [φ]),
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ãäå ëèáî f ∈ S ′
è φ ∈ S , ëèáî f ∈ D ′

è φ ∈ Z . �àññìîòðèì ïîâåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò: x = uy, ãäå u � n×n ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñîîòâåòñòâåííî, y = u−1x, dx = |u|dy è

(14.12) F [φ(u−1x)](k) =

∫
dx φ(u−1x)ei(k,x) = |u|

∫
dy φ(y)ei(u

′k,y) = |u|F [φ](u′k),

ãäå u′ � òðàñïîíèðîâàíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà äëÿ îáîáùåííîé �óíêöèè f èìååì:

(
F [f(u−1x)](k), φ(k)

)
=
(
f(u−1x), F [φ(k)](x)

)
= |u|

(
f(x), F [φ(k)](ux)

)
=
(
f(x), F [φ(u′

−1
k)](x)

)
=

=
(
F [f ](k), φ(u′

−1
k)
)
= |u|

(
F [f ](u′k), φ(k)

)
.(14.13)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà, f(ux) = f(x), òî è åå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ôóðüå ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî.

Ïðèìåð òàêîé �óíêöèè äàåò f = rλ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ λ 6= −n,−n − 2, . . . è
ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà. �àññìîòðèì åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

(14.14) g(k) =

∫
dx rλei(k,x),

êîòîðîå òîæå ñèììåòðè÷íî, à èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè −n < Reλ < 0. Òîãäà îí åñòü �óíêöèÿ

îò ρ =
√
k21 + . . .+ k2n. Êðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî t > 0 èìååì g(tk) = t−λ−ng(t), òàê ÷òî g(k)

åñòü îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ óêàçàííîé ñòåïåíè, à ïîòîìó g(k) = Cρ−λ−n è îñòàåòñÿ íàéòè òîëüêî

êîíñòàíòó C. Ïîëîæèì φ(k) = e−ρ
2/2
. Òîãäà F [e−ρ

2/2] = (2π)n/2e−r
2/2
, òàê ÷òî

C

(2π)n/2

∫
dk ρ−n−λe−ρ

2/2 =

∫
dx rλe−r

2/2.

Ïåðåõîäÿ â îáîèõ ÷àñòÿõ ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è äåëÿ íà ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû

ïîëó÷àåì:

C

(2π)n/2

∫
dρ ρ−λ−1e−ρ

2/2 =

∫
dr rn+λ−1e−r

2/2,

òàê ÷òî èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ãàììà-�óíêöèè:

∫
dρ ρ−λ−1e−ρ

2/2 = 2−λ/2−1Γ

(
−λ
2

)

∫
dr rλ+n−1e−r

2/2 = 2λ/2+n/2−1Γ

(
λ+ n

2

)
,

òàê ÷òî

C = 2λ+nπn/2
Γ
(
λ+n
2

)

Γ
(
−λ

2

) .

Îêîí÷àòåëüíî:

(14.15) F [rλ] = 2λ+nπn/2
Γ
(
λ+n
2

)

Γ
(
−λ

2

) ρ−λ−n.

Ýòî ðàâåíñòâî âûâåäåíî ïðè −n < Reλ < 0, îäíàêî åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü àíàëèòè÷åñêè íà

âñå λ íå ðàâíûå −n,−n − 2, . . .. Â ÷àñòíîñòè ïðè λ = 2− n ïîëó÷àåì

(14.16) F

[
1

rn−2

]
=

4πn/2

Γ
(
n
2
− 1
)
ρ2
,

÷òî â ñèëó (14.8) äàåò �óðüå-îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

(14.17) F [E ](k) = − 1

ρ2
.

Ëèòåðàòóðà ê ëåêöèè 14: È.Ì.�åëü�àíä, �.Å.Øèëîâ �Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàä

íèìè�; Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ , Â.Â.Æàðèíîâ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�,


