
Òåîðèÿ ÷èñåë. Ëèñòîê IV .
Çàäà÷è èç ýòîãî ëèñòêà ïðèíèìàþòñÿ äî 26 äåêàáðÿ 2016 ãîäà.

1. (à) Ïóñòü f(x) - ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ
âñåõ ïðîñòûõ p êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà, f(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåé-
íûå ìíîæèòåëè â Fp[x]. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè
â Q[x].
(á) Ïóñòü f(x) - ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ p òàêèõ, ÷òî f(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè
â Fp[x].
Çàìå÷àíèå: óòâåðæäåíèÿ èç ïóíêòà (à) è (á) ëåãêî ñëåäóþò èç òåîðåìû ×åáîòà-
ðåâà (ñôîìóëèðîâàííîé â ïðåäûäóùåì ëèñòêå), îäíàêî ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷
ïîëüçîâàòüñÿ åé íåëüçÿ. Âìåñòî òåîðåìû ×åáîòàðåâà èñïîëüçóéòå ôàêò äîêàçàí-
íûé íà ëåêöèè 13 äåêàáðÿ: äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ Q ⊂ K ïðåäåë
(s− 1)ζK(s) ïðè s→ 1 ñóùåñòâóåò è îòëè÷åí îò 0.)
(â) Ïóñòü f(x) - ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ ïðî-
ñòûõ p êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà f(x) èìååò êîðåíü ïî ìîäóëþ p.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ×åáîòàðåâà, äîêàæèòå, ÷òî f(x) ïðèâîäèì â Q[x].
(ä) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = (x2 − 3)(x2 − 5)(x2 − 15) èìååò êîðåíü ïî
ìîäóëþ ëþáîãî ïðîñòîãî p. (Çàìåòèì, ÷òî f(x) íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé.)
2. (à) Ïóñòü 1 6= ε ∈ C∗ - êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç 1. Âû÷èñëèòå ñóììó
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(á) Ïóñòü f : G = Z/nZ → C - ôóíêöèÿ, f̂ : Ĝ ' Z/nZ → C - åå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå. Äîïóñòèì, ÷òî

∑
m∈Z/nZ f(m) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
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ñõîäèòñÿ è âû÷èñëèòå åãî ñóììó.
(â) Âû÷èñëèòå ñóììó
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3. Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 3, K = Q(
√
−p), è χ : (Z/pZ)∗ → C∗ -

ñèìâîë Ëåæàíäðà: χ(m) = (m/p).
(à) Äîêàæèòå, ÷òî

ζK(s) = ζ(s)L(s, χ).

(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè, âäîáàâîê, p 6= 3, òî

L(1, χ) = − π

p
√
p

p−1∑
m=1

χ(m)m.
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Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèì
ôàêòîì: ïóñòü ε = cos 2πp + isin 2π

p è

G =

p−1∑
m=1

χ(m)εm

- ñóììà Ãàóññà. Ãàóññ äîêàçàë, ÷òî G = i
√
p, ãäå

√
p - ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. (Ñ

òî÷íîñòüþ äî çíàêà ìû âû÷èñëèëè G íà 2-îé ëåêöèè.)
(â) Ïóñòü hK - ÷èñëî êëàññîâ èäåàëîâ OK , V - ÷èñëî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ p, ñîäåðæàùèõñÿ â ïðîìåæóòêå (0, p/2), N - ÷èñëî íåâû÷åòîâ èç òîãî æå
ïðîìåæóòêà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p ≡ 7 (mod 8), òî

hK = V −N,
à åñëè p ≡ 3 (mod 8) è p 6= 3, òî

hK =
1

3
(V −N).


