
ìÉÓÔÏË 07*. óÒÏË ÓÄÁÞÉ 21 ÄÅËÁÂÒÑ 2016

üÔÏÔ ÌÉÓÔÏË ×ÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÏ×ÏÌØ-
ÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÙÊ ÐÌÁÎ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÌÅËÃÉÊ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÅÎ ÐÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ
ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ Ë ÜËÚÁÍÅÎÕ. úÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ÓÄÁÀÔÓÑ É ÆÉËÓÉÒÕÀÔÓÑ × ËÏÎÄÕÉÔÅ, ÎÏ × ÂÁÌÌÁÈ
ÎÅ ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ.

07.01.* Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÎÅÍ.
Â) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÞÅÒÅÚ F([a; b]). ïÐÒÅ-

ÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ f É g ÉÚ F([a; b]) ËÁË �(f; g) = sup�∈[a;b] |f(�)−g(�)|.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ ÔÒÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C([a; b]) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × F([a; b]).

Ç äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÓÔÕÐÅÎÞÁ-
ÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

Ä) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ËÕÓÏÞÎÏ-
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. (æÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ
ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á, ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÏÎÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, Ô.Å. × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ Õ
ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ.)

Å) ðÕÓÔØ � ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '� : F([a; b]) →
R, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ F([a; b]) ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ �, Ô.Å. '�(f) = f(�).
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '� ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.

Ö) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fn ∈ F([a; b]) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ � ∈ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fn(�) ÉÍÅÅÔ
ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÞÉÓÌÏ f(�).

Ú) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ fn ∈ [a; b], ËÏÔÏÒÁÑ
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fn(�)
ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

É) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ fn ∈ [a; b], É ÒÁÚÒÙ×-
ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fn(�)
ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ f(�).

07.02.* ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [c; d] ⊂ [a; b] ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ G([c; d]) ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ×
F([c; d]), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

(*) ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [c′; d′] ⊂ [c; d], ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ G([c; d]) ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [c′; d′]
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × G([c′; d′]).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ G([c; d]) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[c;d] : G([c; d]) → R, ÏÂÌÁÄÁÀ-
ÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S[c;d] ÌÉÎÅÊÎÏ, Ô.Å. S[c;d](f + g) = S[c;d](f) + S[c;d](g) É S[c;d](�f) = �S[c;d](f).

2) S[c;d] ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ, Ô.Å. ÅÓÌÉ p ∈ (c; d), f ∈ G([c; d]), ÔÏ S[c;d](f) = S[c;p](f) + S[p;d](f).

3) S[c;d] ÍÏÎÏÔÏÎÅÎ, Ô.Å. ÅÓÌÉ f ≤ g ÎÁ [c; d], ÔÏ S[c;d](f) ≤ S[c;d](g).

4) S[c;d](1) = d− c. .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ 3) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ
3') ÅÓÌÉ f ≥ 0 ÎÁ [c; d], ÔÏ S[c;d](f) ≥ 0
÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÏÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ.



Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fn ∈ G([a; b]) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë
ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ G([a; b]), ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S[a;b](fn) ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ S[a;b](f).
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b] ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ ÎÁ G([a; b]).

Â) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ G([a; b]) ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
F([a; b]). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ G([a; b]) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ×
F([a; b]) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ G([a; b]), ÎÏ f =∈ G([a; b]). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fn ∈ G([a; b]) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f .
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S[a;b](fn) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×Ù-
ÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fn ∈ G([a; b]), ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë f .

×) ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b] ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ Ó G([a; b]) ÎÁ G([a; b]) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1)-4).

07.03.* ÷ÏËÒÕÇ ÔÅÏÒÅÍÙ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ G([a; b]), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÆÕÎËÃÉ-
ÏÎÁÌ S[a;b], ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1)-4) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

Á) ðÕÓÔØ f ∈ G([a; b]). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (t) = S[a;t](f). äÏËÁ-
ÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (t) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b].

Â) ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ � ∈ (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (t) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ �
É F ′(�) = f(�).

×) ðÕÓÔØ G([c; d]) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [c; d],
ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[c;d](f) = F (d) − F (c) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1)-4). (F | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f .)

07.04.* ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ.
Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ J ([a; b]) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*).

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1)-4) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[c;d] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C([a; b]) ⊂ J ([a; b]), É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ C([a; b]) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1)-4) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ.
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J ([a; b]) ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ

ÒÁÚÒÙ×Á ÔÏÌØËÏ 1 ÒÏÄÁ.
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