
Ïðèêëàäíûå ìåòîäû àíàëèçà. Ëèñòîê 5.

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: 1,2,3à-â; 4à,á,ã,ä,å; 5, 6à,6â. Ñðîê ñäà÷è � 8 äåêàáðÿ.

1. Ïóñòü z = x + iy ≡ reiφ, ãäå r > 0 (ïðè z 6= 0) è −π < φ < π. Îáîçíà÷èì φ = arg z.
Îïðåäåëèì ln z êàê ln z = ln |z|+ i arg z. Âåðíî ëè, ÷òî ln z2 = 2 ln z è ln |z|2 = ln z+ ln z.

2. Îïðåäåëèì îáîáùåííûå �óíêöèè ln(x+ i0) è ln(x− i0) èç S ′(R) ⊂ D′(R) êàê ïðåäåëû
ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé ln(x± iε) ïåðåìåííîé x ïðè ε → 0. Ïîêàæèòå, ÷òî

à) ln(x+ i0) + ln(x− i0) = 2 ln |x|, á) ln(x+ i0)− ln(x− i0) = 2πiθ(−x).

â) (ln(x± i0)′ =
1

x± i0
,

3. Íàéäèòå àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé íà ïðÿìîé (ò.å., ïðåä-

ñòàâüòå îáîáùåííûå �óíêöèè â âèäå ðàçíîñòè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè, àíàëè-

òè÷åñêîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 è â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z < 0):

à) δ(x); á) (x± i0)−1; â) 1/x;

ã) ln |x|; ä) θ(x).

4. Íàéòè Ôóðüå-îáðàçû îáîáùåííûõ �óíêöèé

à)

eipx

x2 + a2
; á)

sin ax

x
; â) θ(x);

ã) δ(x− a); ä) (x± i0)−1; å)

1

x
; æ)* ln(x± i0).

5. a) Íàéäèòå �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè

∂
∂ t

− ∂2

∂ x2 (ò.å.,

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ u′

t − u′′

xx = δ(t)δ(x), ðàâíîå íóëþ ïðè t < 0. Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x.
á) Íàéäèòå �óíêöèþ �ðèíà çàäà÷è Êîøè u′

t − u′′

xx = f(x, t) ïðè t > 0; u(x, 0) = 0.

6. Ïóñòü a(t) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.

a) Ïîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à Êîøè u′ + a(t)u = f(t), u(0) = u0, ãäå u(t) ∈ C1([0,+∞)
ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ îáîáùåííîé �óíêöèè u(t) ñ íîñèòåëåì íà ïî-

ëóïðÿìîé [0,+∞), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

u′ + a(t)u = f(t)θ(t) + u0δ(t);

á)* Ïåðå�îðìóëèðóéòå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíî-

ðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.
â) Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû u(x, T ) â ìîìåíò âðåìåíè T , ñ÷èòàÿ, ÷òî

â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îíà ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó u(x, 0) = e−ax2

, a > 0, è
ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ñîãëàñíî óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäñòè u′

t − u′′

xx = 0.

7. Íàéäèòå ïðåäåëû limλ→±∞
eiλx

x
â ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé S ′

, ãäå

eiλx

x
ïîíèìàåòñÿ

â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

8. Ïóñòü f(x) � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ, ðàñòóùàÿ ïðè x → ∞ íå áûñòðåå

ïîëèíîìà, f̂(ξ) � åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Òîãäà àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå f̂(ξ)
ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà. Èñïîëüçóéòå ýòîò ïðèåì

äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå �óíêöèé f(x) = x
è f(x) = |x|.


