
íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ. 1 ËÕÒÓ. 1 ÓÅÍÅÓÔÒ.
÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

1 òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. íÅÔÒÉËÁ ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

óÎÁÞÁÌÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å D ⊂ R:

F(D) = {f : D → R; fÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ}: (1.1)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, F(D) ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÎÁÄ R (ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ), É ÄÁÖÅ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (ÎÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ). ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÎÁ F(D) ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ÄÌÑ f; g ∈ F(D) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ
ËÁË

�(f; g) = sup
�∈D

|f(�)− g(�)|: (1.2)

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ.

÷×ÅÄÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ F(D) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏ-
ÄÉÍÏÓÔÉ, ÉÌÉ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉ-
ËÏÊ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÍÙ ××ÅÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ F(D), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï
ÛÁÒÁÈ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂ ÏÔËÒÙÔÙÈ É
ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ï ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fn ∈ F(D) ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÎÁÛÅÊ ÍÅÔÒÉËÉ × F(D) ÐÒÅÄÅÌ f ∈ F(D), ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fn ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f .
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ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÐÒÅÄÅÌÁÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ F(D) ÉÌÉ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, Á
ÔÁËÖÅ Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ
ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÌÏ×Á "ÆÕÎËÃÉÑ" ÐÏ ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÚÎÏÒÏÄÎÙÍ ÏÂßÅËÔÁÍ, ÔÁËÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
' : F(D) → R ( ' : G → R, G ⊂ G(D)) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï F(D) ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÌÏÈÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁÓ
ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ
ÂÏÌÅÅ ÈÏÒÏÛÉÈ × ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÅÒ×ÏÅ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × F(D) ÜÔÏ ×ÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ É
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÎÁ D ÆÕÎËÃÉÉ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÅÓÌÉ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ,
ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.) üÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

C(D) = {f : D → R; f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ}: (1.3)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, C(D) ⊂ F(D) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ
ÏÐÑÔØ ÄÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

äÒÕÇÏÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × F(D) ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. íÙ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ D = [a; b]; ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÕ-
ÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ �0; �1; : : : �n, ÞÔÏ
a = �0 < �1 < : : : < �n = b, É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (�i−1; �i), i = 1; : : : ; n
ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ
[a; b] ÞÅÒÅÚ J ([a; b]); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, J ([a; b]) ⊂ F([a; b]) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × F([a; b]).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, C([a; b]) ∩ J ([a; b]) ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ; ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÅÅ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × F([a; b]), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÉÈ ÏÂÏÉÈ, ÜÔÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ PC([a; b]).
æÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÁ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÒÙ×Ù ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÎÁÛÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ××ÅÄÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÍÅ-
ÔÒÉËÉ? ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÎÅÄÁ×ÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀ-
ÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÁ
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ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ
ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÎÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ × Ó×ÏÅÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ×ÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÙÅ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: J ([a; b]) ⊃ PC([a; b]).
üÔÏÔ ÎÅÓÌÏÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅÓØÍÁ ×ÁÖÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ×
×ÉÄÅ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × Ó×ÏÅÍ
ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ×ÓÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: J ([a; b]) ⊃ PC([a; b]).

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ PC([a; b]) ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ.
úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J ([a; b]) 6= PC([a; b]).
úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C([a; b])

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ××ÅÄÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á C(D); ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚ F(D) × ÌÀÂÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ (Ô.Å. × ÌÀÂÏÍ ÛÁÒÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × f) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ D, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÐÒÅ-
ÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ D; ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×
ÔÏÞËÅ a. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∀" > 0 ∃� > 0, ÔÁË ÞÔÏ ∀x ∈ (a − �; a + �) ∩ D
|f(x)− f(a)| < ". úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ " > 0 É × ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÏÍ "=3 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ×
f ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ '. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ (1.2)
ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ |f(t) − '(t)| < "=3 ÐÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ D. äÁÌÅÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ ' ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÔÁËÏÅ �, ÞÔÏ '(x) − '(a)| < "=3
ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ (a − �; a + �) ∩ D. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ x ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÃÅÎÉÔØ
|f(x)− f(a)| = |f(x)−'(x) +'(x)−'(a) +'(a)− f(a)| ≤ |f(x)−'(x)|+
|'(x)− '(a)|+ |'(a)− f(a)| < "=3 + "=3 + "=3 = ".

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F(D), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ.
óÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ
a ∈ D. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ va : F(D) → R, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÁ-
ÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ F(D) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ a: va(f) = f(a).
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ f ∈ F(D). äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ " > 0. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ', ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �(f; ') ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ f ÍÅÎØÛÅ �,
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|va(f) − va(')| < ", Ô.Å. |f(a) − '(a)| < ". îÏ ×ÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÍÅÔÒÉËÉ �(f; ') = supx∈D |f(x) − '(x)|, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ � = ": ÔÏÇÄÁ ÅÓÌÉ supx∈D |f(x) − '(x)| < ", ÔÏ ÕÖ ÔÅÍ
ÂÏÌÅÅ |f(a)− '(a)| < ".

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ va ÄÁÅÔ ÅÝÅ
ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fn ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÔÏ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÔÏÞËÅ a (Ô.Å. va(fn) = fn(a)) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÞÉÓÌÏ
va(f) = f(a) | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏÓÔÉ ÐÏ çÅÊÎÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ va.

åÝÅ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ va Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ a
ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, Á ÐÒÉ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ).
ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÉÎÔÕÉÃÉÑ ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ
ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÓÔÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÅÇÏ
ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÉÎÔÕÉÃÉÑ ÚÄÅÓØ ÎÁÓ
ÐÏÄ×ÏÄÉÔ, É ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÉ-
ËÁË ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ××ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ É ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ
×ÏÓÔÒÅÂÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ: C1([a; b]) ⊂ C([a; b])
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÎÁ [a; b] É ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁ [a; b] ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ C1([a; b]) ⊂ C([a; b]), ÎÁ ÎÅÍ ÔÁËÖÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ××ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ; ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ � ∈ [a; b]
É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ C1([a; b]) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ u�(f) = f ′(�). ïÎ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÌÉÎÅÅÎ, ÎÏ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÉ × ËÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ M É " (M ÂÏÌØÛÏÅ, Á
" ÍÁÌÅÎØËÏÅ) ËÁÖÄÙÊ ÌÅÇËÏ ÐÒÉÄÕÍÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÞÔÏ maxx∈[a;b] |f(x)| < ", ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
f ′(�) > M . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÙÍ ÎÁ C1([a; b]).

2 æÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÐÌÏÝÁÄÉ.
åÝÅ ÓÏ ÛËÏÌÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ | ÜÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ. ôÏÞÎÅÅ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] | ÜÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ
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"ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ", Ô.Å. ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ,
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ x = a É x = b É ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x).
ëÏÎÅÞÎÏ, ÚÄÅÓØ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. çÌÁ×ÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ
× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ÆÉÇÕÒÙ | ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÄÁÖÅ ÓÌÏÖÎÅÅ
ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÒÅÛÉÔØ, ÅÓÌÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ,
ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ × ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁÍÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ËÒÏÍÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÐÌÏ-
ÝÁÄØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ É ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁÍÉ (Ô.Å. ÓÅÇÍÅÎÔ É ÓÅËÔÏÒ), ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ
ÄÁ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏ×-
ÎÙÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ: ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÉÓÁÔØ
ËÌÁÓÓ ÆÉÇÕÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÌÏÝÁÄØ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÛÁÇ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÅÎ: ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÉÇÕÒÅ A ÅÅ ÐÌÏÝÁÄÉ S(A) ÜÔÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÌÏÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ
ÏÞÅÒÔÉÔØ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ) × R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÏÂÝÅÐÒÉ-
ÎÑÔÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

(1) áÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ A ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÝÉÈÓÑ ÆÉÇÕÒ A1 É A2, Ô.Å. A = A1 ∪ A2 É A1 ∩ A2 = ∅, ÔÏ
S(A) = S(A1) + S(A2).

(2) ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÇÕÒÙ S(A) ≥ 0.

(3) îÏÒÍÉÒÏ×ËÁ. ðÌÏÝÁÄØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍÕ É ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ:

(2') íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ. åÓÌÉ æÉÇÕÒÁ A′ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÆÉÇÕÒÅ A, Ô.Å.
A′ ⊂ A, ÔÏ S(A′) ≤ S(A).

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÉÈ ÆÉÇÕÒ ×ËÌÀÞÁÅÔ ×
ÓÅÂÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÛÁÇÉ:

• õËÁÚÁÔØ ËÌÁÓÓ ÆÉÇÕÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ
ÐÌÏÝÁÄÉ.

• õËÁÚÁÔØ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÉÇÕÒÅ A ÞÉÓÌÏ S(A).

• äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ S(A) ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ-
ÓÔÉ) É ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ.
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÷ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÏ×; ËÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÆÉÇÕÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÝÁÄØ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÉÌÉÊ.

ðÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÐÌÏÝÁÄØ
"ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ", ÍÙ ÚÁ ÏÔÐÒÁ×ÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÔÁËÖÅ ×ÏÚØÍÅÍ ÐÅ-
ÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÌÏÝÁÄÉ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏ-
ÎÑÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ.

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÎÅÔÒÉ×É-
ÁÌØÎÏÊ É ×ÁÖÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×
ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁ×ÁÔØ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, É,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÔÏÌËÎÕÔØÓÑ ÐÒÉ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÔÏÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ×ÎÁÞÁÌÅ
ÎÅ ÂÕÄÅÍ ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ
ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÉÓ-
ÈÏÄÑ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ
É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÌÏ ÎÁÓ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ, Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ÁÄÄÉ-
ÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÅÖÁÝÕÀ × ÎÁÛÅÍ ËÌÁÓÓÅ
ÆÕÎËÃÉÀ f(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÊ
ÏÔÒÅÚÏË [c; d] ⊂ [a; b], ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [c; d] ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÂÕ-
ÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ ÎÁÍÉ ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎËÃÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ. äÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï G([a; b]) ⊂ F([a; b]), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï:

(*) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [c; d] ⊂ [a; b] É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ∈ G([a; b])
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [c; d] ÌÅÖÉÔ × G([c; d]).

îÁ ËÁÖÄÏÍ G([a; b]) ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

S[a;b] : G([a; b]) → R;

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.
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(1) ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ. åÓÌÉ f; g ∈ G([a; b]), � ∈ R, ÔÏ S[a;b](f + g) = S[a;b](f) +
S[a;b](g) É S[a;b](�f) = �S[a;b](f).

(2) áÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. åÓÌÉ f ∈ G([a; b]), c ∈ [a; b], ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÕÎË-
ÃÉÉ f ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× [a; c] É [c; b] ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, × G([a; c]) É G([c; b]), ÐÒÉÞÅÍ S[a;b](f) = S[a;c](f) + S[a;c](f).

(3) ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[a; b], ÔÏ S[a;b](f) ≥ 0

(4) îÏÒÍÉÒÏ×ËÁ. S[a;b](1) = b− a.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ, ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ:

(3') íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ. åÓÌÉ f ≥ g ÎÁ [a; b], ÔÏ S[a;b](f) ≥ S[a;b](g).
éÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÕÀ "ÔÅ-

ÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÃÅÎËÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ":
(3") åÓÌÉ |f(x)| ≤M ÎÁ [a; b], ÔÏ |S[a;b](f)| ≤M |b− a|.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ

Ë Ä×ÏÊÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ −M ≤ f(x) ≤ M , ÐÏÎÉÍÁÑ ÌÅ×ÕÀ É ÐÒÁ×ÕÀ
ÞÁÓÔÉ ËÁË ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ [a; b], É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ S[a;b](M) =
MS[a;b](1) = M(b − a). (ðÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ (1), Á ÚÁÔÅÍ
ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ (4).)

éÔÁË, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ "ÔÅÏÒÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ"
ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

• äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÕËÁÚÁÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*)
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G([a; b]), × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌ.

• îÁ ËÁÖÄÏÍ G([a; b]) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b].

• ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
(1)-(3).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÛÁÇÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G([a; b]) ÍÙ
×ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ: ÞÅÍ Ó ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÙ ÈÏ-
ÔÉÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ, ÔÅÍ ÔÒÕÄÎÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
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ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×. íÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÚ-
ÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ G([a; b]), ÏÓÔÁ×É× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ Ï "ÓÁÍÏÍ
ÂÏÌØÛÏÍ" ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁ ÒÁÍËÁÍÉ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÊ.

ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å G([a; b]) ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ É ÏÂÏÚÒÉÍÏÅ ÉÚ
×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × F([a; b]) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÔÕÐÅÎ-
ÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ J ([a; b]). åÓÌÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ "ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ" ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂß-
ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÅÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.
îÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ É Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: ÅÓÌÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔ-
ÒÅÚËÅ [a; b] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ �0 < �1 < : : : < �n−1 < �n, �0 = a,
�n = b, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ x ∈ (�i−1; �i) f(x) = pi, i = 1; : : : ; n, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

S[a;b](f) =
n∑
i=1

pi(�i − �i−1): (2.1)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1)-(4). ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ-
ÓÔÉ: ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ c Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÄÅÌÅÎÉÑ, c = �k, ÔÏ ÁÄ-
ÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÓÕÍÍÙ (2.1) ÎÁ Ä×Å:
S[a;b](f) = ∑n

i=1 pi(�i − �i−1) = ∑k
i=1 pi(�i − �i−1) + ∑n

i=k pi(�i − �i−1) =
S[a;c](f)+S[c;b](f). åÓÌÉ ÖÅ c ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÄÅÌÅÎÉÑ, Ô.Å. c ∈
(�k−1; �k), ÔÏ ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÎÏ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔØ k-ÏÅ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÓÕÍÍÅ (2.1) ÎÁ Ä×Á: pk(�k−�k−1) = pk(�k−c)+pk(c−�k−1), ÉÚ
ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒ×ÏÅ ÐÏÊÄÅÔ × ÓÕÍÍÕ ÄÌÑ S[a;c](f) Á ×ÔÏÒÏÅ ÄÌÑ S[c;b](f). ôÅÐÅÒØ,
ËÏÇÄÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ
ÕÞÁÓÔËÅ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ-
×ÉÄÎÏ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ) ÔÁËÖÅ
ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b] ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ J ([a; b]), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (1)-
(4), Á ÉÍÅÎÎÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.1).

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S[a;b] ÎÁ ÂÏ-
ÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÏÄÎÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅ ÎÁ-
ÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁ ËÁËÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å G([a; b]) ⊂
F([a; b]) ÚÁÄÁÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b], ÕÓÌÏ×ÉÑ (1)-(4) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÅÇÏ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÓÔØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S[a;b] × "ÔÏÞËÅ" (Ô.Å. × ÆÕÎËÃÉÉ) f ∈ G([a; b]): ∀" > 0
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∃� > 0, ÔÁË ÞÔÏ ∀' ∈ G([a; b]) ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �(f; ') < � ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï |S[a;b](f)−S[a;b](')| < ". òÁÓÛÉÆÒÕÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
�(f; ') < � ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ supx∈[a;b] |f(x) − '(x)| < �, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[a; b]

−� < f(x)− '(x) < �; (2.2)
Á ×ÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË |S[a;b](f(x) − '(x))| < ". éÚ
ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ËÁË ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ " ÕËÁÚÁÔØ
ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ �: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ � = "

b−a . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (2.2) Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ (3') (ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÓÔÏÑÔ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ −� É �), ÐÏÌÕÞÁÅÍ −�(b−a) < S[a;b](f−') < �(b−a),
ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. åÓÌÉ ÎÁ G([a; b]) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b], ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1)-(4), ÔÏ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ.

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ
ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ çÅÊÎÅ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ fn ∈ G([a; b]) ÒÁ×ÎÏ-
ÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ G([a; b]), ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S[a;b](fn)
ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÒÁ×ÎÙÊ S[a;b](f).

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÒÁÚÕ ÚÁÍÅÔÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
G([a; b]), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b], ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-
ÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1)-(4). éÄÅÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÁÑ: ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G([a; b])
ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ "ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ"
ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ G([a; b]). ôÅÏÒÅÍÁ 2.2 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-
ÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. îÅÔÒÕÄÎÏ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Å A ⊂ R ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �A.
(îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ 1=x ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ A = R \ {0}, ÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ R.) ïÄÎÁËÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁÛÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÒÕÄÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÐÕÓÔØ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b] ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
G([a; b]) ⊂ F([a; b]), É ÐÕÓÔØ f ∈ F([a; b]) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ
ÄÌÑ G([a; b]), ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÎÅÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
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ÆÕÎËÃÉÊ 'n ∈ G([a; b]), ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f . óÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, Ô.Å. ∀" > 0 ∃N ,
ÞÔÏ ∀m;n ≥ N �('m; 'n) < ". ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ
×ÓÅÈ x ∈ [a; b] ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |'n(x) − 'm(x)| < ", ÔÏ ÅÓÔØ
−" < 'n(x) − 'm(x) < ". ÷ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S[a;b] ÜÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ −"(b − a) < S[a;b]('n) − S[a;b]('m) < "(b − a), ÞÔÏ ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S[a;b]('n) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ. üÔÏÔ-ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ
ÍÙ É ÐÒÉÍÅÍ ÚÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S[a;b] ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f : ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

S[a;b](f) = lim
n→∞

S[a;b]('n): (2.3)

ôÅÐÅÒØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ: ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë f , ÐÒÅÄÅÌ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (2.3)
ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ Ä×Å ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ 'n É  n ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á G([a; b]), ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 'n −  n ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, É, ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S[a;b]('n −  n) ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë
ÎÕÌÀ. îÏ × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁÛÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
limn→∞ S[a;b]('n −  n) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ limn→∞ S[a;b]('n) = limn→∞ S[a;b]( n) =
0, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ×ÁÖÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å G([a; b]) ⊂ F([a; b]),
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*), ÚÁÄÁÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b], ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-
ÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (1)-(4). ôÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ G([a; b]) ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*), É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b] ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ G([a; b]) ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1)-(4).

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÎÁÐÏÌÏ×ÉÎÕ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ: ÍÙ ÐÒÉ×ÅÌÉ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÃÉÀ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ É ÄÏËÁÚÁÌÉ ÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ: ÏÓÔÁÌÏÓØ
ÅÝÅ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ G([a; b]) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÌÅÄ ÚÁ G([a; b])
ÕÓÌÏ×ÉÀ (*), Á ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.3) ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1)-(4). õÓÌÏ×ÉÅ (*) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ
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Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ: ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [c; d] ⊂ [a; b] É ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ 'n ÎÁ [a; b] ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f , ÔÏ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ 'n ÎÁ [c; d], ËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 'n|[c;d], ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ
ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [c; d], ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f |[c;d]: ÅÓÌÉ 'n ⇒
f ÎÁ [a; b], ÔÏ 'n|[c;d] ⇒ f |[c;d] ÎÁ [c; d]. ôÁË ÖÅ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏ-
×ÅÒÑÅÔÓÑ É ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ: S[a;b](f) = limn→∞ S[a;b]('n) =
limn→∞

(
S[a;c]('n|[a;c]) + S[c;b]('n|[c;b])

)
= limn→∞ S[a;c]('n|[a;c])+limn→∞ S[c;b]('n|[c;b]) =

S[a;c](f |[a;c]) + S[c;b](f |[c;b]). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ (2). õÓÌÏ-
×ÉÅ (1) | ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ | ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌÁ:
ÅÓÌÉ ÎÁ [a; b] 'n ⇒ f É  n ⇒ g, ÔÏ S[a;b](f + g) = limn→∞ S[a;b]('n +  n) =
limn→∞ S[a;b]('n)+limn→∞ S[a;b]( n) = S[a;b](f)+S[a;b](g); ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ
ËÏÎÓÔÁÎÔÕ �S[a;b](f) = � limn→∞ S[a;b]('n) = limn→∞ S[a;b](�'n) = S[a;b](�f),
ÐÏÓËÏÌØËÕ �'n ⇒ �f . õÓÌÏ×ÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ (4), ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (3) | ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ 'n ⇒ f , ÐÒÉÞÅÍ f ≥ 0 ÎÁ [a; b]. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ". óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅ-
ÄÅÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ N , ÞÔÏ ∀n ≥ N ∀x ∈ [a; b] f(x) − " <
'n(x) < f(x) + ", ÏÔËÕÄÁ ÕÞÉÔÙ×ÁÑ f ≥ 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ −" < 'n(x), É, ÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, −"(b− a) ≤ S[a;b]('n). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ×
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ −"(b−a) ≤ limn→∞ S[a;b]('n) = S[a;b](f).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ∀" > 0 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
S[a;b](f) ≥ −"(b− a), ÉÚ ÞÅÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÞÉÓÌÁ S[a;b](f). ôÅÏÒÅÍÁ 2.3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÉÍÅÀ-
ÝÉÊÓÑ Õ ÎÁÓ ÚÁÐÁÓ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ J ([a; b])
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*), É ÎÁ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎË-
ÃÉÏÎÁÌ S[a;b] ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ
G([a; b]) ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
(1)-(4).

ëÁË ÏÐÉÓÁÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ J ([a; b]), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÍ ÕÖÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b]? ôÏÞÎÏÅ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÙ ÏÔÌÏÖÉÍ ÄÏ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 ÜÔÏ
ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ (É ÄÁÖÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ)
ÆÕÎËÃÉÉ.
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3 äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-
ÎÙÈ. ôÅÏÒÅÍÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ
ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b] ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ-
×ÉÑÍ (1)-(4). üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ÎÁ ÏÔ-
ÒÅÚËÅ [a; b], ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÅÊ F , ÞÔÏ f = F ′. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × F([a; b]), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ,
ÓËÁÖÅÍ, A([a; b]). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, A([a; b]) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (*): ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ F ÄÌÑ f ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [c; d] ⊂ [a; b] ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f ÎÁ [c; d]. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b]
ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A([a; b]) ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: ÅÓÌÉ
F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ f , ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

S[a;b](f) = F (b)− F (a): (3.1)
ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ,
ÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C, ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ
ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.1): (F (b)+C)− (F (a)+C) = F (b)−F (a),
ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ S[a;b] ËÏÒÒÅËÔÎÏ. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ-
×ÉÊ (1)-(4) ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÅ-
ÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ. áÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ:
S[a;c](f) + S[c;b] = (F (c) − F (a)) + (F (b) − F (c)) = F (b) − F (a) = S[a;b](f).
ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ (3) ÅÓÔØ ÐÒÉÚÎÁË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ F : ÅÓÌÉ F ′ =
f ≥ 0, ÔÏ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ F (b) ≥ F (a),ÔÁË ÞÔÏ
F (b)−F (a) ≥ 0. îÁËÏÎÅÃ, ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ (4) ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ:
ÅÓÌÉ f = 1, ÔÏ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ F (x) = x, ÐÏÜÔÏÍÕ F (b)− F (a) = b− a.

ðÏËÁ ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÎÁ ËÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÙ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÌÉ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, Ô.Å. ËÁË ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ
ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÄÅÀ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÄÌÑ ÉÎ-
ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÎÁ ÏÔ-
ÒÅÚËÅ [a; b], É ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ S[a;b] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (Á ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÓÍ ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÅ 2.2), ÔÏ ÐÒÉ x ∈ [a; b]

F (x) = S[a;x](f): (3.2)
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÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ f ∈ G([a; b]), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ f ∈ G([a; b]) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ
S[a; b], ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÀ1 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÁÎÄÉÄÁÔÕÒÕ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f .
ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÎÁ ÜÔÕ ÒÏÌØ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. æÕÎËÃÉÑ F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b].

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ F × ÔÏÞËÅ x0 ∈ [a; b] ÎÁÍ
ÎÁÄÏ ÏÃÅÎÉÔØ |F (x0)−F (x)|; × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÒÁ×ÅÅ ÉÌÉ ÌÅ×ÅÅ ÏÔ
x0 ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ x, ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ S[x0;x](f) ÉÌÉ S[x0;x](f). ÷ ÌÀÂÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ x0 É x, ÔÅÏÒÅÍÁ
ÏÂ ÏÃÅÎËÅ (3") ÄÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ

|F (x0)− F (x)| ≤ sup
t∈I

(|f(t)|)|x0 − x|: (3.3)

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ÔÏÌØËÏ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ M , ÞÔÏ |f(x)| ≤ M ÎÁ
[a; b], ÐÏÜÔÏÍÕ supt∈I(|f(t)|) ≤ M . éÔÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ |F (x0) −
F (x)| ≤M |x0 − x|. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ
f × ÔÏÞËÅ x0 ÐÒÏÓÔÏ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ", ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÌÅÇËÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |x0−x| < �
ÔÏ |f(x0)− f(x)| < ": ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ � = "

M .
ôÁ ÖÅ ÏÃÅÎËÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎË-

ÃÉÉ F × ÔÏÞËÅ x0; ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ
f × ÔÏÞËÅ x0.
ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ [a; b], ÔÏ F
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0, ÐÒÉÞÅÍ F ′(x0) = f(x0).

ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÕÖÅ ×ÙÓËÁÚÁÎ-
ÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, É ÏÐÑÔØ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ x ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ x0 ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, x > x0;
ÎÁÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0
ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ limx→x0+

F (x)−F (x0)
x−x0

. ïÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ ÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [x0; x] ÞÅ-
ÒÅÚ M = supt∈[x0;x] f(t) É m = inft∈[x0;x] f(t); ÔÏÇÄÁ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ-
ÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ F (x) − F (x0) = S[x0;x](f) ÏÃÅÎËÕ m < F (x)−F (x0)

x−x0
< M ,

1ïÂÙÞÎÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ "ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ":
× ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ F (x) =

∫ x
a f(t)dt.
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ÐÒÉÞÅÍ m É M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x. ðÏÓËÏÌØËÕ f
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0, limx→x0+ m = limx→x0+ M = f(x0), ÐÏÜÔÏÍÕ É
limx→x0+

F (x)−F (x0)
x−x0

= f(x0). óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ
ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÌÅ×Á limx→x0−

F (x)−F (x0)
x−x0

= f(x0), ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ limx→x0−

F (x)−F (x0)
x−x0

) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ f(x0). ôÅÏÒÅÍÁ
3.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÒÉ×Ï-
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔ-
ÎÙÍÉ, ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÓÉÌØ-
ÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | Ó ÏÄÎÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ S[a;b] ÎÁ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C([a; b]), Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÌÑ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.1 × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1. ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ F (x) =

∫ x
a f(t)dt.


