
Ëèñòîê 1. Óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà è åãî

îáîáùåíèÿ

Âàð èñ÷., 3-4 êóðñ, 16.01.2017

1�1 Íàéäèòå âàðèàöèè ôóíêöèîíàëîâ: à) J [x] =
∫ b
a
xẋdt; á) J [x] =

∫ π
0
ẋ sinxdt;

â) J [x] = x2(0) +
∫ 1

0
(tx+ ẋ2)dt.

1�2 Ðåøèòå ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëîâ:
à) J [x] =

∫ 1

0
(x+ ẋ)2dt, x(0) = 0, x(1) = 1;

á) J [x] =
∫ e
1

[
2x
t
+ xẋ+ t2ẋ2

]
dt, x(1) = 1, x(e) = 0.

1�3 Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòåéøåé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîãäà
èíòåãðàë ýíåðãèè íå äàåò âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà.

1�4 Íàéäèòå ýêñòðåìëè ôóíêöèîíàëà:

J [x1, x2] =

∫ b

a

(2x1x2 − 2x2
1 + ẋ2

1 − ẋ2
2)dt.

1�5 à) Ðåøèòå çàäà÷ó ñî ñâîáîäíûì êîíöîì: J [x] =
∫ 2

0
[2tx+ẋ2]dt, x(0) = 0.

á) Ðåøèòå çàäà÷ó áåç îãðàíè÷åíèé: J [x] =
∫ e
0

[
tẋ2 + x2

t
+ 2x ln t

t

]
dt.

1�6 Îäíîðîäíàÿ áàëêà ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ ïîñòîÿííîé òîëùèíîé
è øèðèíîé ïðîãèáàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ óïðóãîé äåôîðìàöèè áàëêè èìååò âèä

Uóïð =

∫ L

0

(y′′)2dx,

ãäå L � äëèíà áàëêè, à ôóíêöèÿ y(x) çàäàåò îòêëîíåíèå ñðåäíåé ëèíèè
áàëêè âíèç îò ãîðèçîíòàëè. Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
ìèíèìàëüíà. Îïðåäåëèòå ôîðìó áàëêè äëÿ òðåõ íèæåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé.
à) Ìîñòèê: êîíöû áàëêè ñâîáîäíî ëåæàò íà äâóõ îïîðàõ, îïîðû ðàñïîëîæåíû
íà îäíîé âûñîòå.
á) Ïåðåêðûòèå (ïîòîëîê): áàëêà îáîèìè êîíöàìè ãîðèçîíòàëüíî âìîíòèðîâàíà
â ñòåíó.
â) Áàëêîí: áàëêà îäíèì êîíöîì ãîðèçîíòàëüíî âìîíòèðîâàíà â ñòåíó, à
äðóãîé êîíåö åå íå çàêðåïëåí.
(Óêàçàíèå: ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, åñëè áàëêà ëåæèò íà îïîðå, ÿâëÿåòñÿ

y(x0) = 0, à åñëè áàëêà âìîíòèðîâàíà â ñòåíó, òî y(x0) = y′(x0) = 0.)


