
òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. ëèñòîê 1. êðàéíèé ñðîê ñäà÷è 6 ôåâðàëÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Ñõî-

äèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

(1) Äîêàçàòü, ÷òî ñ.â. (XY )Z , ãäå X, Y, Z íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû
íà [0, 1], ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1].

(2) Ïóñòü ξ � äâóìåðíûé íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
åäèíè÷íîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Íàéòè IE(exp(−1

2
〈Rξ, ξ〉)), ãäå

R =

(
2 −3
−3 5

)
.

(3) Ïóñòü ξ, η � äèñêðåòíûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå, íåçàâèñèìûå ñ.â. Äîêà-
æèòå, ÷òî IE(ξ|ξ+ η) = IE(η|ξ+ η). Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ óñëîâíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, äîêàæèòå, ÷òî IE(ξ|ξ + η) = ξ+η

2
.

(4) Ïóñòü ξ, η � íåçàâèñèìûå ïîêàçàòåëüíûå ñ.â. ñ ïàðàìåòðîì 1. Íàéòè ôîðìóëó
äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ IE(f(ξ, η)|ξ + η).

(5) Ïóñòü P � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà R2, à Px � ìåðà íà R, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîåêöèåé
P íà îñü Ox.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìåðà Q èìååò ïëîòíîñòü îòíîñèòåëüíî P (ò.å. dP

dQ
=

f(x, y)), òî ïðîåêöèåé Q íà îñü Ox ÿâëÿåòñÿ ìåðà IE(f |Bx) · Px, ãäå Bx � σ-
àëãåáðà ìíîæåñòâ âèäà {A× R, A ⊂ R � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé}.

(6) Ïóñòü ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, fξ, fη � ïëîòíîñòè èõ ðàñïðåäåëåíèé.
Âåëè÷èíà −IE log fξ(ξ) íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

IE log fξ(ξ) ≥ IE log fη(ξ).

(7) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ IEξ =
0, IEξ2 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè ñðåäè òàêèõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí äîñòèãàåòñÿ íà íîðìàëüíîé ñ.â.

(8) Ïîñòðîèòü ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ.â., ñõîäÿùåéñÿ â L1(P ), íî íå ñõîäÿ-
ùåéñÿ ïî÷òè âñþäó.

(9) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ξn → ξ ï.í. è supn IE(|ξn|p) <∞ äëÿ p > 1, òî IE|ξn−ξ| → 0.
(10) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ξn, IE(ξn) = 0, IE(ξ2n) = 1 âûïîëíåíî limn
Sn√
n
= +∞ ï. í..

(11) Ïóñòü {ξi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñ.â., IEξ2i <∞ Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n−1/2

∑n
i=1 ξi ñõîäèòñÿ ï.â. ê ñ.â. ξ, òî ξi = 0

ï.â.
(12) Ïóñòü {ξi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ IEξi = a, Dξi = σ2. Äîêàæèòå, ÷òî
∑d

i=1 ξi∑d
i=1 ξ

2
i

ñõîäèòñÿ ïî

âåðîÿòíîñòè è íàéòè ïðåäåë.
(13) Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûõ ïîêàçàòåëüíûå ñ.â. ñ ïàðàìåòðîì 1. Ðàññìîòðèòå ñîáûòèÿ An = {ξn ≥
1



h(n)}, n ∈ N, ãäå h(n) ëþáàÿ èç ôóíêöèé c lnn, lnn+c ln lnn èëè lnn+ln lnn+
c ln ln lnn, è A := lim supn→∞An =

⋂
n≥1
⋃
m≥nAn. Ïîêàæèòå, ÷òî

P(A) =
{

0, åñëè c > 1
1, åñëè c ≤ 1

.

(14) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñ.â. {ξi} ñõîäèòñÿ ï.â. ê
ñ.â. ξ, òî ξ ïîñòîÿííà ï.â.

(15) Ïóñòü {Xn} � íåçàâèñèìûå ñ.â. ñ

P (Xn = n) = P (Xn = −n) = 1

2n lnn
, P (Xn = 0) = 1− 1

n lnn
.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn/n ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè, íî íå ï.í.
(16) (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè ìíîãî÷ëåíàìè). Ïóñòü f : [0, 1] → R

� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

sup
0≤x≤1

∣∣∣f(x)− n∑
k=0

f(k/n)Ck
nx

k(1− x)n−k
∣∣∣ = 0.
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