
Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ñëó÷àéíûå ìàòðèöû è èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè .

Ëèñòîê 1.

Çàäà÷à 1.Ìåòîä ìîìåíòîâ è ðàñïðåäåëåíèå Ïàñòóðà-Ìàð÷åíêî.

Ïóñòü X ∈ RN×p � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîé åñòü
íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì,
E(Xij = 0), åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, D(Xij) = 1 è êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè áîëåå âûñî-
êèõ ñòåïåíåé, ãäåN ≤ p. Ïóñòü RN = N−1XXT - âûáîðî÷íàÿ êîâàðèöèîííàÿ ìàòðèöà
N ×N ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λN . Ââåäåì ýìïèðè÷åñêóþ ñïåêòðàëüíóþ
ìåðó

LN =
1

N

N∑
i=1

δλi .

a) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäåëå N →∞,N/p = c ≤ 1 ìîìåíòû ýìïèðè÷åñêîãî ñïåêòðàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê âûðàæåíèþ

lim
N→∞

E
(ˆ

xkdLN

)
=

k∑
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clN (k, l),

ãäå

N (k, l) =
1

k
C l
kC

l−1
k ,

÷èñëà Íàðàÿíû è óáåäèòåñü, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàñòóðà-
Ìàð÷åíêî, çàäàííîãî ïëîòíîñòüþ

f(x) =

√
(a+ − x)(x− a−)

2πx
1a−≤x≤a+ ,

ãäå a± = (1±
√
c)2.

á) Ïðè N = p, ñ = 1, ìîìåíòû ñòàíîâÿòñÿ ðàâíû ÷èñëàì Êàòàëàíà ãäå Ck, êîòîðûå
äàþò òàêæå ÷åòíûå ìîìåíòû ïîëóêðóãëîãî çàêîíà Âèãíåðà, à ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ïàñòóðà-Ìàð÷åíêî îáðàùàåòñÿ â ÷åòâåðòü-êðóãîâîé çàêîí

fñ=1(x) =
1

2π

√
1− x
x

10≤x≤1.

Âîñïîëüçóéòåñü ýòèì ôàêòîì, ÷òîáû íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû 2N × 2N âèäà(

0 XT

X 0

)
è îáúÿñíèòå åãî ñâÿçü ñ ðàñïðåäåëåíèåì Âèãíåðà.
Óêàçàíèÿ ê ïóíêòó (à):

1) Ñâåäèòå çàäà÷ó ïîäñ÷åòà ñëåäîâ ñòåïåíåé ìàòðèöû RN ê çàäà÷å î öèêëàõ íà
äâóäîëüíîì ãðàôå. (Äâóäîëüíûì íàçûâàåòñÿ ãðàô â êîòîðîì åñòü äâà ñîðòà âåðøèí
è âñå ðåáðà ñîåäèíÿþò òîëüêî âåðøèíû ðàçíûõ ñîðòîâ.)
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2) Ïîêàæèòå, ÷òî öèêëû, âêëàä îò êîòîðûõ âûæèâàåò â ïðåäåëå N →∞, îáõîäÿò
äåðåâî è èì ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðûå ïóòè Äèêàþ (Èëè ïðîâåðüòå ñîâïàäåíèå
÷èñåë òàêèõ öèêëîâ ñ ÷èñëàìè Íàðàÿíû äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ìîìåíòîâ.)

3) ×èñëà Íàðàÿíû äàþò êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ
èç k ïàð ñêîáîê, ãäå l ðàç âñòðå÷àåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ (), èëè êîëè÷åñòâî ïóòåé Äèêà
èç 2k øàãîâ c l ïèêàìè. Íàïðèìåð äëÿ N (4, 2) = 6 èìååì

()((())) (())(()) (()(())) ((()())) ((())()) ((()))()

è

Î÷åâèäíî ñóììà ÷èñåë Íàðàÿíû äàåò ïîëíîå ÷èñëî ïóòåé Äèêà - ÷èñëî Êàòàëàíà,

Ck =
k∑
l=1

N (k, l) =
1

k + 1
Ck

2k

Çàäà÷à 2. Ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà.

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà è ïåðâîé ëåììîé Áîðåëÿ-Êîíòåëëè äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ìîìåíòîâ ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âèãíåðîâñêèõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò êîíå÷íûé ÷åòâåðòûé (âîñüìîé) ìîìåíò, èìååò ìåñòî ñõî-
äèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè (ïî÷òè íàâåðíîå). (Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà íàìå÷åí â ëåêöèÿõ.)

Çàäà÷à 3. Ìåòîä ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòèëüòüåñà è ïîëóêðóãëûé çàêîí

Âèãíåðà

Ïóñòü X = XT ∈ RN×N � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà , ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîé
âûøå è íà ãëàâíîé äèàãîíàëè åñòü íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì, E(Xij = 0), äèñïåðñèåé, D(Xij) = 1/N . Âûâåäèòå
ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå ýìïèðè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû òàêîé ìàòðèöû ìåòîäîì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëüòüåñà ïðè N →∞.

a) Íàéäèòå ñâÿçü ìåæäó äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì (GN(z))ii ðåçîëüâåíòû òàêîé
ìàòðèöû

GN(z) = (X − INz)−1

è ðåçîëüâåíòîé G
(i)
N−1(z) ìàòðèöû X(i,i), ïîëó÷åííîé âû÷åðêèâàíèåì i− é ñòðîêè

è i−ãî ñòîëáöà èç ìàòðèöû X.

á) Çàìåíÿÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè (GN(z))ii , Xij

(
G

(i)
N−1(z)

)
jk
Xki è Xii èõ ìà-

òîæèäàíèÿìè è ïðåäïîëàãàÿ áëèçîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ñòèëüòüåñà

sN(z) = E

(
1

N

N∑
i=1

1

λi − z

)
=

1

N
TrG(z)
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ýìïèðè÷åñêîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðèö X è X(i,i) ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
íà sN(z) â ïðåäåëå N →∞.

â) Âûáåðèòå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñòèëüòüåñà, è, îáðàòèâ åãî, âûâåäèòå çàêîí Âèãíåðà.

Çàäà÷à 4. Ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîé ñëó÷àéíîñòè ãàóññîâûõ àíñàì-

áëåé

Ïîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå P (H) = Z−1 exp [−Tr(H2)/2] ìàêñèìèçèðóåò ôóíê-
öèîíàë ¾ýíòðîïèè¿

S(P ) = −
ˆ
p(H) logP (H)dnH

ïðè óñëîâèè E(Tr(H2)) = n, ãäå n = N + βN(N − 1)/2 � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, à
dH - ìåðà ëåáåãà â Rn íà n íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 5. Ìèíèìàëüíûé ïðèìåð ãàóññîâûõ àíñàìáëåé

Íàéäèòå ïðÿìîé äèàãîíàëèçàöèåé ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö
ðàçìåðà 2×2 èç ãàóññîâûõ îðòîãîíàëüíîãî, óíèòàðíîãî è ñèìïëåêòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ.

a) Ðàññìîðèòå âåùåñòâåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó A ∈ R2×2, ñ íåçàâèñèìû-
ìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, a11, a22 ∼ N (0, 1), a12 = a21 ∼ N (0, 1/

√
2). Ïîñòðîéòå

îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, äèàãîíàëèçóþùèå ýòè ìàòðèöû. Îò ðàñïðåäåëåíèÿ
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðåéäèòå ê íîâûì ïåðåìåííûì � ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è
óãëó ïîâîðîòà, êîòîðûé çàäàåò îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîèíòåãðèðóéòå ïî
óãëó è íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

b)* Ïîïðîáóéòå ïðîäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ ýðìèòîâûõ è êâàòåðíèîííî-
âåùåñòâåííûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö 2 × 2 ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ìàòðè÷íûìè
ýëåìåíòàìè, ïðèìåíèâ äëÿ äèàãîíàëèçàöèè óíèòàðíûå è ñèìïëåêòè÷åñêèå ìàòðèöû
ñîîòâåòñòâåííî. Â êâàòåðíèîííîì ñëó÷àå ìîæíî äóìàòü î ìàòðèöàõ êàê î áëî÷íûõ
ìàòðèöàõ 2 × 2 ïîñòðîåííûõ èç ìàòðèö Ïàóëè. Âåùåñòâåííûé êâàòåðíèîí â òàêîì
ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä (

z w
−w∗ z∗

)
,

ãäå z è w - êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Çàäà÷à 6. Âûðîæäåíèå Êðàìåðà

1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ýðìèòîâà ìàòðèöà X = X+ ∈ C2N×2N êîîììóòèðóåò ñ
îïåðàòîðîì îáðàùåíèÿ âðåìåíè T = Z2NC, ãäå Z = e2 ⊗ IN , à C � êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ X äâóêðàòíî âûðîæäåíû

1) Ïðåäïîëîæèì φ ñîáñòâåííûé âåêòîð X ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Ïîêàæèòå,
÷òî Tφ � òîæå ñîáòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.

2) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî T 2 = −I2N , ïîêàæèòå ÷òî ýòè âåêòîðà îðòîãîíàëüíû.

Çàäà÷à 7. Êðóãîâûå Àíñàìáëè

Âûâåäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö â îðòîãîíàëü-
íîì, óíèòàðíîì è ñèìïëåêòè÷åñêîì êðóãîâûõ àíñàìáëÿõ.

Çàäà÷à 8.*Àíñàìáëü Âèøåðòà
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Ïóñòü X ∈ RN×p� âåùåñòâåííàÿ, β = 1, êîìïëåêñíàÿ, β = 2 èëè êâàòåðíèîííî-
âåùåñòâåííàÿ, β = 4, ìàòðèöà ñ íåçàâèñèìûìè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ìàòðè÷-
íûìè ýëåìåíòàìè, íåçàâèñèìûå âåùåñòâåííûå êîìïîíåíòû êîòîðûõ èìåþò äèñïåð-
ñèþ 1/β, è N < p.

1) Ïîêàæèòå, ÷òî ìàðèöà A = X+X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó

P (dA) = C−1e−
β
2
Tr(A) (detA)βa/2

∏
i≤j

dAij,

ãäå a = p−N + 1− 2/β.
2) Ïîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A èìååò âèä

f(λ1, . . . , λN) = Z−1e−
β
2

∑N
i=1 λ1

N∏
i=1

λ
βa/2
i

∏
i<j

|λi − λj|β.
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