
Ñåìèíàð 5. Àëãåáðà Ëè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü a = C[x, x−1, D,D−1] � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ ñîîòíîøåíèÿìè xD = qDx. Çäåñü q ñ÷èòàåòñÿ
ôîðìàëüíûì ïàðàìåòðîì, ò.å. àëãåáðà ðàññìàòðèâàåòñÿ íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé C(q). Ìû áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ýòó àëãåáðó êàê àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòàòîðà. Àëãåáðà a èìååò
ïðåäñòàâëåíèå ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè íà ïðîñòðàíñòâå V = C[x, x−1], ãäå x äåéñòâóåò êàê óìíîæåíèå

íà x, à D êàê îïåðàòîð f(x) 7→ f(q−1x). Ïîëóáåñêîíå÷íàÿ âíåøíÿÿ ñòåïåíü Λ∞/2V ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè
âèäà

∧
i∈I

xi äëÿ âñåõ I ⊂ Z òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò N > 0 òàêîå ÷òî Z>N ⊂ I ⊂ Z>−N .

Çàäà÷à 1.
(à) Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïîëóáåñêîíå÷íîé âíåøíåé ñòåïåíè Λ∞/2V êîððåêòíî îïðåäåëåíî äåéñòâèå öåí-

òðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû Ëè a.
(á) Îïèøèòå ýòî öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ÿâíî.
(â) ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìûì?
(ã) Íàéäèòå àííóëÿòîð â a �ñòàðøåãî âåêòîðà� v = 1 ∧ x ∧ x2 ∧ . . . è îïèøèòå ïîðîæäåííîå èì

ïîäïðåäñòàâëåíèå F .
(ä) Íàéäèòå îáùèé âèä çíàìåíàòåëåé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè.

Çàäà÷à 2. Ïîëîæèì ei := xiD ∈ a. Ïóñòü e(z) :=
∑
i∈Z

eiz
−i � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ.

Âû÷èñëèòå ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ⟨v∨, e(z1)e(z2)v⟩ (ò.å. íàéäèòå îáùèé âèä òàêîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà), ãäå
v � âåêòîð èç ïðåäñòàâëåíèÿ F , v∨ � êîâåêòîð.

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ⟨v∨, e(z1)e(z2)e(z3)v⟩, ãäå v � êàêîé-íèáóäü âåêòîð èç

ïðåäñòàâëåíèÿ F , à v∨ � êàêîé-íèáóäü êîâåêòîð, èìååò âèä P (z1,z2,z3)∏
(zi−qzj)

, ãäå P (z1, z2, z3) � ñèììåòðè÷åñêèé

ïîëèíîì Ëîðàíà.

Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëèíîìû P (z1, z2, z3) èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè
íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ zi. Êàêèõ?

Çàäà÷à 5. Òå æå âîïðîñû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ F⊗k àëãåáðû Ëè a.

Çàäà÷à 6. Îïðåäåëèì ei(s) := xiDs è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ e(s)(z) :=
∑
i∈Z

e
(s)
i z−i.

Íàéäèòå îáùèé âèä ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ⟨v∨, e(s1)(z1)e(s2)(z2)v⟩.
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