
Ñåìèíàð 1. Àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà. Êîíôîðìíûå áëîêè è âåðòåêñíûå îïåðàòîðû.

Àëãåáðîé Ãåéçåíáåðãà h íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå àáåëåâîé àëãåáðû àëãåáðû
C[t, t−1]: [a(t), b(t)] := Rest=0a(t)db(t). Ïóñòü hi := ti áàçèñ â ýòîé àëãåáðå. Ïðåäñòâëåíèå Ôîêà Fp àë-
ãåáðû Ãåéçåíáåðãà � ýòî ïðåäñòàâëåíèå h â ïðîñòðàíñòâå U(h)/U(h)(h0 − p, h1, h2, . . .). Äëÿ ëþáîãî íàáîðà
òî÷åê z1, . . . , zn íà êîìïëåêñíîé êðèâîé C àáåëåâà àëãåáðà hout := C[C\{z1, . . . zn}] âêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó h⊕n ïîñðåäñòâîì ðàçëîæåíèÿ Ëîðàíà â òî÷êàõ zi. Êîíôîðìíûì áëîêîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
Fp1,...pn(z1, . . . , zn) =

⊗
Fpi/hout

⊗
Fpi .

Çàäà÷à 1.
(à) Ïîêàæèòå, ÷òî êîíôîðìíûé áëîê Fp1,...pn(z1, . . . , zn) íà CP1 ðàâåí íóëþ, åñëè

∑
pi ̸= 0, è îäíîìå-

ðåí, åñëè
∑
pi = 0.

(á) ×òî ìîæíî ñêàçàòü î êîíôîðìíûõ áëîêàõ íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé?
(â) Íà êðèâîé ñòàðøåãî ðîäà?

Çàäà÷à 2.
(à) Ïîêàæèòå, ÷òî êîíôîðìíûé áëîê íà CP1 ñ äâóìÿ òî÷êàìè çàäàåò íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå

Fp(0)⊗ F−p(∞) → C.
(á) Ïðèìåíÿÿ ýòî ñïàðèâàíèå, ïîêàæèòå, ÷òî êîíôîðìíûé áëîê íà CP1 ñ òðåìÿ òî÷êàìè çàäàåò

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Fp1(0)⊗ Fp2(z) → Fp1+p2(∞).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü Yv(z) : Fp1 → Fp1+p2 � îïåðàòîð, ïîëó÷åííûé ïîäñòàíîâêîé âåêòîðà v ∈ Fp2 â êà÷åñòâå
âòîðîãî àðãóìåíòà â îïåðàòîð èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

(à) Äëÿ ñòàðøåãî âåêòîðà v = 1 ∈ Fp2 âûðàçèòå [hi, Y1(z)] ÷åðåç hi.
(á) Âûïèøèòå ÿâíî îïåðàòîð Y1(z).
(â) Òå æå âîïðîñû äëÿ îïåðàòîðà Yh−1(z).
(ã) Òå æå âîïðîñû äëÿ îïåðàòîðà Yv(z), ãäå v = hn1

−1 · . . . · h
nk
−k.

Ñåìèíàð 2. Àëãåáðà Êëèôôîðäà. Ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé B. Àëãåáðîé Êëèôôîðäà

Cl(V,B) íàçûâàåòñÿ àëãåáðà ñ ïðîñòðàíñòâîì îáðàçóþùèõ V è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè uv+vu =
B(u, v) äëÿ âñåõ u, v ∈ V .

Çàäà÷à 1. Ïóñòü V êîíå÷íîìåðíî. Äîêàæèòå, ÷òî dimCl(V,B) = 2dimV .

Çàäà÷à 2. Ïóñòü V êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, à ôîðìà B íåâûðîæäåííà.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè dimV = 2k, òî Cl(V,B) ≃Mat2k(C).
(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè dimV = 2k + 1, òî Cl(V,B) ≃Mat2k(C)⊕Mat2k(C).

Çàäà÷à 3. Êëàññèôèöèðóéòå êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Êëèôôîðäà íåâûðîæäåííûõ ôîðì íàä ïîëåì R.

Çàäà÷à 4.
(à) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà êâàäðàòè÷íûå ýëåìåíòû âèäà uv − vu ∈ Cl(V,B),

çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà è èçîìîðôíî àëãåáðå Ëè so(V,B).
(á) Ïîñòðîéòå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè so2n ðàçìåðíîñòè 2n.
(â) Ïîñòðîéòå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè so2n+1 ðàçìåðíîñòè 2n.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü V = C[t, t−1]⊕C[t, t−1]dt. Èíâàðèàíòíîå ñïàðèâàíèå C[t, t−1] è C[t, t−1]dt çàäàåò íåâû-
ðîæäåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó B íà V . Ïóñòü ψi := ti, ψ∗

i := ti−1dz � îáðàçóþùèå ñîîòâåòñòâóþùåé
àëãåáðû Êëèôôîðäà, è ψ(z), ψ∗(z) � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäÿùèå ðÿäû. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû Êëèôôîðäà, ïîðîæäåííîå âåêòîðîì v òàêèì, ÷òî ψiv = 0 = ψ∗

j v äëÿ i > 0, j > 0.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ ψ(z)2, ψ∗(z)2 è : ψ(z)ψ∗(z) : êîððåêòíî îïðåäåëåíî
â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè.

(á) íàéäèòå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè êîýôôèöèåíòàìè êàê îïåðàòîðàìè â ïðåäñòàâëåíèè.
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Ñåìèíàð 3-4. Âåðòåêñíàÿ àëãåáðà ñ îäíîé îáðàçóþùåé.

Ïóñòü V = C[z, z−1]. Ñâîáîäíàÿ àëãåáðà T (V ) :=
∞⊕
n=0

V ⊗n, ïîðîæäåííàÿ ïðîñòðàíñòâîì V , ìîæåò áûòü

îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: V ⊗n = C[z1, z−1
1 , z2, z

−1
2 , . . . , zn, z

−1
n ], à ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ f ∈ V ⊗n è

g ∈ V ⊗m åñòü (f ∗ g)(z1, . . . , zn+m) := f(z1, . . . , zn)g(zn+1, . . . , zn+m).

Çàäà÷à 1.

(à) Äàéòå àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå àëãåáðû S(V ) = T (V )/Λ2(V ) =
∞⊕
n=0

Sn(V );

(á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ àëãåáðû Λ(V ) = T (V )/S2(V ) =
∞⊕
n=0

Λn(V ).

Çàäà÷à 2.
(à) Èìååì Λ2(V ) = {f(z1, z2) ∈ C[z1, z−1

1 , z2, z
−1
2 ] | f(z1, z2) = −f(z2, z1)}. Ðàññìîòðèì àëãåáðó

T (V )/(z1−z2)2Λ2(V ). Äîêàæèòå, ÷òî ýòî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà àëãåáðû Ëè, ïîðîæäåííîé

îáðàçóþùèìè ai, i ∈ Z ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè
[ai,aj ]
i−j = [ak,al]

k−l äëÿ âñåõ i+ j = k + l.

(á) Ïóñòü C[z, z−1, p] � àëãåáðà Ïóàññîíà ñî ñêîáêîé {p, z} = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî p2C[z, z−1, p] ÿâëÿåòñÿ
ïîäàëãåáðîé Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, è óêàæèòå â íåé îáðàçóþùèå, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíî-
øåíèÿì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

(â) Íàéäèòå äîïîëíèòåëüíûå êóáè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò íàéäåííûå âàìè
îáðàçóþùèå.

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì ìîäóëüM íàä àëãåáðîé èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, èíäóöèðîâàííûé ñ òðèâèàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäàëãåáðû, ïîðîæäåííîé ai, i > 0. Ââåäåì íà ýòîì ìîäóëå áèãðàäóèðîâêó (èëè âåñîâîå
ðàçëîæåíèå) òàê, ÷òî ñòåïåíü ñòàðøåãî âåêòîðà ðàâíà (0, 0), à ñòåïåíü ai ðàâíà (1, i).

(à) Íàéäèòå âåñà âñåõ íåíóëåâûõ âåñîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ýòîãî ìîäóëÿ.
(á)∗ Íàéäèòå õàðàêòåð ýòîãî ìîäóëÿ.
(â)∗ Òîò æå âîïðîñ, åñëè â àëãåáðå âûïîëíÿþòñÿ åùå è êóáè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü w ∈M, w∨ ∈M∗ � êàêèå-íèáóäü âåêòîð è êîâåêòîð.

(à) Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ⟨w∨, a(t1)a(t2)w⟩ èìååò âèä P (t1,t2)
(t1−t2)2

, ãäå P (t1, t2) � ñèììåòðè-

÷åñêèé ïîëèíîì Ëîðàíà.

(á)Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ⟨w∨, a(t1)a(t2)·. . .·a(tn)w⟩ èìååò âèä P (t1,t2,...,tn)∏
i<j

(ti−tj)2
, ãäå P (t1, t2, . . . , tn)

� ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì Ëîðàíà.
(â) ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ïîëèíîì P (t1, t2, . . . , tn), åñëè äîïîëíèòåëüíî íàëîæåíû êóáè÷åñêèå ñî-

îòíîøåíèÿ?


