
Ìíîãîîáðàçèÿ'17 Ëèñòîê 4

Ëèñòîê 4. Ðèìàíîâà Ãåîìåòðèÿ

Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ (âåñíà 2017), ñðîê ñäà÷è � 21.03.2016

4⋄1 Çàïèøèòå ìàòðèöó Ãðàìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (â óêàçàííûõ êîîð-
äèíàòàõ) äëÿ ñëåäóþùèõ ïîäìíîãîîáðàçèé åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
à) Ýëëèïñ ϕ → (a cos(ϕ), b sin(ϕ)).
á) Öèëèíäð (ϕ, h) → (cos(ϕ), sin(ϕ), h).
â) Êîíóñ (ϕ, h) → (h cos(ϕ), h sin(ϕ), ah).
ã) Ýëëèïñîèä (ϕ, θ) → (a cos(θ) cos(ϕ), b cos(θ) sin(ϕ), c sin(θ)).

Äèôôåîìîðôèçì äâóõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, äèôôåðåíöèàë êîòîðî-
ãî â êàæäîé òî÷êå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâàåòñÿ èçî-

ìåòðèåé.

4⋄2 Äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîãîîáðàçèé ïîñòðîéòå ðàçâ¼ðòêó � èçîìåòðè÷íóþ
ïîäìíîæåñòâó åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà êàðòó, ïîêðûâàþùóþ ïëîòíîå
ïîäìíîäæåñòâî.
à) Äëÿ öèëèíäðà.
á) Äëÿ êîíóñà.

Ïóñòü γ : [0, 1] → M � êðèâàÿ â ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Îïðåäåëèì å¼

äëèíó êàê
∫ 1

0

√
(γ̇(t), γ̇(t))dt.

4⋄3 Äëÿ a, b ∈ M îïðåäåëèì d(a, b) êàê èíôèíóì äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ
a è b. Äîêàæèòå, ÷òî d(a, b) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà M .

Íàçîâåì ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü y > 0 ñ ðè-
ìàíîâîé ìåòðèêîé

ds2 =
1

y2
(
(dx)2 + (dy)2

)
.

4⋄4 Ñîïîñòàâèì òî÷êå (x, y) êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy. Äîêàæèòå, ÷òî
äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå z → az+b

cz+d
äëÿ a, b, c, d ∈ R, ad − bc > 0,

îòîáðàæàåò ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

4⋄5 Íàéäèòå êðàò÷àéøóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî
à) ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èõ êîîðäèíàòû x ñîâïàäàþò;
á) â îáùåì ñëó÷àå
Ïîäñêàçêà: ñâåäèòå ýòîò ïóíêò ê ïðåäûäóùåìó, èñïîëüçóÿ äðîáíî-ëèíåéíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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4⋄6 Íàéäèòå ðàññòîÿíèå d(a, b) ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

4⋄7 Äîêàæèòå ÷òî íèêàêàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî íå èçîìåò-
ðè÷íà îáëàñòè åâêëèäîâîãî R2.
Ïîäñêàçêà: ñîñòàâüòå òðåóãîëüíèê èç ëèíèé ìèíèìàëüíîé äëèíû.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g,
èìåþùåé â êîîðäèíàòàõ xi êîìïîíåíòû gij, ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ
ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû âûðàæàþòñÿ êàê

Γi
kl =

gim

2

(
∂gmk

∂xl
+

∂gml

∂xk
− ∂gkl

∂xm

)
,

ãäå gij � îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â êîîðäèíàòàõ xi çàïèñûâàåòñÿ êàê:

d2γi(t)

dt2
+ Γi

km

dγk(t)

dt

dγm(t)

dt
= 0,

ãäå γi(t) � êîîðäèíàòû òî÷åê êðèâîé.

4⋄8 Äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
à) íàéäèòå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ;
á) ðåøèòå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé.

2


