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1. Êàòåãîðèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

1.1. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Àíàëèç, êîòîðûé âû èçó÷àëè íà 1 êóðñå ïîçâîëÿåò
èññëåäîâàòü ôóíêöèè, íà ìíîæåñòâàõ ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Ñèñòåìû êîîðäèíàò
ñóùåñòâóþò, îäíàêî, ëèøü íà îáëàñòÿõ ãîìåîìîðôíûõ Rn. Îíè íå ñóùåñòâóþò,
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â ÷àñòíîñòè, íà òàêèõ âàæíåéøèõ äëÿ ïðèëîæåíèé îáëàñòÿõ êàê ñôåðà, òîð è
äð. Äëÿ èçó÷åíèÿ ôóíêöèé íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ íàäî íàäåëèòü ìíîãîîáðàçèå
äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé. Ìíîãîîáðàçèå ñ òàêîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé
íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâî M . Êàðòîé ðàçìåðíîñòè n íà M
íàçûâàåòñÿ ïàðà (U,ϕ), ãäå U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî M è ϕ : U → Rn
ãîìåîìîðôèçì íà ïîäìíîæåñòâî ϕ(U) ⊂ Rn. Ñåìåéñòâî êàðò {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ}
íàçûâàåòñÿ àòëàñîì, åñëè

⋃
α∈Σ

Uα = M . Ðàçìåðíîñòè âñåõ êàðò àòëàñà ñâÿçíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàþò. Ýòó ðàçìåðíîñòü ìû áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíîñòüþ
ìíîãîîáðàçèÿ. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàçìåðíîñòè âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàþò.

Êàðòû {(Uα1 , ϕα1} è {(Uα2 , ϕα2} íàçûâàþòñÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè Uα1

⋂
Uα2 6= ∅.

Ïåðåñåêàþùèìñÿ êàðòàì îòâå÷àþò íåïóñòûå ìíîæåñòâà V1 = ϕα1(Uα1

⋂
Uα2),

V2 = ϕα2(Uα1

⋂
Uα2) è ãîìåîìîðôèçì ϕ1,2 = ϕα2ϕ

−1
α1

: V1 → V2. Îòîáðàæåíèÿ
ϕ1,2 íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïåðåõîäà. Àòëàñ {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} íàçûâàåòñÿ
ãëàäêèì åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, òî åñòü áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè.

Ãëàäêè àòëàñû {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} è {(Uβ, ϕβ)|β ∈ Υ} ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè
åñëè èõ îáúåäèíåíèå {(Uα, ϕα), {(Uβ, ϕβ)|α ∈ Σ, β ∈ Υ} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
àòëàñîì. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè
ðàçíûõ àòëàñîâ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Çàäà÷à 1.1. Ïîñòðîéòå íà R äâà íå ýêâèâàëåíòíûõ àòëàñà.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ àòëàñîâ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé.
Ìíîãîîáðàçèå ñ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïðèâåäåì
íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðèìåð 1.1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn îáëàäàåò åñòåñòâåííîé êàðòîé,
ïðåâðàùàþùåé åå â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

Ïðèìåð 1.2. Ãðàôèê Γf = {(x, f(x)) ⊂ Rn+1|x ∈ X ⊂ Rn} ãëàäêîé ôóíêöèè
f : X → Rn îáëàäàåò åñòåñòâåííîé êàðòîé ϕ : Γf → X, ãäå ϕ(x, f(x)) = x.

Çàäà÷à-ïðèìåð 1.1. Ñôåðà Sn = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1|
n+1∑
j=1

(xj)2 = 1} îáëàäàåò
àòëàñîì, ñîñòîÿùèì èç êàðò (U+

i , ϕ
+
i ), (U−i , ϕ

−
i ), ãäå i = 1, . . . , n + 1. Ýòè êàðòû

ñîñòîÿò èç îáëàñòåé U+
i = {x ∈ Sn|xi > 0}, U−i = {x ∈ Sn|xi < 0} è îòîáðàæåíèé

ϕ±i (x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1). Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò àòëàñ ãëàäêèé
.

Çàäà÷à-ïðèìåð 1.2. Çàäàäèì ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè RP 2. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü åå êàê ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â R3. Êàæäàÿ
èç íèõ îïðåäåëåíà âåêòîðîì ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z), ïðè÷åì ïðîïîðöèîíàëüíûå
âåêòîðà çàäàþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ. Ðàññìîòðèì íà RP 2 àòëàñ èç 3 êàðò
(U1, ϕ1), (U2, ϕ2), (U3, ϕ3), ãäå U1 = {(x, y, z)|x 6= 0}, U2 = {(x, y, z)|y 6= 0},
U3 = {(x, y, z)|z 6= 0}, ϕ1(x, y, z) = ( y

x
, z
x
), ϕ2(x, y, z) = (x

y
, z
y
), ϕ3(x, y, z) = (x

z
, y
z
).

Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò àòëàñ ãëàäêèé. Ïîñòðîéòå ãëàäêèé àòëàñ äëÿ RP n.
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1.2. Ìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû. Çàéìåìñÿ òåïåðü îòîáðàæåíèÿìè ãëàäêèõ
ìíîãîîáðàçèé. Ðàññìîòðèì ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ M1, M2 ðàçìåðíîñòè n è m
âìåñòå ñ àòëàñàìè {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ}, {(Uβ, ϕβ)|β ∈ Υ}, çàäàþùèìè íà íèõ ãëàäêèå
ñòðóêòóðû. Îòîáðàæåíèå F : M1 →M2 íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè ãëàäêèì ÿâëÿåòñÿ
åãî îïèñàíèå â êàðòàõ àòëàñîâ. Îïèøåì ýòî ñâîéñòâî ïîäðîáíåå.

Ðàññìîòðèì òî÷êè a ∈ M1, b = F (a) ∈ M2 è ñîäåðæàùèå èõ êàðòû a ∈ Uα, b ∈ Uβ.
Ðàññìîòðèì îáëàñòè X = ϕα(Uα) ⊆ Rn è Y = ϕβ(Uβ

⋂
F (Uα)) ⊆ Rm. Îòîáðàæåíèå F

íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì â òî÷êå a, åñëè îòîáðàæåíèå G = ϕβFϕ
−1
α : X → Y ãëàäêî (ò.å.

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî) â òî÷êå ϕα(a). Îòîáðàæåíèå ãëàäêîå â êàæäîé òî÷êå
a ∈M1 íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì. Èìåííî òàêèå îòîáðàæåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìàìè â
êàòåãîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.
Çàäà÷à 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêîñòè â òî÷êå íå çàâèñèò îò âûáîðà,
ñîäåðæàùåé åå êàðòû è íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå àòëàñà íà ýêâèâàëåíòíûé.

Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ R ñî
ñòàíäàðòíîé ãëàäêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé.

Ãîìåîìîðôèçì ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè F : M1 → M2 íàçûâàåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè îí è îáðàòíûé ê íåìó F−1 : M2 → M1 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äèôôåîìîðôèçì � ýòî èçîìîðôèçì â êàòåãîðèè ãëàäêèõ
ìíîãîîáðàçèé. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì
íàçûâàþòñÿ äèôôåîìîðôíûìè. Ãëàäêèå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ íà íèõ îáëàäàþò
îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè. Äèôôåîìîðôèçì ïîðîæäàåò, â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå
f 7→ fF , ðåàëèçóþùèé èçîìîðôèçì ìåæäó àëãåáðàìè ãëàäêèå ôóíêöèè íà M2 è M1.
Çàäà÷à-ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ F : (x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . , xn)

ðàññìîòðåííîé âûøå ñôåðû Sn = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1|
n+1∑
j=1

= 1} íà øàð

T n = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn|
n∑
j=1

(xj)2 ≤ 1. Äîêàæèòå, ÷òî f � ãëàäêîå

îòîáðàæåíèå, íî íå äèôôåîìîðôèçì.
Çàìå÷àíèå 1.1. Ãîìåîìîðôíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ íå îáÿçàòåëüíî
äèôôåîìîðôíû, íî ïðèìåðû òàêèõ ìíîãîîáðàçèé äîñòàòî÷íî ñëîæíû.

1.3. Çàäàíèå ìíîãîîáðàçèé óðàâíåíèÿìè. Â ïðèëîæåíèÿõ ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòî âîçíèêàþò êàê ìíîæåñòâà óðîâíÿ {x ∈ U ⊂ Rn|f(x) = c}
ãëàäêèõ ôóíêöèé f : U → R. Ñôåðó Sn èç ïðèìåðà 1.1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
íàïðèìåð, êàê ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ f(x) = 1 äëÿ f(x) = (x1)2 + · · · + (xn+1)2. Íå âñå
ìíîæåñòâà óðîâíÿ îáðàçóþò, îäíàêî, ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïðèìåð 1.3. Ìíîæåñòâî óðîâíÿ {(x, y) ∈ R2|(f(x, y) = c} ôóíêöèè f(x, y) = x2−y2

íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ïðè c = 0, ïîñêîëüêó ñîâïàäàåò â ýòîì ñëó÷àå ñ
îáúåäèíåíèå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ x+ y = 0 è x− y = 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïðîñòîé êðèòåðèé, êîãäà ìíîæåñòâà óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.
Òåîðåìà 1.1. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : Rn → R è åå ìíîæåñòâî óðîâíÿ
Mc = {x ∈ Rn|f(x) = c}, ãäå c ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè
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gradf = ( ∂f
∂x1 , . . . ,

∂f
∂xn

) íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà Mc. Òîãäà Mc � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n − 1. Ïóñòü x0 ∈ Mc. Èç óñëîâèÿ gradf(x0) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî
∂f
∂xi

(x0) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ
êàðòà âèäà (Ui, ϕi), ãäå ϕi(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Proof. Ïóñòü (x1
0, . . . , x

n
0 ) � êîîðäèíàòû òîêè x0 â ïðîñòðàíñòâå Rn è ∂f

∂xi
(x0) 6= 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êó v0 = (x1
0, . . . , x

i−1
0 , xi+1

0 , . . . , xn0 ) ∈ Rn−1. Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé
ôóíêöèè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü v0 ∈ Vi ⊂ Rn−1, èíòåðâàë (xi0 − δ, xi0 + δ) è ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ yi : Vi → R òàêèå ÷òî:

• xi0 = yi(x1
0, . . . , x

i−1
0 , xi+1

0 , . . . , xn0 );
• |xi0 − yi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)| < δ íà Vi;
• ìíîæåñòâî Ui = Mc

⋂
(V × (xi0 − δ, xi0 + δ)) ⊂ Rn ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

{(x1, . . . , xi−1, yi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), xi+1, . . . , xn|
(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ⊂ Vi}.

Âîçüìåì òåïåðü ïàðó (Ui, ϕi) â êà÷åñòâå êàðòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ýòî
âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ϕi(Ui) = Vi è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì
ϕ−1
i (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1, yi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), xi+1, . . . , xn).
Îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà ϕjϕ

−1
i : ϕi(Ui

⋂
Uj) → Vj èìååò âèä

(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) 7→ (x̃1, . . . , x̃j−1, x̃j+1, . . . , x̃n), ãäå x̃k = xk ïðè k 6= i è
x̃i = yi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêîå. �

Èñïîëüçóåì ýòó òåîðåìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
íà ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïå SL(n,R), òî åñòü íà ãðóïïå âñåõ êâàäðàòíûõ
ìàòðèö ñ ïîðÿäêà n îïðåäåëèòåëåì 1. Ãðóïïà SL(n,R) âëîæåíà â ìíîæåñòâî
Mn(R) = {A = {aij}|aij ∈ R âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A = {aij} ïîðÿäêà
n. Ìíîæåñòâî Mn(R)} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn2 ñ
êîîðäèíàòàìè {aij}. Ãðóïïà SL(n,R) ÿâëÿåòñÿ òîãäà ìíîæåñòâîì óðîâíÿ f(A)=1
ôóíêöèè f(A) = detA. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèì íà SL(n,R) ñòðóêòóðó
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, åñëè äîêàæåì, ÷òî gradf íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà SL(n,R).

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî gradf íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà åäèíè÷íîé ìàòðèöå E.
Ðàçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ïî ñòðîêå íàõîäèì ÷òî

f(A) = detA = a11 detA11 − a12 detA12 + · · ·+ (−1)n+1a1n detA1n.

Òàêèì îáðàçîì, ∂f
∂a11

(A) = detA11 è ∂f
∂a11

(E) = 1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A0 ∈ SL(n,R). Ââåäåì íà

ìíîæåñòâå Mn(R) íîâûå ïåðåìåííûå, ñîïîñòàâèâ ìàòðèöå A = ({aij}) ÷èñëà
{bij}, îáðàçóþùèå ìàòðèöó B = A−1

0 A. Òîãäà A({bij}) = A0B è
f(A) = det(A0B) = det(A0) det(B) = det(B) = f(B). Ñëåäîâàòåëüíî,

∂f

∂b11

(B) =
∂f

∂b11

(A({bij})) =
∑
ij

∂f

∂aij
(A)

∂aij
∂b11

è, â ÷àñòíîñòè,
∂f

∂b11

(E) =
∑
ij

∂f

∂aij
(A0)

∂aij
∂b11

.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, êàê óæå äîêàçàíî, íå ðàâíà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ðàâåí 0 è
ãðàäèåíò gradf â òî÷êå A0.
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Òåîðåìà 1.1 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
f = (f 1, . . . , fm) : Rn → Rm. Ðîëü ãðàäèåíòà èãðàåò â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
ßêîáè

df =




∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xn

. . . . . . . . . . . . . .
∂fm

∂x1 . . . ∂fm

∂xn




Òåîðåìà 1.2. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : Rn → Rm, ãäå n > m, è åå
ìíîæåñòâî óðîâíÿ Mc = {x ∈ Rn|f(x) = c}, ãäå c ∈ Rm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðàíã ìàòðèöû ßêîáè rang(df) ðàâåí m íà Mc. Òîãäà Mc � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n − m. Èç óñëîâèÿ rang(df(x0)) = m ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
íîìåðà J = (j1, . . . , jm) ⊂ {1, . . . , n} òàêèå, ÷òî îòâå÷àþùèå èì ñòîëáöû ìàòðèöû
df(x0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì ñòîëáöû íå âîøåäøèå â ýòîò ñïèñîê
I = (i1, . . . , in−m) = {1, . . . , n} \ J . Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò
ëîêàëüíàÿ êàðòà âèäà (UI , ϕI), ãäå ϕI(x1 . . . , xn) = (xi1 . . . , xin−m)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû
î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè âìåñòî òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à 1.3. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.2.

Çàäà÷à 1.4. Ïîñòðîèòü ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà äâóìåðíîì òîðå
{(x1, x2, x3, x4) ∈ R4|(x1)2 + (x2)2 = 1; (x3)2 + (x4)2 = 1}.

2. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

2.1. Êàñàòåëüíûå âåêòîðû. Äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M ⊂ RN (íàïðèìåð
çàäàííûõ â RN óðàâíåíèÿìè) êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp â òî÷êå p ∈ M
èìååò î÷åâèäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ýòî ïëîñêîñòü â RN ðàçìåðíîñòè dimM
êàñàþùàÿñÿ M â òî÷êå p. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå òàêæå êàê
ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ ê ãëàäêèì ïóòÿì γ : [0, 1] → M ⊂ RN , âûõîäÿùèõ èç òî÷êè
p. Êàñàòåëüíûå ê äâóì òàêèì ïóòÿì γ1 è γ2 ñîâïàäàþò, åñëè è òîëüêî åñëè

dγ1

dt
(0) =

dγ2

dt
(0).

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè ñîâïàäàþò ëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ
îòîáðàæåíèé γ1 è γ2. Òî åñòü

(γ1 − γ2)(t) = O(t2) ïðè t→ 0.

Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïóòè γ1 è γ2 ýêâèâàëåíòíûìè. Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî Tp äëÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M âëîæåííîãî â RN ìîæíî ïîíèìàòü
êàê ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ ïóòåé âûõîäÿùèõ èç p ∈M .

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå
ìíîãîîáðàçèå M . Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå γ : [0, 1] → M , ãäå γ(0) = p, ìû áóäåì
íàçûâàòü ãëàäêèì ïóòåì èç òî÷êè p. Ðàññìîòðèì ñîäåðæàùóþ p ëîêàëüíóþ êàðòó
ϕ : U → Rn òàêóþ, ÷òî ϕ(p) = 0. Ïóòè γ1 è γ2 íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïóòè
íà Rn ϕγ1 è ϕγ2 ýêâèâàëåíòíû.
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Çàäà÷à 2.1. 1) Ïóñòü M ⊂ Rn. Äîêàæèòå ÷òî ïóòè γ1 è γ2 ýêâèâàëåíòíû ,åñëè
è òîëüêî, åñëè äèôôåðåíöèàëû îòîáðàæåíèé γ1, γ2 : [0, 1]→M ñîâïàäàþò.

2)Äîêàçàòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ïóòåé íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ëîêàëüíîé
êàðòû. Òî åñòü ïðè çàìåíå ϕ íà ñóïåðïîçèöèþ g ◦ ϕ ñ äèôôåîìîðôèçìîì
g : ϕ(U)→ Rn, ñîõðàíÿþùèì 0.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåé íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷êå p.
Ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ Tp íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå p.
Çàäà÷à 2.2. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ϕ−1(ϕγ1 +ϕγ2) è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó
ϕ−1k(ϕγ). Ýòà ñòðóêòóðà íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû (U,ϕ)

Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü F : U → V � äèôôåîìîðôèçì ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.
Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ïóòåé γ(t) → ϕψ(t) ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ F∗ : Tp → TF (p).
Ïðèìåð 2.1. Îïèøåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå 0 ê ìíîãîîáðàçèþ
Rn. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó âåêòîðó v ∈ Rn ïóòü γv(t) = tv. Ýòè ïóòè íå
ýêâèâàëåíòíû äëÿ ðàçíûõ âåêòîðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ôîðìóëå Òåéëîðà,
ëþáîé ïóòü γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ñ íà÷àëîì â 0 ýêâèâàëåíòåí ïóòè γv, ãäå
v = (∂x

1(t)
∂t

(0), . . . , ∂x
n(t)
∂t

(0)). Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî T0Rn åñòåñòâåííî
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñàìèì Rn. Âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà îòâå÷àþùèé
ñòàíäàðòíîìó áàçèñíîìó âåêòîðó ei îáîçíà÷àåòñÿ ∂

∂xi
. Îí îòâå÷àåò ïóòè

γ(t) = (0, . . . , 0, xi(t), 0, . . . , 0).

2.2. Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â òî÷êå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç FU àëãåáðó
ãëàäêèõ ôóíêöèé íà U .
Çàäà÷à 2.4. Ïóñòü F : U → V � äèôôåîìîðôèçì ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.
Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèé g → gF ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì
èçîìîðôèçì àëãåáð ôóíêöèé F ∗ : FV → FU .

Ôóíêöèîíàë X = FU → R ñî ñâîéñòâàìè
X(f + g) = X(f) +X(g); X(kf) = kX(f) äëÿ k ∈ R;

X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g).

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì â òî÷êå p ∈ M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Di�p ìíîæåñòâî
âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé â òî÷êå p.
Çàäà÷à 2.5. 1) Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë êîíñòàíòû ðàâåí íóëþ.

2)Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â òî÷êå îáðàçóþò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî.

3) Ïóñòü F : U → V � äèôôåîìîðôèçì ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Äîêàæèòå, ÷òî
ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàëîâ X → XF ∗ ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì Di�p → Di�ϕ(p).

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp åñòåñòâåííî
èçîìîðôíî âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó äèôôåðåíöèðîâàíèé â òî÷êå p. Ïîñòðîèì
îòîáðàæåíèå Φ : Tp → Di�p. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ Tp. Âûáåðåì
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ïðåäñòàâëÿþùèé åãî ïóòü γ : [0, 1] → U ñ íà÷àëîì â òî÷êå p è ñîïîñòàâèì åìó
ôóíêöèîíàë

Φ(v) = Xv : FU → R, ãäå Xv(f) =
d

dt
f(γ(t))(0)

Çàäà÷à 2.6. 1) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð Xv íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïðåäñòàâëÿþùåãî åãî ïóòè γ è ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì â òî÷êå p.

2) Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðó ∂
∂xi

èç ïðèìåðà 2.1 îòâå÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå
Φ( ∂

∂xi
)(f) = ∂f

∂xi
.

Òåîðåìà 2.1. Îòîáðàæåíèå Φ : Tp → Di�p ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Proof. Ñîãëàñíî çàäà÷àì 2.3 è 2.5 óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
äëÿ U ⊂ Rn è p = 0. Ãîìîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Xv1+v2(f) = (γ1 + γ2)p(f) =
d

dt
f((γ1 + γ2)(t))(0) =

d

dt
f(γ1(t) + γ2(t))(0) =

f ′(0)(γ1(t) + γ2(t))′(0) = f ′(0)(γ1(t))′(0) + f ′(0)(γ2(t))′(0) =

d

dt
f(γ1(t))(0) +

d

dt
f(γ2(t))(0) = (γ1

p(f) + (γ2)p(f) = Xv1(f) +Xv2(f).

Ñâîéñòâî Xkv = kXv äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàæåì, ÷òî Φ � èçîìîðôèçì. Ïóñòü (x1, . . . , xn) êîîðäèíàòû òî÷åê ïðîñòðàíñòâà

Rn â ñòàíäàðòíîì áàçèñå e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1) è p̃ = (x1
0, . . . , x

n
0 ).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèè f íà U ôîðìóëà Òåéëîðà äàåò ðàçëîæåíèå

f(x1, . . . , xn) = f(0) +
n∑
i=1

∂f

∂xi
(0)xi + r2(x),

ãäå r2(x) = 1
2

n∑
i,j=1

∂2f
∂xi∂xj

(θx)xixj � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà. Òàêèì

îáðàçîì,

X(f) = f(0)X(1) +
n∑
i=1

∂f

∂xi
(0)X(xi) +

n∑
i,j=1

X(hij(x)xixj),

ãäå hij � ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïåðâûå è ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû ðàâíû 0 â
âèäó ïðàâèëà Ëåéáíèöà äëÿ X. Ñëåäîâàòåëüíî,

X(f) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(0)vi,

ãäå vi = X(xi). Òàêèì îáðàçîì, X � ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïóòè
γ(t) =

n∑
i=1

∂f
∂xi

(0)vit. Ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå ñîâïàäàåò ñ Xv, ãäå v =
n∑
i=1

viei. Ðàçíûå
âåêòîðà ïîðîæäàþò ðàçíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü
âåêòîðà v. �
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2.3. Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà. Ðàññìîòðèì â îêðåñòíîñòè
òî÷êè p ∈ M êàðòó ϕ : U → Rn òàêóþ, ÷òî ϕ(p). Ñîãëàñíî çàäà÷å 2.3, êàðòà
(U,ϕ) ïîðîæäàåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìåæäó TpM è Tϕ(p)Rn. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñîãëàñíî ïðèìåðó 2.1, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà Tϕ(p)Rn è Rn åñòåñòâåííî
èçîìîðôíû. Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíàÿ êàðòà ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü êàñàòåëüíîìó
âåêòîðó v ∈ TpM âåêòîð (ξ1, . . . , ξn) =

∑n
i=1 ξ

i ∂
∂xi
∈ Rn. Ñîãëàñíî çàäà÷å 2.6 åìó

îòâå÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå f 7→ ∑n
i=1 ξ

i ∂f
∂xi

. Íàáîð ÷èñåë (ξ1, . . . , ξn) íàçûâàåòñÿ
êîîðäèíàòàìè êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v â êàðòå (U,ϕ).

Ââåäåì òåïåðü âàæíîå îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå äåëàåò âû÷èñëåíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíåå
ãðîìîçäêèìè. Åñëè â ìîíîìå âñòðå÷àþòñÿ 2 îäèíàêîâûõ èíäåêñà (íàïðèìåð èíäåêñ
i ìåíÿþùèéñÿ îò 1 äî n ) ïðè÷åì îäèí èç èíäåêñîâ ñâåðõó, à äðóãîé ñíèçó, òî
òàêîé ìîíîì îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ìîíîìîâ òàêîãî òèïà äëÿ âñåõ èíäåêñîâ âî âñåì
äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ èíäåêñà. Íàïðèìåð ξi ∂

∂xi
áóäåò îçíà÷àòü ∑n

i=1 ξ
i ∂
∂xi

.
Ïîñìîòðèì òåïåðü êàê ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ïðè çàìåíå

ëîêàëüíîé êàðòû. Ðàññìîòðèì ïðèíàäëåæàùèå ãëàäêîìó àòëàñó è ñîäåðæàùèå
òî÷êó p êàðòû ϕ : U → Rn è ϕ̃ : Ũ → Rn, ãäå ϕ(p) = ϕ̃(p) = 0. Â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå q ∈ U

⋂
Ũ ôóíêöèè èìåþò âèä ϕ(q) = {(x1(q), . . . , xn(q))} è

ϕ̃(q) = {(x̃1(q), . . . , x̃n(q))}. Ôóíêöèÿ ïåðåõîäà ϕ̃ϕ−1 : ϕ(U
⋂
Ũ)→ ϕ̃(U

⋂
Ũ) çàäàåòñÿ

ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò x̃j = x̃j(x) è çíà÷èò
∂

∂xi
=
∂x̃j

∂xi
∂

∂x̃j
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð v. Ïóñòü åãî êîîðäèíàòû â
ëîêàëüíîé êàðòå (U,ϕ) ðàâíû (ξ1, . . . , ξn). Òîãäà

v = ξi
∂

∂xi
= ξi

∂x̃j

∂xi
∂

∂x̃j
= ξ̃j

∂

∂x̃j
.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû âåêòîðà v â ëîêàëüíîé êàðòå (Ũ , ϕ̃) ðàâíû

ξ̃j = ξi
∂x̃j

∂xi
.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå p ∈ M ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
îïåðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîé ëîêàëüíîé êàðòå (U,ϕ) êîîðäèíàòíûé âåêòîð

(ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ãëàäêîé çàìåíå êàðòû âèäà x̃j = x̃j(x) îí ïåðåõîäèò â
êîîðäèíàòíûé âåêòîð

(ξ̃1, . . . , ξ̃n) = (ξi
∂x̃1

∂xi
, . . . , ξi

∂x̃n

∂xi
) ∈ Rn.

Ýòî îïðåäåëåíèå, íåñìîòðÿ íà âñþ ñâîþ ãðîìîçäêîñòü, îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíûì
ïðè êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ.

2.4. Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : M1 → M2

ïîðîæäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ dFp : Tp → TF (p),
êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå p. Ìû îïðåäåëÿëè
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâà 3 ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïðîñëåäèì êàê ñòðîèòñÿ
äèôôåðåíöèàë ïðè ðàçíûõ îïðåäåëåíèÿõ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ïóñòü ìû îïðåäåëÿåì âåêòîð v ∈ Tp êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé èç òî÷êè
p ∈ M1. Ïóñòü γ : [0, 1] → M1 îäèí èç òàêèõ ïóòåé. Ïîä äåéñòâèå F îí ïåðåõîäèò
â ïóòü (Fγ) : [0, 1] → M1, íåêîòîðûé ïóòü ñ íà÷àëîì â òî÷êå F (p). Îòâå÷àþùèé
åìó âåêòîð èç TF (p) è áóäåò ñ÷èòàòüñÿ îáðàçîì dFp(v) âåêòîðà v ïîä äåéñòâèåì
äèôôåðåíöèàëà dFp (ñì. çàäà÷ó 2.3).

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì âåêòîð èç Tp êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå X â òî÷êå
p ∈ M1, åãî îáðàç dFp(X) ïîä äåéñòâèåì äèôôåðåíöèàëà dFp îïðåäåëÿåòñÿ êàê
äèôôåðåíöèðîâàíèå â òî÷êå F (p) ∈ M2, êîòîðîå äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ g ∈ FV ,
îïðåäåëåííóþ â îêðåñòíîñòè V òî÷êè F (p), ïî ïðàâèëó (dFp(X))(g) = X(gF ) (ñì.
çàäà÷ó 2.5 è òåîðåìó 2.1).

Âûÿñíèì òåïåðü ÷òî îçíà÷àåò äèôôåðåíöèàë ïðè èíòåðïðåòàöèè êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ ξ ∈ Tp è ξ̃ ∈ TF (p) êàê ýëåìåíòîâ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
ñâÿçàííûõ ñ ëîêàëüíûìè êàðòàìè (U,ϕ) è (Ũ , ϕ̃). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî Ũ = F (U)
è ϕ(p) = ϕ̃(F (p)) = 0. Â âèäó òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ϕ è ϕ̃ ðåàëèçóþò
äèôôåîìîðôèçìû ìåæäó U , Ũ è ϕ(U), ϕ̃(Ũ), ÷òîáû óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, ìîæåì
îòîæäåñòâèòü U è Ũ ñ èõ îáðàçàìè è ñ÷èòàòü, ÷òî

U ⊂ Rn = {x = (x1, . . . , xn)},
Ũ ⊂ Rm = {x̃ = (x̃1, . . . , x̃m)}.

p = F (p) = 0, F (x) = (F 1(x), . . . , Fm(x)).

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, âåêòîðó ξ = (ξ1, . . . , ξn) îòâå÷àåò
äèôôåðåíöèðîâàíèå â 0

ξi
∂

∂xi
: FU → R òàêîå, ÷òî ξi

∂

∂xi
(f) = ξi

∂f

∂xi
(0) äëÿ f ∈ FU .

Äèôôåðåíöèàë dF0 ïåðåâîäèò ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå â äèôôåðåíöèðîâàíèå

(dF0(ξi
∂

∂xi
))(f̃) = (ξi

∂

∂xi
)(f̃F ) = ξi

∂(f̃F )

∂xi
(0) äëÿ f̃ ∈ FŨ .

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè íàõîäèì ÷òî

ξi
∂(f̃F )

∂xi
(0) = ξi

∂f̃

∂x̃j
(0)

∂F j

∂xi
(0) = ξi

∂F j

∂xi
(0)

∂f̃

∂x̃j
(0) = ξ̃i

∂f̃

∂x̃j
(0),

ãäå
ξ̃i = ξi

∂F j

∂xi
(0) êîîðäèíàòû âåêòîðà dF0(ξi

∂

∂xi
) â êàðòå Ũ .

Òàêèì îáðàçîì, 

ξ̃1

ξ̃m


 =




∂F 1

∂x1 (0) . . . ∂F 1

∂xn
(0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Fm

∂x1 (0) . . . ∂Fm

∂xn
(0)





ξ1

ξm


 ,

òî åñòü ξ̃ = dF (ξ) ãäå

dF =




∂F 1

∂x1 (0) . . . ∂F 1

∂xn
(0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Fm

∂x1 (0) . . . ∂Fm

∂xn
(0)




� äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå 0(ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå îòîáðàæåíèÿ F
â òî÷êå 0).
Çàäà÷à 2.7. Íàéòè äèôôåðåíöèàë ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
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3. Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ

3.1. Ðåãóëÿðíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
F : M1 →M2 ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M1 è M2. Òî÷êà p0 ∈M1 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ F , åñëè ãîìîìîðôèçì dFp0 : Tp0M1 → TF (p0)M2 ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì. Òî÷êà q0 ∈ M2 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ F ,
åñëè èëè q0 ∈ M2 \ F (M1), èëè âñå òî÷êè ïðîîáðàçà F−1(q0) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè
òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ F .

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê íå ñóùåñòâóåò, åñëè
dimM1 ≤ dimM2. Áîëåå òîãî, ïðè dimM1 ≥ dimM2 òî÷êà ðåãóëÿðíà, åñëè è òîëüêî
åñëè ðàíã äèôôåðåíöèàëà â ýòîé òî÷êå ðàâåí dimM2. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü q0 ∈ F (M1) � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
F : M1 → M2. Òîãäà M3 = F−1(q0) ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
dimM3 = dimM1 − dimM2. Áîëåå òîãî, ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè
p0 ∈ F−1(q0) ⊂ M1 ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷àñòü èç íèõ
îáðàçîâûâàëà ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M3.
Proof. Ïóñòü F (p0) = q0. Ðàññìîòðèì íà M1 è M2 äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèå ëîêàëüíûå
êàðòû U 3 p0 è V 3 q0. Îíè çàäàþò â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê p0 è q0 ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn) è (y1, . . . , ym), ãäå n = dimM1 èm = dimM2. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê p0 è q0 ðàâíû 0.

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå F çàïèøåòñÿ â âèäå îòîáðàæåíèÿ
f = (f 1, . . . , fm) : Rn → Rm.

Ñîäåðæàùàÿ òî÷êó p0 = 0 êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M3 = F−1(q0) = f−1(0)
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì f(0) = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî òî÷êè (x1, . . . , xn) ∈ Rn
òàêèå, ÷òî

f i(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . ,m.

Íî òîãäà óòâåðæäåíèå î ãëàäêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M3 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2. �
Ïóñòü M ãëàäêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ìíîæåñòâî A ⊂ M íàçûâàåòñÿ k-

ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ⊂ A ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùàÿ
åå êàðòà (U,ϕ) íà M òàêàÿ, ÷òî ϕ(U

⋂
A) = ϕ(U)

⋂
Rk.

Çàäà÷à 3.1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.1 äîêàæèòå, ÷òî: ïðîîáðàç ðåãóëÿðíîé òî÷êè
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì.

3.2. Òåîðåìà Ñàðäà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì âàæíóþ òåîðåìó, äîêàçàííóþ
àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì À.Ñàðäîì â 1942 ãîäó.

Ïåðåíåñåì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ (ëåáåãîâîé) ìåðû 0 ñ ïîäìíîæåñòâ â
Rn íà ïîäìíîæåñòâà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ N . Ïî îïðåäåëåíèþ, ìû ãîâîðèì, ÷òî
ïîäìíîæåñòâî A ⊂ N èìååò ìåðó 0, åñëè äëÿ ëþáîé êàðòû (U,ϕ) ìíîãîîáðàçèÿ
N ìíîæåñòâî ϕ(A

⋂
U) ⊂ Rn èìååò ìåðó 0.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à äîêàçûâàåò èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ìåðû 0
îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìîâ.
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Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : U → Rn � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå, ðåãóëÿðíîå íà ìíîæåñòâå A ⊂ U ìåðû 0. Òîãäà f(A) òîæå èìååò
ìåðó 0.

Íå ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : M → N íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé.
Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé, åñëè äèôôåðåíöèàë
dfx : Tx → Tf(x) èìååò ðàíã ìåíüøèé dimN . Îáðàç f(x) êðèòè÷åñêîé òî÷êè
íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 3.2. (À.Ñàðä) Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
èìååò ìåðó 0

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì òåîðåìà Ñàðäà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ:

Òåîðåìà 3.3. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ Rm è ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå f : U → Rn. Òîãäà ìíîæåñòâî åãî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èìååò
ìåðó íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò âåñòèñü èíäóêöèåé ïî m. Ïðè n = m = 0 óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n,m > 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê C ⊂ U ⊂ Rm îòîáðàæåíèå f(x) = (f 1(x), . . . fn(x)). Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî f(C) ⊂ Rn èìååò ìåðó 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê x ∈ U , ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè f ïîðÿäêà 6 i ðàâíû 0. Ìíîæåñòâà Ck îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

C ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ ....

Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà 3 ëåììû

Ëåììà 3.1. Îáðàç f(C\C1) èìååò ìåðó íóëü.

Ëåììà 3.2. Îáðàç f(Ck\Ck+1) èìååò ìåðó íóëü ïðè i > 1.

Ëåììà 3.3. Ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî f(Ck) èìååò ìåðó íóëü.

Proof. ëåììû 3.1. Äëÿ n = 1 ëåììà âåðíà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå C = C1. Ïóñòü
n > 1. Ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî x0 ∈ C\C1 ìû íàéäåì òàêóþ îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü
x0 ∈ V ⊂ Rm, ÷òî f(V ∩ C) èìååò ìåðó íóëü.

Òàê êàê x0 /∈ C1, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, íàïðèìåð,
∂f 1/∂x1, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â òî÷êå x0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : U → Rm,
îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

h(x) = (f 1(x), x2, ..., xm).

Äèôôåðåíöèàë dhx0 íåâûðîæäåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, h äèôôåîìîðôíî îòîáðàæàåò
íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0 íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ′ ⊂ Rm. Ïîëîæèì

g = f ◦ h−1 : V ′ → Rn.

Ðàññìîòðè ìíîæåñòâî C ′ ⊂ V ′ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ g. Òî÷êà x′ ∈ C ′,
åñëè è òîëüêî, åñëè h−1(x′) ∈ C, òî åñòü x′ ∈ h(C). Òàêèì îáðàçîì, C ′ = h(V ∩ C).
Ñëåäîâàòåëüíî, g(C ′) = f(V ∩ C).
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C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ x = (x1, x2, ..., xm),

g(x1, x2, ..., xm) = f◦h−1(x1, x2, ..., xm) = f
(

(f 1)−1(x), x2, ..., xm
)

= (x1, f 2(x), ..., fm(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî,
g(t, x2, ..., xm) = (t, gt) ãäå gt : V ′

⋂
Rm−1 → Rn−1.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ g(t, x2, ..., xm) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå(
1 0
∗ {∂git/∂xj}

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà t × x̃ ∈ (t × Rm−1) ∩ V ′ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ g, åñëè è òîëüêî åñëè x̃ ∈ Rm−1 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ gt. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè ìíîæåñòâî B = g(C ′) = f(V ∩ C)
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè g â âèäå B =

⋃
t

Bt, ãäå Bt � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè gt.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè n−1 ìåðà ìíîæåñòâà Bt êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ gt ðàíà 0. Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû òåîðèè ìåðû îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî n-ìåðà ñàìîãî ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèé çíà÷åíèé f(C

⋂
V ) òàêæå ðàâíà

0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî C\C1 ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé
V òàêîãî òèïà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà f(C\C1) òàêæå ðàâíà 0. �

Proof. ëåììû 3.2. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1. Äëÿ êàæäîãî x0 ∈ Ck \ Ck+1 ñóùåñòâóåò (k + 1)-ÿ
ïðîèçâîäíàÿ ∂k+1fr/∂xs1 ...∂xsk+1

, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ â òî÷êå x0. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
w(x) = ∂kf r/∂xs2 ...∂xsk+1

òàêàÿ, ÷òî w(x0) = 0, íî ∂w/∂xs1(x0) 6= 0.
Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî s1 = 1. Òîãäà îòîáðàæåíèå h : U → Rm,

îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå
h(x) = (w(x), x2, ..., xm),

äèôôåîìîðôíî îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0 íà îòêðûòîå
ìíîæåñòâî V ′. Ðàññìîòðèì

g = f ◦ h−1 : V ′ → Rn

è åãî îãðàíè÷åíèå
g0 : (0×Rm−1) ∩ V ′ → Rn.

Ôóíêöèÿ ω ðàâíà 0 íà Ck. Ïîýòîìó h(Ck ∩ V ) ⊂ 0×Rm−1 è
f(Ck ∩ V ) = gh(Ck ∩ V ) = g0h(Ck ∩ V ).

Âñå òî÷êè ìíîæåñòâà h(Ck∩V ) ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè äëÿ g0, ïîñêîëüêó
â íèõ âñå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà 6 k ðàâíû íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ìíîæåñòâî âñåõ
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ g0 èìååò ìåðó íóëü â Rn ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,

µ(f(Ck ∩ V )) = µ(g0h(Ck ∩ V )) = 0.

Ïîêðûâàÿ Ck\Ck+i ñ÷åòíûì ÷èñëîì òàêèõ îêðåñòíîñòåé V ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
ëåììû. �
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Proof. ëåììû 3.3. Ðàññìîòðèì k > m
n
− 1. Ðàññìîòðèì êóá I ñ öåíòðîì x ∈ Ck è

ðåáðîì δ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Òåéëîðà, êîìïàêòíîñòü êóáà I è îïðåäåëåíèå Ck, ìû,
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ, ìîæåì íàïèñàòü

f(x+ h) = f(x) +R(x, h),

ãäå
(1) ‖ R(x, h) ‖6 c ‖ h ‖k+1 äëÿ âñåõ x ∈ Ck ∩ I, x+ h ∈ I.
Äîêàæåì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà f(Ck ∩ I) ðàâíà 0.

Òåïåðü ðàçäåëèì I íà rm êóáèêîâ ñ ðåáðîì δ/r. Ïóñòü Ix - ñîäåðæàùèé òî÷êó
x ∈ Ck êóáèê ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà êóáà Ix ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå

x+ h ãäå ‖ h ‖6 √m(δ/r).

Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî f(Ix) ⊂ Rn ëåæèò â êóáå ñ öåíòðîì â òî÷êå f(x) è
ðåáðîì a/rk+1, ãäå a = 2c(

√
m δ)k+1.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ìíîæåñòâà f(Ix) íå ïðåâûøàåò an/r(k+1)n. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(Ck ∩ I) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ñàìîå áîëüøåå rm êóáèêîâ, èìåþùèõ îáùèé
îáúåì

V 6 rman/r(k+1)n = anrm−(k+1)n = anrm−(α+m
n

)n,

ãäå α = k + 1 − m
n
> 0. Òàêèì îáðàçîì, îáúåì V ≤ anr−αn è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè

r →∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî f(Ck∩I) äîëæíî èìåòü ìåðó íóëü. Ïîêðûâàÿ Ck
ñ÷åòíûì ÷èñëîì òàêèõ êóáèêîâ I íàõîäèì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà f(Ck) ðàâíî 0. �

Âîò ïåðâûå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ñàðäà.
Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè F : M1 → M2 ãëàäêîå îòîáðàæåíèå è dimM1 < dimM2, òî
M2 \ F (M1) 6= ∅
Çàäà÷à 3.3. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ F : M1 →M2

îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â M2.

3.3. Âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ M è N ðàçìåðíîñòåé m è n. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N
íàçûâàåòñÿ ïîãðóæåíèåì, åñëè ðàíã îòîáðàæåíèÿ df |x: Tx → Tf(x) ïðè ëþáîì x
ðàâåí m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå df |x êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì äëÿ âñåõ x ∈ M . Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
m ≤ n. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá îáðàòíûõ îòîáðàæåíèÿõ íàõîäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f
óñòàíàâëèâàåò äèôôåîìîðôèçì ìåæäó íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ U(x) òî÷êè x ∈ M
è åå îáðàçîì f(U(x)) â ìíîãîîáðàçèè N . Îäíàêî, "â öåëîì" îòîáðàæåíèå f âîâñå íå
îáÿçàíî áûòü âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Ïîãðóæåíèå f : M → N áóäåì íàçûâàòü âëîæåíèåì, åñëè f óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó M è f(M).

Íàì ïîíàäîáèòüñÿ ñëåäóþùàÿ íåñëîæíàÿ çàäà÷à, èçâåñòíàÿ âàì èç êóðñà àíàëèçà.
Çàäà÷à 3.4. Ïóñòü A ⊂ B ⊂ Rm � ãîìåîìîðôíûå Rm îòêðûòûå ìíîæåñòâà,
òàêèå, ÷òî çàìûêàíèå Ā ëåæèò â B. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
f : Rm → R òàêàÿ ÷òî f(A) = 1 0 < f(B \ A) < 1 è f(Rm \B) = 0

Òåîðåìà 3.4. Ëþáîå êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò áûòü âëîæåíî
â RN äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N .
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Proof. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé íàáîð èç k ëîêàëüíûõ êàðò {(Ui, ϕi = (ϕ1
i , . . . , ϕ

m
i )}

ïîêðûâàþùèé ìíîãîîáðàçèè M . Âûáåðåì êàðòû òàê, ÷òîáû îáðàç ϕi(Ui) ⊂ Rm íå
ñîäåðæàëè 0. Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèÿ Ui ∩ Uj îòêðûòû, ìû ìîæåì íàéòè ìåíüøèå
îáëàñòè Vi ⊂ Ui òàêèå, ÷òî V̄i ⊂ Ui è

⋃
i

Vi = M . Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ

fi : Rm → R, ðàâíóþ 1 íà Vi è 0 âíå Ui (ñì. çàäà÷ó 3.4). Ïðîäîëæèì ôóíêöèè ϕji |Vi
äî ãëàäêèõ ôóíêöèé ψji : M → R, ãäå ψji (x) = fi(x)ϕji (x) ïðè x ∈ Ui è ψji (x) = 0 ïðè
x ∈M \ Ui.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàáîð ôóíêöèé {ψji (1 = 1, . . . , k; j = 1, . . . ,m), fi(1 = 1, . . . , k)}
çàäàåò âëîæåíèå F : M → Rkm+k. Ïóñòü x ∈ Vi. Òîãäà ðàíã rang(dFx) îïåðàòîðà dFx
íå ïðåâûøàåò dimM = m. C äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ ψji íà Ui ñîâïàäàåò ñ ÷àñòüþ
êîîðäèíàò ôóíêöèè F è ïîýòîìó rang(dF ) ≥ rang(dψi) = rang(dϕi) = m. Òàêèì
îáðàçîì, rang(dF ) = m â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ M , òî åñòü F � ïîãðóæåíèå.

Äîêàæåì, ÷òî F ïåðåâîäèò ðàçíûå òî÷êè â ðàçíûå òî÷êè. Ïóñòü x 6= y è x ∈ Vi.
Òîãäà fi(x) = 1. Åñëè fi(y) 6= 1, òî F (x) 6= F (y). Åñëè fi(y) = 1, òî y ∈ Ui, ïðè÷åì
ψi(x) = ϕi(x) 6= ϕi(y) = ψi(y). Ñëåäîâàòåëüíî, F (x) 6= F (y). �

Íàéäåì òåïåðü îöåíêó äëÿ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
êóäà ìîæíî âëîæèòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m.
Òåîðåìà 3.5. (Óèòíè) Ëþáîå ãëàäêîå êîìïàêòíîå m-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
M ìîæíî ãëàäêî ïîãðóçèòü â R2m è ãëàäêî âëîæèòü â R2m+1.
Proof. Ðàññìîòðèì ëþáîå ãëàäêîå âëîæåíèå ϕ : M → RN , ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî
èç òåîðåìå 3.4. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü îáîçíà÷åíèÿ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàç
ϕ(M) ⊂ RN òîé æå áóêâîé M . Äîêàæåì, ÷òî ïðè N > 2m ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ
π : RN → L íà ãèïåðïëîñêîñòü L ⊂ RN òàêàÿ, ÷òî π|M � ïîãðóæåíèå.

Ðàññìîòðèì ïó÷îê ïðÿìûõ â RN , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0. Ýòè ïðÿìûå ñîñòàâëÿþò
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPN−1. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ïðÿìîé ` ∈ RPN−1

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 îðòîãîíàëüíóþ åé ãèïåðïëîñêîñòü RN−1
` è îðòîãîíàëüíóþ

ïðîåêöèþ π` : RN → RN−1
` íà ýòó ãèïåðïëîñêîñòü. Ïàðó (x, `), ãäå x ∈M , ` ∈ RPN−1

íàçîâåì çàïðåùåííîé, åñëè äèôôåðåíöèàë dπ` : Tx → RN−1
` èìååò íåíóëåâîå ÿäðî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî âñåõ çàïðåùåííûõ ïàð.
Çàäà÷à 3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðà (x, `) ÿâëÿåòñÿ çàïðåùåííîé åñëè òîëüêî
åñëè êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü Tx(M) ⊂ RN ñîäåðæèò ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíóþ `.
Äîêàæèòå, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 2m− 1.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå α : Q→ RPN−1 ïîëîæèâ α(x, `) = `.
Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå α ãëàäêîå.

Îáðàç α(Q) � ýòî âñå íàïðàâëåíèÿ ` ∈ RPN−1, ïðîåêòèðîâàíèå âäîëü êîòîðûõ íå
äàåò ïîãðóæåíèÿ. Íàçîâåì èõ çàïðåùåííûì íàïðàâëåíèåì ïåðâîãî òèïà. Äîêàæåì
òåïåðü, ÷òî íå âñå íàïðàâëåíèÿ çàïðåùåííûå.

Ïóñòü (x, `) ∈ Q. Òîãäà ðàçìåðíîñòü îáðàçà äèôôåðåíöèàëà
rang(dα(x,`)) ≤ dimQ = 2m − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 2m − 1 < N − 1, òî
rang(dα(x,`)) < RPN−1 âî âñåõ òî÷êàõ Q. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå âñå
ìíîæåñòâî Q ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ α. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Ñàðäà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µ(α(Q)) = 0 . Â ÷àñòíîñòè, RPN−1 \ α(Q) 6= ∅
è ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå `0 ∈ RPN−1 ïðîåêòèðîâàíèå ïî êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ
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ïîãðóæåíèåì â ïðîñòðàíñòâî RN−1. Åñëè N − 1 > 2m, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå
íàõîäèì ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N − 2. Ïðîäåëàâ òàêîå
ïðîåêòèðîâàíèå äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ïîëó÷àåì ïîãðóæåíèå â ïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè 2m.
Çàäà÷à 3.7. Êàêàÿ îñîáåííîñòü âîçíèêàåò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ãëàäêîé êðèâîé
γ ⊂ R3 íà äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü R2 âäîëü çàïðåùåííîãî íàïðàâëåíèÿ ïåðâîãî òèïà?

Äîêàæåì, ÷òî ïðè N > 2m + 1 ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ π : RN → L íà
ãèïåðïëîñêîñòü L ⊂ RN òàêàÿ, ÷òî π|M � ïîãðóæåíèå. Íàïðàâëåíèå ` ∈ RPN−1

íàçîâåì çàïðåùåííûì íàïðàâëåíèåì âòîðîãî òèïà, åñëè ñóùåñòâóåò x 6= y ∈ M
òàêèå, ÷òî π`(x) = π`(y). Ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ íàïðàâëåíèé âòîðîãî òèïà
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ β : G → RPN−1, êîòîðîå îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå
G = {(x, y) ∈ M ×M |x 6= y} è ñîïîñòàâëÿåò ïàðå (x, y) 3 G ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0
ïðÿìóþ β(x, y) ⊂ RN , ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè x, y.
Çàäà÷à 3.8. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå β ãëàäêîå.

Ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ G ðàâíà 2m. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 2m < N−1 âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà G ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè äëÿ îòîáðàæåíèÿ β. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî
òåîðåìå Ñàðäà, ìíîæåñòâî β(G) èìååò ìåðó 0 â RN−1.

Èòàê ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî RPN−1 \ (α(Q)∪β(Q)) íå ïóñòî ïðè N−1 > 2m.
Ïðîåêòèðîâàíèå â íàïðàâëåíèè ïðÿìîé èç ýòîãî ìíîæåñòâà äàåò âëîæåíèå â
ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðîäåëàâ òàêîå ïðîåêòèðîâàíèå äîñòàòî÷íîå
÷èñëî ðàç ïîëó÷àåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
Çàìå÷àíèå 3.1. Èçâåñòíà áîëåå ñëîæíàÿ òåîðåìà (ìû åå íå äîêàçûâàåì), ÷òî
ëþáîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ìîæíî ãëàäêî âëîæèòü R2n. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà
îöåíêà óæå íåóëó÷øàåìà.

4. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

4.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé
π : E → X íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì âåêòîðíûì
ðàññëîåíèåì ðàíãà r, åñëè

1) ñëîé Ep = π−1(p) êàæäîé òî÷êè p ∈ X íàäåëåí ñòðóêòóðîé âåùåñòâåííîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè r;

2) ó êàæäîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ X è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
h : π−1(U) → U × Rr, íàçûâàåìîå ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèåé, òàêèå, ÷òî
h(Ex) = x×Rr è îòîáðàæåíèå h|Ex : Ex → x×Rr ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ äëÿ ëþáîãî x ∈ U .

Ìíîãîîáðàçèÿ E è X íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâîì è áàçîé
ðàññëîåíèÿ. Äàëåå ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòü îïóñêàòü ñëîâà "âåùåñòâåííîå ëîêàëüíî
òðèâèàëüíîå".

Ïàðà òðèâèàëèçàöèé hα : π−1(Uα) → Uα × Rr è hβ : π−1(Uβ) → Uβ × Rr
ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå hαh−1

β : (Uα
⋂
Uβ)× Rr → (Uα

⋂
Uβ)× Rr. Ýòî îòîáðàæåíèå

ýêâèâàëåíòíîå ãëàäêîìó îòîáðàæåíèþ gαβ : (Uα
⋂
Uβ) → GL(r,R), è íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèåé ïåðåõîäà.
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Ëåììà 4.1. Ïóñòü U = {Uα|α ∈ Υ} îòêðûòîå ïîêðûòèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X.
Òîãäà ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé

G = {gαβ : (Uα
⋂

Uβ)→ GL(r,R)|α, β ∈ Υ}
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ôóíêöèåé ïåðåõîäà íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ
π : E → X, åñëè è òîëüêî åñëè

gαα = 1 è gαβgβγgγα = 1 íà Uα
⋂

Uβ
⋂

Uγ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ Υ.

Proof. Ðàâåíñòâî gαβgβγgγα = 1 äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé ïåðåõîäà âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ î÷åâèäíî. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé G òàêîå, ÷òî gαα = 1 è gαβgβγgγα = 1 íà Uα

⋂
Uβ
⋂
Uγ

äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ Υ. Ðàññìîòðèì Ẽ =
⋃
α∈Υ Eα, ãäå Eα = Uα × Rr. Òî÷êè

(p, v) ∈ Eα = Uα × Rr è (p, w) ∈ Eβ = Uβ × Rr áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè v = gαβw. Ôàêòîðèçàöèÿ ìíîæåñòâà Ẽ ïî ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåò
íóæíîå íàì ðàññëîåíèå ñ ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè hα(p, v) = (p, v). �

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàäàâàòü âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä X, óêàçûâàÿ
ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ X è ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïåðåõîäà, óäîâëåòâîðÿþùåå ëåììå
4.1.

Ïðèìåð 4.1. 1) Òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå π : X × Rr → X.
2) Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå π : TX → X íàä ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì

ìíîãîîáðàçèåì X. Ðàññìîòðèì àòëàñ ëîêàëüíûõ êàðò {(fα : Uα → Rr)|α ∈ Υ}
ìíîãîîáðàçèÿ X. Ãîìåîìîðôèçì fα ïîçâîëÿåò âûáðàòü áàçèñ { ∂

∂xi
|i = 1, . . . , r}

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx â êàæäîé òî÷êå x ∈ Uα. Ýòîò áàçèñ ïîçâîëÿåò
îòîæäåñòâèòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx ñ àðèôìåòè÷åñêèì Rr. Îáúåäèíåíèå
êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ π−1(Uα) = {Tx|x ∈ Uα} îòîæäåñòâëÿåòñÿ ïðè ýòîì
ñ ìíîæåñòâîì Uα × Rr. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ëîêàëüíóþ öèâèëèçàöèþ
hα : π−1(Uα)→ Uα × Rr.
Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäà gαβ : (Uα

⋂
Uβ) → GL(r,R) ìåæäó

òðèâèëèçàöèÿìè hα è hβ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ßêîáè
îòîáðàæåíèÿ fαf−1

β : fβ(Uα
⋂
Uα)→ fβ(Uα

⋂
Uβ).

Ìîðôèçìîì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X â âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π̃ : Ẽ → X̃
íàçûâàåòñÿ ïàðà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ϕX : X → X̃ è ϕE : E → Ẽ òàêèõ, ÷òî
π̃ϕE = ϕXπ è îãðàíè÷åíèå ϕE|p îòîáðàæåíèÿ ϕE íà êàæäûé ñëîé E|p = π−1(p)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Êàê îáû÷íî, îáðàòèìûé ìîðôèçì â êëàññå ìîðôèçìîâ
ðàññëîåíèé íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðàññëîåíèé.

E
ϕE−−−→ Ẽyπ

yπ̃
X

ϕX−−−→ X̃

Îñîáóþ ðîëü èãðàþò ìîðôèçìû ïó÷êîâ ñ îáùåé áàçîé, òî åñòü ìîðôèçìû, ãäå
X̃ = X è ϕX � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ìíîæåñòâî òàêèõ ìîðôèçìîâ
îáîçíà÷àåòñÿ Hom(E, Ẽ). Èçîìîðôèçì ϕE äëÿ òàêèõ ðàññëîåíèé íàçûâàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîñòüþ ðàññëîåíèé.
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Çàäà÷à 4.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâà ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé {gα,β} è {g̃α,β} çàäàþò
ýêâèâàëåíòíûå ðàññëîåíèÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèé lα : Uα → GL(r,R) òàêîå, ÷òî g̃α,β = lαgα,βl

−1
β .

Ðàññëîåíèå π∗ : E∗ → X íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ðàññëîåíèþ π : E → X, åñëè
ñëîè Ep è E∗p , à ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè ïîðîæäåíû ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè

(π)−1(U)→ U × (Rr)

è èìåþò âèä
(π∗)−1(U)→ U × (Rr)∗.

Ýòà çàïèñü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñëîè òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ U × (Rr)∗
èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ñëîÿõ ïðîñòðàíñòâà Rr.
Åñòåñòâåííûì áàçèñîì äëÿ (Rr)∗ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ {ej}
òàêèõ, ÷òî ej(ei) = δji .
Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäà (g∗)kl ê íîâîé òðèâèàëèçàöèè äëÿ
ðàññëîåíèÿ π∗ îáðàòíà ôóíêöèè ïåðåõîäà gij ê íîâîé òðèâèàëèçàöèè äëÿ ðàññëîåíèÿ
π. Òî åñòü gij(g∗)jl = δil .

Ñå÷åíèåì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X íà ïîäìíîæåñòâå U ⊂ X
íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå s : U → E òàêîå ÷òî πs � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå p ∈ U âåêòîð
èç Ep. Ñå÷åíèÿ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ � ýòî ãëàäêèå âåêòîð-ôóíêöèè íà X.
Ñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàññëîåíèå � ýòî âàæíîå îáîáùåíèå ãëàäêèõ ôóíêöèé. Â
ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèè h : π−1(U)→ U ×Rr ñå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàâèñÿùåé îò
òðèâèàëèçàöèè ãëàäêîé âåêòîð-ôóíêöèåé {si} íà U . Ïðè çàìåíå òðèâèàëèçàöèè îíà
ïåðåõîäèò â âåêòîð-ôóíêöèþ {s̃i = gijs

j}, ãäå gij � ýòî ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà
ê íîâîé òðèâèàëèçàöèè.

Ìíîæåñòâî ñå÷åíèé Fπ(U) ðàññëîåíèÿ π íàä ïîäìíîæåñòâîì U ⊂ X îáðàçóþò
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ïîòî÷å÷íî óìíîæèòü ñå÷åíèå íà
ãëàäêóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ñå÷åíèå òîãî æå ðàññëîåíèÿ. Ýòî çàäà¼ò íà
ìíîæåñòâå ñå÷åíèé Fπ(U) ñòðóêòóðó ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé ãëàäêèõ ôóíêöèé íà U .

Íàáîð ñå÷åíèé {s1, . . . , sr} ⊂ Fπ(U) íàçîâåì íàáîðîì íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé, åñëè
âåêòîðà {s1(p), . . . , sr(p)} ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè êàæäîì p ∈ U . Â ýòîì ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå èìååò âèä f i(p)si(p), ãäå {f i(p)} � ãëàäêèå ôóíêöèè íà U .å
Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìûé íàáîð ñå÷åíèé {si} ⊂ Fπ(U)
ýêâèâàëåíòåí ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèè h : π−1(U) → U × Rr. (Ïîäñêàçêà: â
êà÷åñòâå íàáîðà íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé íàäî âçÿòü ñå÷åíèÿ si(p) = p× ei, ãäå {ei} �
ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rr.) Äîêàæèòå, ÷òî çàìåíà òðèâèàëèçàöèé ñ
ôóíêöèåé ïåðåõîäà {gji } ýêâèâàëåíòíà çàìåíå íàáîðà íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé ẽj = gijei.

4.2. Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà. Ãðàññìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì KGr,n íàä
ïîëåì K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ r-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Kn. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü âåùåñòâåííûå (K = R) è
êîìïëåêñíûå (K = C) ãðàññìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ.

17



Óíèâåðñàëüíûì ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèå πr,n : F → KGr,n ðàíãà
r, ñëîé êîòîðîãî Fp íàä òî÷êîé p ∈ KGr,n ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Kn,
ïðåäñòàâëÿþùèì p.

Ñòðóêòóðà ãëàäêîãî (ñîîòâåòñòâåííî, êîìïëåêñíîãî) ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
íà KGr,n è F ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Mr,n âñåõ ìàòðèö r × n
ðàíãà r ñ ýëåìåíòàìè èç K. Ñòðî÷êè ìàòðèöû m ∈ Mr,n áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Kn. Îíè îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà [m] ∈ Kn.
Ãðóïïà GL(r,K) äåéñòâóåò íà Mr,n óìíîæåíèåì ñëåâà, ïåðåâîäÿ ñòðî÷êè ìàòðèöû
Mr,n â èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè è òåì ñàìûì ìåíÿÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà [m].
Ýòî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ïîäïðîñòðàíñòâî [m] ∈ KGr,n ñ îðáèòîé ìàòðèöû
m ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû GL(r,K). Ìíîæåñòâî KGr,n ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì,
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì Mr,n/GL(r,K). Ãëàäêàÿ èëè, êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà Mr,n

îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðóêòóðó íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå KGr,n.
Ïîñòðîèì òåïåðü àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ, àíàëîãè÷íûé àòëàñó äëÿ ïðîåêòèâíîãî

ïðîñòðàíñòâà. Ìàòðèöå m ∈ Mr,n è íàáîðó ÷èñåë α = {1 ≤ α1 < α2, ..., < αr ≤ n}
îòâå÷àåò r × r ìàòðèöà mα ∈ GL(r,K), ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ α. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Fα ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö m ∈ Mr,n òàêèõ, ÷òî ìàòðèöà mα íåâûðîæäåíà.
Îðáèòû [m] ìàòðèö m ∈ Fα îáðàçóþò îòêðûòîå ìíîæåñòâî [Fα] =

⋃
m∈Fα

[m] ⊂ KGr,n.
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîãîîáðàçèÿ KGr,n.

Ñîïîñòàâèì ìàòðèöå m ∈ Fα ìàòðèöó mᾱ ∈ Mr,n−r, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ìàòðèöû
m−1
α m âûêèäûâàíèåì ñòîëáöîâ α. Çàäàäèì òåïåðü ôóíêöèþ fα : [Fα] → Kr×(n−r)

ðàâåíñòâîì fα([m]) = mᾱ. Ïàðû ([Fα], fα) îáðàçóþò ãëàäêèé àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ
KGr,n.

Çàäà÷à 4.5. Íàéòè ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè àòëàñà.

Ðàññìîòðèì m ∈ Fα. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî π−1
r,n([m]) ïîðîæäåíî ñòðîêàìè

ìàòðèöû m−1
α m. Ñîïîñòàâèâ ýòèì ñòðîêàì ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Kr,

ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ π−1
r,n([m]) → Kr. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ

èçîìîðôèçìîâ ïîðîæäàåò ëîêàëüíóþ òðèâèàëèçàöèþ hα : π−1
r,n([Fα])→ [Fα]×Kr.

Çàäà÷à 4.6. Íàéòè ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè òðèâèàëèçàöèÿìè.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π̃ : Ẽ → X̃ è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ϕX : X → X̃.
Îáðàòíûì îáðàçîì ðàññëîåíèÿ π̃ ïðè îòîáðàæåíèè ϕX íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå π : E → X, ïîðîæäàþùåå âìåñòå ñ íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì ϕE : E → Ẽ
ìîðôèçì ðàññëîåíèé (ϕX , ϕE)

E
ϕE−−−→ Ẽyπ

yπ̃
X

ϕX−−−→ X̃

,

òàêîé ÷òî îãðàíè÷åíèå ϕE|π−1(p) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ
ëþáîãî p ∈ X.

Ëåììà 4.2. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ϕX : X → X̃ ñóùåñòâóåò îáðàòíûé
îáðàç ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : Ẽ → X̃.
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Proof. Äëÿ p ∈ X ïîëîæèì Ep = Eϕ(p). Ïîëîæèì E =
⋃
p

Ep. Îïðåäåëèì π : E → X

è ϕE : E → Ẽ ÷åðåç åñòåñòâåííûå ñîîòâåòñòâèÿ π(Ep) = p è ϕE|p : Ep → Ẽϕ(p). Òîãäà
π̃ϕE = ϕXπ.

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíóþ òðèâèàëèçàöèþ h̃ : π̃−1(Ũ)→ Ũ×Rr ðàññëîåíèÿ π̃ : Ẽ → X̃.
Å¼ ïîëíûé ïðîîáðàç èìååò âèä h : π−1(U) → U × Rr, ãäå U = ϕ−1(Ũ). Ãëàäêàÿ
ñòðóêòóðà íà U è Rr íàäåëÿåò π−1(U) ãëàäêîé ñòðóêòóðîé ïðè êîòîðîé h � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå. Ãëàäêèå ïåðåõîäíûå ôóíêöèè ìåæäó ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè
ðàññëîåíèÿ π̃ : Ẽ → X̃ ñêëåèâàþò ãëàäêèå ñòðóêòóðû íà π−1(U) â ãëàäêóþ ñòðóêòóðó
íà E. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ π è ϕE ïðåâðàùàþòñÿ â ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ, à
îòîáðàæåíèÿ h : π−1(U)→ U × Rr ïîðîæäàþò ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè. �
Çàäà÷à 4.7. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíûé îáðàç ðàññëîåíèÿ îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, ñ
òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåðìèí "óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå" îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì
Òåîðåìà 4.1. Âñÿêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π : E → X ðàíãà r íàä êîìïàêòíûì
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì X èçîìîðôíî îáðàòíîìó îáðàçó íåêîòîðîãî óíèâåðñàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ πr,N : F → RGr,N äëÿ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : X → RGr,N .

E
ϕE−−−→ Fyπ

yπr,N

X
Φ−−−→ RGr,N

Proof. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1, ..., lr ñòàíäàðòíûé áàçèñ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà
(Rr)∗, ãäå li(x

1, ..., xr) = xi. Ïîêðîåì X êîíå÷íîé ñèñòåìîé òðèâèàëèçàöèé
hα : π−1(Uα) → Uα × Rr ðàññëîåíèÿ π : E → X. Ôóíêöèîíàëû l1, ..., lr ïîðîæäàþò
ñå÷åíèÿ lα1 , ..., lαr íàä Uα ñîïðÿæåííîãî ðàññëîåíèÿ π∗ : E∗ → X. Âïèøåì çàìêíóòîå
ïîêðûòèå {Vα} â îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uα}. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ l̂α1 , ..., l̂αr ñå÷åíèé
lα1 , ..., l

α
r íà ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ {Vα}. Èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ íà ïåðâîì êóðñå

òåîðåìó, ïðîäîëæèì ñå÷åíèÿ l̂α1 , ..., l̃
α
r äî ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé l̃α1 , ..., l̃

α
r ðàññëîåíèÿ

π∗ : E∗ → X òàêèõ, ÷òî l̃αr = 0 âíå Uα. Ïðîäåëàâ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ {Vα} íàõîäèì íàáîð ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé (l̃1, ..., l̃N) =

⋃
α

(l̃α1 , ..., l̃
α
r )

ðàññëîåíèÿ π∗ : E∗ → X, èìåþùèé ðàíã r â ëþáîé òî÷êå p ∈ X.
Ñîïîñòàâèì òåïåðü áàçèñó e1, ..., er â ñëîå Ep = π−1(p) ìàòðèöó Wp = {wij},

ãäå wij = l̃j(ei). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ŵp ⊂ RN âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,ïîðîæäåííîå
ñòðîêàìè ýòîé ìàòðèöû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [Wp] = πr,N(Ŵp) îòâå÷àþùóþ
ïîäïðîñòðàíñòâó Ŵp òî÷êó ãðàññìàíèàíà RGr,N è ïîëîæèì Φ(p) = [Wp].
Îòîáðàæåíèå ϕE, ñîïîñòàâëÿþùåå áàçèñó e1, ..., er ñòðîêè ìàòðèöû Wp, ïîðîæäàåò
èçîìîðôèçì ìåæäó ðàññëîåíèåì π : E → X è îáðàòíûì îáðàçîì óíèâåðñàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ πr,N : F → RGr,N ïðè îòîáðàæåíèè Φ : X → RGr,N . Îòìåòèì, ÷òî
îòîáðàæåíèÿ ϕE è Φ íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà e1, ..., er. �
Çàìå÷àíèå 4.1. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñ íå
îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíîé áàçîé ìîæåò áûòü ïîêðûòî êîíå÷íîé ñèñòåìîé
òðèâèàëèçàöèé. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4.1 âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî, íå
îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
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4.3. Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàññëîåíèé. Íà âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ π : E → X
ñ îáùåé áàçîé X ïåðåíîñèòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ è, â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèè ìåæäó ðàññëîåíèÿìè

πk : Ek → X, (k = 1, . . . , n)

è èõ ñå÷åíèÿìè Fπk(X).
Îïðåäåëèì ñíà÷àëà òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

π = π1 ⊗ · · · ⊗ πn : E → X,

ðàññëîåíèé πk. Ñëîÿìè ðàññëîåíèÿ π ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
Ep = (E1)p ⊗ · · · ⊗ (En)p ñëîåâ ðàññëîåíèé πk.

Ïåðåõîäÿ ê áîëåå ìåëêîìó ðàçáèåíèþ òðèâèàëèçàöèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè âñåõ ðàññëîåíèé πk îïðåäåëåíû íàä îäíèìè è òåìè
æå îáëàñòÿìè Uα. Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ẽk

ĩ
= (gk)

i
ĩ
ei äëÿ ëîêàëüíûõ

òðèâèàëèçàöèé ðàññëîåíèé πk ïîðîæäàþò ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà

(2) ẽ1
ĩ1
⊗ · · · ⊗ ẽn

ĩn
= (g1)i1

ĩ1
. . . (gn)in

ĩn
e1
i1
⊗ · · · ⊗ enin .

ìåæäó ìíîæåñòâàìè Uα × R.
Çàäà÷à 4.8. Äîêàæèòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà
gi1...in
ĩ1...̃in

= (g1)i1
ĩ1
. . . (gn)in

ĩn
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4.2

Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.2, îïðåäåëèì òåïåðü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàññëîåíèé êàê
ðàññëîåíèå ñ ïåðåõîäíûìè îòîáðàæåíèÿìè gi1...in

ĩ1...̃in
= (g1)i1

ĩ1
. . . (gn)in

ĩn
.

Çàäà÷à 4.9. Äîêàæèòå, ÷òî (π1 ⊗ · · · ⊗ πn)∗ = π∗1 ⊗ · · · ⊗ π∗n.
Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òàêæå òåíçîðíîå óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ

ñå÷åíèé ôîðìóëîé

ai11 e
1
i1
⊗ · · · ⊗ ainn enin = ai11 . . . a

in
n e

1
i1
⊗ · · · ⊗ enin ∈ Fπ(X).

Çàäà÷à 4.10. Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå ñå÷åíèé íå çàâèñèò îò âûáîðà
òðèâèàëèçàöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ Fπ1(X)⊗ · · · ⊗ Fπn(X)→ Fπ(X) .

Çàäà÷à 4.11. Îïðåäåëèòå ïðÿìûå ñóììû ðàññëîåíèé è èññëåäóéòå èõ ñâîéñòâà.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òåíçîðíûå ñòåïåíè ðàññëîåíèé π⊗n = π ⊗ · · · ⊗ π è
ïðîñòðàíñòâ èõ ñå÷åíèé F⊗nπ (X). Â ýòîì ñëó÷àå π⊗n1 ⊗ π⊗n2 = π⊗(n1+n2) è

F⊗n1
π (X)⊗F⊗n2

π (X)→ F⊗(n1+n2)
π (X).

Çàäà÷à 4.12. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèè ⊕ è ⊗ íàäåëÿþò ìíîæåñòâî
∞⊕
n=1

F⊗nπ (X)

ñòðóêòóðîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû íàä êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé.
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4.4. Âíåøíèå ñòåïåíè ðàññëîåíèé. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âíåøíåé ñòåïåíè
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë {1, . . . , n}
è ÷åðåç |σ| ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V
ðàçìåðíîñòè r. Áàçèñ {ei} ïðîñòðàíñòâà V ïîðîæäàåò áàçèñ {ei1⊗· · ·⊗ein} âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà V ⊗n. Ïîëîæèì

ei1 ∧ · · · ∧ ein =
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|eiσ(1)
⊗ · · · ⊗ eiσ(n)

.

Òîãäà
eiχ(1)

∧ · · · ∧ eiχ(n)
= (−1)|χ|ei1 ∧ · · · ∧ ein .

ïðè ëþáîì χ ∈ Sn. Â ÷àñòíîñòè, ei1 ∧ · · · ∧ ein = 0, åñëè ñðåäè âåêòîðîâ ei1 , . . . , ein
åñòü ñîâïàäàþùèå.
Çàäà÷à 4.13. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû

ei1 ∧ · · · ∧ ein ⊂ V ⊗n (i1 < · · · < in)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ∧n ⊂ Rr âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè

ei1 ∧ · · · ∧ ein ⊂ V ⊗n (i1 < · · · < in). Åãî ðàçìåðíîñòü d = dimV ∧n ðàâíà 0 ïðè
n > r è d = r!

n!(r−n)!
ïðè n ≤ r.

Òåîðåìà 4.2. Çàìåíà áàçèñà ẽĩ = gi
ĩ
ei ïðèâîäèò ê çàìåíå áàçèñà

ẽĩ1 ∧ · · · ∧ ẽĩn = ĝi1...in
ĩ1...̃in

ei1 ∧ · · · ∧ ein (i1 < · · · < in; ĩ1 < · · · < ĩn),

ãäå ĝi1...in
ĩ1...̃in

=
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχ(1)

. . . gin
ĩχ(n)

.

Proof. Ïóñòü ĩ1 < · · · < ĩn. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì

ẽĩ1 ∧ · · · ∧ ẽĩn =
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|ẽĩχ(1)
⊗ · · · ⊗ ẽĩχ(n)

=
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχ(1)

. . . gin
ĩχ(n)

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein .

Ïóñòü is = it ïðè s 6= t. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ẽĩ1∧· · ·∧ẽĩn = 0. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ïåðåñòàíîâêó ρ ∈ Sn, ïåðåñòàâëÿþùóþ s è t è òîæäåñòâåííóþ íà îñòàëüíûõ ÷èñëàõ.
Òîãäà

∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχ(1)

. . . gin
ĩχ(n)

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein =
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχρ(1)

. . . gin
ĩχρ(n)

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein =

∑
χ∈Sn

(−1)|χ|+|ρ|gi1
ĩχ(1)

. . . gin
ĩχ(n)

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein = −
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχ(1)

. . . gin
ĩχ(n)

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein .

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ñóììû
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gĩχ(1)
. . . gin

ĩχ(n)
ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èíäåêñû {ik} â ìîíîìàõ
(−1)|χ|gi1

ĩχ(1)
. . . gin

ĩχ(n)
ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
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Âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâà I = {i1 < · · · < in} ⊂ {1, . . . , r} è
ðàññìîòðèì ïîäñóììó ìîíîìîâ ñ èíäåêñàìè èç I

SI =
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|
∑
σ∈Sn

g
iσ(1)

ĩχ(1)
. . . g

iσ(n)

ĩχ(n)
eiσ(1)

⊗ · · · ⊗ eiσ(n)
=

∑
σ∈Sn

( ∑
χ∈Sn

(−1)|χ|g
iσ(1)

ĩχ(1)
. . . g

iσ(n)

ĩχ(n)

)
eiσ(1)

⊗ · · · ⊗ eiσ(n)
.

C äðóãîé ñòîðîíû,∑
χ∈Sn

(−1)|χ|g
iσ(1)

ĩχ(1)
. . . g

iσ(n)

ĩχ(n)
=
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχσ−1(1)

. . . gin
ĩχσ−1(n)

=

(−1)|σ|
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχ(1)

. . . gin
ĩχ(n)

.

Òàêèì îáðàçîì,

SI =
∑
σ∈Sn

( ∑
χ∈Sn

(−1)|χ|g
iσ(1)

ĩχ(1)
. . . g

iσ(n)

ĩχ(n)

)
eiσ(1)

⊗ · · · ⊗ eiσ(n)
=

∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχ(1)

. . . gin
ĩχ(n)

( ∑
σ∈Sn

(−1)|σ|eiσ(1)
⊗ · · · ⊗ eiσ(n)

)
=

∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1
ĩχ(1)

. . . gin
ĩχ(n)

ei1 ∧ · · · ∧ ein .

�
Ñëåäñòâèå 4.1. Ïîäïðîñòðàíñòâî V ∧n ⊂ V ⊗n íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà {ei} â
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .
Çàäà÷à 4.14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (V ∧n)∗ åñòåñòâåííî èçîìîðôíî
ïðîñòðàíñòâó êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèëèíåéíûõ ôîðì íà V . Äîêàæèòå, ÷òî
(V ∧n)∗ = (V ∗)∧n.

Ñîîòâåòñòâèå ei1 ⊗ · · · ⊗ ein 7→ ei1 ∧ · · · ∧ ein ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ ϕ∧ : V ⊗n → V ∧n. Ïîëîæèì [v] = ϕ∧(v). Îïðåäåëèì âíåøíåå
ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ e1 ∈ V ∧n1 , e2 ∈ V ∧n2 ôîðìóëîé

e1 ∧ e2 =
1

n1!n2!
[e1 ⊗ e2].

Çàäà÷à 4.15. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì ϕ∧ è âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå
e1 ∧ e2 íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà {ei} â ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàæèòå
ãðàäóèðîâàííóþ êîììóòàòèâíîñòü e1 ∧ e2 = (−1)n1n2e2 ∧ e1 è àññîöèàòèâíîñòü
(e1 ∧ e2) ∧ e3 = e1 ∧ (e2 ∧ e3) âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïîäðàññëîåíèåì ðàññëîåíèÿ π : E → X íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå
Ê ⊂ E òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå π̂ = π|Ê : Ê → X ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì, ïðè÷åì
ëþáàÿ òðèâèàëèçàöèÿ

h : π−1(U)→ U × Rr
ïîðîæäàåò òðèâèàëèçàöèþ

ĥ : π̂−1(U)→ U × V,
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ãäå π̂−1(U) = π−1(U) ∩ Ê è V ⊂ Rr � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïîñòðîèì òåïåðü âíåøíþþ ñòåïåíü

π∧n : E∧n → X

ðàññëîåíèÿ π : E → X êàê ïîäðàññëîåíèå åãî òåíçîðíîé ñòåïåíè π⊗n : E⊗n → X.
Ñëîÿìè ðàññëîåíèÿ π∧n : E∧n → X ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

(E∧n)p = (Ep)
∧n. Ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà E∧n =

⋃
p∈X

(Ep)
∧n ìîæíî ââåñòè ïî òîé

æå ñõåìå, êàê è â ñëó÷àå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2 ïåðåõîäíûå ôóíêöèè

ẽĩ1 ∧ · · · ∧ ẽĩn = ĝi1...in
ĩ1...̃in

ei1 ∧ · · · ∧ ein
òðèâèàëèçàöèé ðàññëîåíèÿ π∧n âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåõîäíûå ôóíêöèè ẽĩ = gi

ĩ
ei

òðèâèàëèçàöèé ðàññëîåíèÿ π ïî ôîðìóëàì
ĝi1...in
ĩ1...̃in

=
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|gi1
ĩσ(1)

. . . gin
ĩσ(n)

.

Çàäà÷à 4.16. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðè÷íîçíà÷íûå ôóíêöèè ĝi1...in
ĩ1...̃in

óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì ëåììû 4.2.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 4.2 ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âíåøíåå
ïðîèçâåäåíèå ðàññëîåíèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðåõîäíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ëîêàëüíûìè
òðèâèàëèçàöèÿìè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû

ĝi1...in
ĩ1...̃in

=
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|gi1
ĩσ(1)

. . . gin
ĩσ(n)

.

Çàäà÷à 4.15 ïîçâîëÿåò ââåñòè ìåæäó ñå÷åíèÿìè ei ∈ Fπ∧ni (X); (i = 1, 2) âíåøíåå
ïðîèçâåäåíèå e1 ∧ e2 ∈ Fπ∧(n1+n2)(X) ñî ñâîéñòâîì e1 ∧ e2 = (−1)n1n2e2 ∧ e1.

5. Ôîðìóëà Ñòîêñà

5.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå
π : TX → X ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ðàçìåðíîñòè r. Äâîéñòâåííîå ê íåìó
ðàññëîåíèå π∗ : T ∗X → X íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì.

Ëîêàëüíàÿ êàðòà ϕ : U → Rr = {(x1, . . . , xr)} ìíîãîîáðàçèÿ X ïîðîæäàåò
íàáîð íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé { ∂

∂xi
} êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ π (ñì. ðàçäåë 2.3)

è äâîéñòâåííûé ê íåìó íàáîð íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ,
êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ {dxi}. Ýòè íàáîðû íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé ïîðîæäàþò
ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè, êîòîðûå ìû è áóäåì âñåãäà ðàññìàòðèâàòü, ãîâîðÿ î
êàñàòåëüíûõ è êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèÿõ.

Ñïåöèôèêà ðàññëîåíèé, ïîðîæäåííûõ êàñàòåëüíûìè è êîêàñàòåëüíûìè
ðàññëîåíèÿìè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè ãëàäêîãî
àòëàñà ìíîãîîáðàçèÿ ïîðîæäàþò ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó ïîðîæäåííûìè èìè
òðèâèàëèçàöèÿìè.

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ëîêàëüíóþ êàðòó ϕ̃ : Ũ → Rr = {(x̃1, . . . , x̃r)}. Ôóíêöèè
ïåðåõîäà ìåæäó ëîêàëüíûìè êàðòàìè óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå

x̃j = x̃j(x1, . . . , xr); xj = xj(x̃1, . . . , x̃r).
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Ëîêàëüíûå êàðòû ϕ : U → Rr è ϕ̃ : Ũ → Rr ïîðîæäàþò ðàçíûå ëîêàëüíûå
òðèâèàëèçàöèè êàñàòåëüíîãî è êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèé.

Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè òðèâèàëèçàöèÿìè
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâèÿìè ìåæäó íàáîðàìè íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé, ãäå ýòè
ñîîòâåòñòâèÿ èìåþò âèä

∂

∂x̃j
=
∂xi

∂x̃j
∂

∂xi
;

∂

∂xj
=
∂x̄i

∂xj
∂

∂x̃i

è

dxj =
∂xi

∂x̃j
dx̃i; dx̃j =

∂x̃j

∂xi
dxi.

Â òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé îñîáóþ ðîëü èãðàþò âíåøíèå ñòåïåíè
êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé (π∗)∧n. Èõ ñå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè
ôîðìàìè ñòåïåíè n èëè äèôôåðåíöèàëüíûìè n-ôîðìàìè. Òàêèì
îáðàçîì, â ëîêàëüíûõ òðèâèàëèçàöèÿõ, ïîðîæäåííûõ ëîêàëüíûìè êàðòàìè,
äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ñòåïåíè n èìåþò âèä

Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin , ãäå i1 < · · · < in.

Ãëàäêèå ôóíêöèè íà X óäîáíî ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ñòåïåíè
0. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ñòåïåíè n îáðàçóþò ìîäóëü En(X) = F(π∗)∧n(X) íàä
êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé F(X) = E0(X). Â ÷àñòíîñòè, òîãäà En(X) = ∅ ïðè n > r
è dim Er(X) = 1.

Êðîìå òîãî, òåîðåìà 4.13 âëå÷åò

Ñëåäñòâèå 5.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin , ãäå i1 < · · · < in

è
T̃i1...indx̃

i1 ∧ · · · ∧ dx̃in , ãäå i1 < · · · < in

â ëîêàëüíûõ êàðòàõ {xi} è {x̃i} ñ ïåðåõîäíûìè ôóíêöèÿìè x̃j = x̃j(x1, . . . , xr)
ñîâïàäàþò, åñëè è òîëüêî åñëè

T̃ĩ1...̃in =
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|
∂xi1

∂x̃ĩχ(1)

. . .
∂xin

∂x̃ĩχ(n)

Ti1...in .

Â ÷àñòíîñòè,

x1 ∧ · · · ∧ xr = det{∂x
i

∂x̃j
}dx̃1 ∧ · · · ∧ x̃r.

Ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð d,
ïîâûøàþùèé èõ ñòåïåíü íà 1. Ìû áóäåì îïðåäåëÿòü åãî â ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèè,
ïîðîæäåííîé ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíîé êàðòîé.

Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè f ∈ E0 ïîëîæèì

df =
∂f

∂xi
dxi ∈ E1.

24



Ïðè çàìåíå ëîêàëüíîé êàðòû ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà x̃j = x̃j(x1, . . . , xr)
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ∂f

∂xi
dxi ïåðåõîäèò â äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

∂f

∂xi

(∂xi
∂x̃j

dx̃j
)

=
( ∂f
∂xi

∂xi

∂x̃j

)
dx̃j =

∂f

∂x̃j
dx̃j.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà df íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé êàðòû.
Îïðåäåëèì òåïåðü îïåðàòîð d : En → En+1, ñ÷èòàÿ, ÷òî

d(Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin) = d(Ti1...in) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .

Çàäà÷à 5.2. Äîêàçàòü, ÷òî d2 = 0. Ïóñòü ω1 ∈ En1 è ω2 ∈ En2. Äîêàæèòå, ÷òî
d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)n1ω1 ∧ dω2.

5.2. Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ãëàäêèé àòëàñ
{(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçîâåì îðèåíòèðóþùèì, åñëè
ïîëîæèòåëüíû âñå îïðåäåëèòåëè ÿêîáèàíîâ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé. Ìíîãîîáðàçèå,
äîïóñêàþùåå îðèåíòèðóþùèé àòëàñ, íàçîâåì îðèåíòèðóåìûì.

Äâà îðèåíòèðóþùèõ àòëàñà íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè åñëè èõ îáúåäèíåíèå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóþùèì àòëàñîì. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îðèåíòèðóþùèõ àòëàñîâ
íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ.
Çàäà÷à 5.3. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ðîâíî 2
îðèåíòàöèè.

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.
Êàðòó îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçîâåì äîïóñòèìîé, åñëè åå ìîæíî
âêëþ÷èòü â îðèåíòèðóþùèé àòëàñ çàäàþùèé îðèåíòàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω ∈ Er(U) íà ñâÿçíîé
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè U ⊂ M îðèåíòèðîâàííîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M
ðàçìåðíîñòè r. Ïóñòü (U,ϕ) � äîïóñòèìàÿ êàðòà. Â ýòîé êàðòå äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà èìååò âèä ω = fdx1∧· · ·∧dxr, ãäå f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì èíòåãðàë
îò ω ðàâåíñòâîì ∫

U

ω =

∫

U

fdx1 . . . dxr.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ ϕ.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äðóãóþ äîïóñòèìóþ êàðòó (U, ϕ̃) ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà

x̃j = x̃j(x1, . . . , xr). Â ýòîé êàðòå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.1, ôîðìà èìååò âèä

ω = f(det{∂x
i

∂x̃j
}dx̃1 ∧ · · · ∧ dx̃r).

Òàêèì îáðàçîì, íàøå îïðåäåëåíèå, ïðèìåíåííîå ê êàðòå (U, ϕ̃), äàåò
∫

U

ω =

∫

U

f det{∂x
i

∂x̃j
}dx̃1 . . . dx̃r

.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå

ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà,∫

U

fdx1 . . . dxr =

∫

U

f
∣∣∣ det{∂x

i

∂x̃j
}
∣∣∣dx̃1 . . . dx̃r =

∫

U

f det{∂x
i

∂x̃j
}dx̃1 . . . dx̃r.
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Ðàñïðîñòðàíèì òåïåðü îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íà êîìïàêòíûå îðèåíòèðîâàííûå
ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóþùèé êîíå÷íûé àòëàñ U = {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ}
îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M .

Íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé {ψα|α ∈ Σ} íà M íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì åäèíèöû,
ïîä÷èíåííûì àòëàñó U , åñëè supp(ψα) ⊂ Uα, 0 ≤ ψα ≤ 1 è

∑
α∈Σ

ψα(x) = 1.
(Êàê îáû÷íî, ÷åðåç supp(f) îáîçíà÷àåòñÿ íîñèòåëü ôóíêöèè f , òî åñòü çàìûêàíèå
{x ∈ Uα|f(x) 6= 0}.)
Çàäà÷à 5.4. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçáèåíèå åäèíèöû ñóùåñòâóåò. (Ñ äîêàçàòåëüñòâà
àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàññëîåíèé íà÷èíàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 ).

Îïðåäåëèì èíòåãðàë ïî âñåìó ìíîãîîáðàçèþ M êàê
∫

M

ω =
∑
α∈Σ

∫

Uα

ψαω.

Ëåììà 5.1. Îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ åäèíèöû {ψα|α ∈ Σ},
ïîä÷èíåííîãî àòëàñó U .
Proof. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìîùíîñòü |Σ| ìíîæåñòâà Σ. Ïóñòü {ψ1

α|α ∈ Σ} è
{ψ2

α|α ∈ Σ} � ðàçáèåíèÿ åäèíèöû, ïîä÷èíåííûå àòëàñó U . Ïîëîæèì ψα = ψ1
α − ψ2

α.
Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

N∑
α=1

∫

Uα

ψαω = 0

äëÿ ôóíêöèé ψα òàêèõ, ÷òî
N∑
α=1

ψα = 0 è supp(ψα) ⊂ Uα. Ýòî óòâåðæäåíèå ìû áóäåì
äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî N . Äëÿ N = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî äëÿ ìíîæåñòâ Σ ìîùíîñòè ìåíüøåé N .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψN = −
N−1∑
α=1

ψα

è ïîñòðîèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ χ òàêóþ, ÷òî χ(supp(ψN)) = 1 è supp(χ) ⊂ UN . Òîãäà
χψN = ψN è

ψN = −
N−1∑
α=1

χψα; supp(χψα) ⊂ UN ∩ Uα.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
N∑
α=1

∫

Uα

ψαω =

∫

UN

ψNω +
N−1∑
α=1

∫

Uα

ψαω = −
N−1∑
α=1

∫

UN

χψαω +
N−1∑
α=1

∫

Uα

ψαω =

=
N−1∑
α=1

∫

Uα

(ψα − χψα)ω.
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Ïðèìåíèì òåïåðü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê íàáîðó ôóíêöèé ψ̃α = ψα − χψα ãäå
α = 1, . . . , N − 1. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó

N−1∑
α=1

ψ̃α =
N−1∑
α=1

ψα −
N−1∑
α=1

χψα =
N−1∑
α=1

ψα + χψN =
N−1∑
α=1

ψα + ψN = 0.

Òàêèì îáðàçîì,
N∑
α=1

∫

Uα

ψαω =
N−1∑
α=1

∫

Uα

(ψα − χψα)ω = 0.

�

Òåîðåìà 5.1. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íà îðèåíòèðîâàííîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè
íå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòèðóþùåãî àòëàñà.

Proof. Ðàññìîòðèì 2 îðèåíòèðóþùèõ àòëàñà U1 = {(U1
α1 , ϕ1

α1)|α1 ∈ Σ1} è
U2 = {(U2

α2 , ϕ2
α2)|α2 ∈ Σ2} íà îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M . Èõ îáúåäèíåíèå

U = U1 ∪ U2 òîæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóþùèì àòëàñîì.
Ðàññìîòðèì ñîãëàñîâàííîå ñ àòëàñîì U1 ðàçáèåíèå åäèíèöû ψ1

α è ïðîäîëæèì åãî äî
ðàçáèåíèÿ åäèíèöû ñîãëàñîâàííîãî ñ àòëàñîì U , ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå
êàðòàì àòëàñà, U2 íóëåâûå. Ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå àòëàñó U ,
äàåò òî æå çíà÷åíèå èíòåãðàëà, ÷òî è ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå àòëàñó U1.
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 5.1 èíòåãðàë, ïîñòðîåííûé ïî àòëàñó U1 ñîâïàäàåò ñ
èíòåãðàëîì, ïîñòðîåííûì ïî àòëàñó U .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë, ïîñòðîåííûé ïî àòëàñó U2, ñîâïàäàåò ñ
èíòåãðàëîì ïîñòðîåííûì ïî àòëàñó U . �

5.3. Îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà. Òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì íàçûâàåòñÿ
õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P ñî ñ÷åòíîé áàçîé òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîé
åãî òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ èëè ïðîñòðàíñòâó Rr (òàêèå òî÷êè
íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè), èëè ïîëóïðîñòðàíñòâó Rr+ = {x ∈ Rk|xr ≥ 0} (òàêèå
òî÷êè íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè). Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáîçíà÷àåòñÿ ∂P .

Âíóòðåííåé êàðòîé ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì P íàçûâàåòñÿ ïàðà (U,ϕ), ãäå
U ⊂ P \ ∂P � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî è ϕ : U → Rr � ãîìåîìîðôèçì íà
ïîäìíîæåñòâî ϕ(U).

Ãðàíè÷íîé êàðòîé ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì P íàçûâàåòñÿ ïàðà (U,ϕ), ãäå
U ∩ ∂P 6= ∅, U \ ∂P îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî P \ ∂P è ϕ : U → Rr+ �
ãîìåîìîðôèçì íà ïîäìíîæåñòâî ϕ(U) òàêîé, ÷òî ϕ(U∩∂P ) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
Rr0 = {x ∈ Rk|xr = 0}.

Ñîâîêóïíîñòü ïîêðûâàþùèõ P âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ êàðò íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì
àòëàñîì, åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ãëàäêèå. Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèé ïåðåõîäà
â îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç
ãðàíèöû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà â îêðåñòíîñòè
ãðàíè÷íîé òî÷êè íàäî óêàçàòü, êàêèå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îáëàñòåé ñ
ãðàíèöåé X, Y ⊂ Rr+ ìû ñ÷èòàåì äèôôåîìîðôèçìàìè. Ïî îïðåäåëåíèþ � ýòî òîæå
ãîìåîìîðôèçìû, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Â
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ýòîì îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíûå ∂f
∂xi

îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äëÿ i < r, à
ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂xr
íà ãðàíèöå ñ÷èòàåòñÿ îäíîñòîðîííåé. Òî åñòü

∂f

∂xr
(x1, . . . , xr−1, 0) = lim

xr→+0

f(x1, . . . , xr−1, xr)− f(x1, . . . , xr−1, 0)

xr
.

Ãëàäêèå àòëàñû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ îáúåäèíåíèå òîæå ãëàäêèé
àòëàñ. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ àòëàñîâ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé, à
ìíîãîîáðàçèå ñ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ ãðàíèöåé
(êðàåì). Íà ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðàíèöåé áåç çàòðóäíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ
îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì è âñå, ÷òî ñ íèìè
ñâÿçàíî.

Èç íàøèõ îïðåäåëåíèé ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå ãëàäêîãî àòëàñà U
ìíîãîîáðàçèÿ P íà åãî ãðàíèöó ∂P îáðàçóåò ãëàäêèé àòëàñ ∂U íà ∂P , ïðåâðàùàÿ
ãðàíèöó ∂P â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè r − 1.

Îðèåíòàöèè è îðèåíòèðóþùèå àòëàñû íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì îïðåäåëÿþòñÿ
äîñëîâíî òàêæå êàê äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé áåç ãðàíèöû. Èç íàøèõ îïðåäåëåíèé
ñðàçó ñëåäóåò, çíàê îïðåäåëèòåëÿ ÿêîáèàíà ôóíêöèè ïåðåõîäà àòëàñà U â ãðàíè÷íîé
òî÷êå ñîâïàäàåò ñî çíàêîì îïðåäåëèòåëÿ ÿêîáèàíà èíäóöèðîâàííîé ôóíêöèè
ïåðåõîäà äëÿ àòëàñà ∂U â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå îðèåíòèðóþùåãî
àòëàñà ìíîãîîáðàçèÿ P íà ãðàíèöó ∂P òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóþùèì àòëàñîì.
Âîçíèêøàÿ îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ∂P íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé. Ãîâîðÿ îá
îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè ñ ãðàíèöåé, ìû âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî åãî
ãðàíèöà íàäåëåíà èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé.

Òåîðåìà 5.2. (Îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà) Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó
ω ñòåïåíè r − 1 íà ãëàäêîì îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè P ðàçìåðíîñòè r ñ
ãðàíèöåé. Òîãäà ∫

P

dω = (−1)r
∫

∂P

ω.

Proof. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ôîðìóëû Ñòîêñà ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî ôîðìû χ.
Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ∫

P

ω =
∑
α∈Σ

∫

Uα

ψαω

ñâîäèò äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ, êîãäà íîñèòåëü ôîðìû ω ïðèíàäëåæèò îäíîé êàðòå.
Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ êàæäîé èç ôîðì âèäà

ωk = f(x1, . . . , xr)dx1 ∧ · · · ∧ dxk−1 ∧ dxk+1 ∧ · · · ∧ dxr.
Ïóñòü k < r. Òîãäà îãðàíè÷åíèå ôîðìû ωk íà ∂P ðàâíî 0, ïîñêîëüêó xr, à çíà÷èò

è dxr ðàâíû 0 íà ∂P . Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû Ñòîêñà ðàâíà 0.
Íàéäåì åå ëåâóþ ÷àñòü.

∫

Rr+

dωk =

∫

Rr+

∂f

∂xi
dxi∧dx1∧ · · ·∧dxk−1∧dxk+1∧ · · ·∧dxr = (−1)k−1

∫

Rr+

∂f

∂xk
dx1∧ · · ·∧dxr.
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C äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðèðóÿ ôóíêöèþ ∂f
∂xk

ïî ïåðåìåííîé xk íàõîäèì, ÷òî
+∞∫

−∞

∂f

∂xk
dxk = f(x1, . . . , xr)

∣∣∣
xk=+∞

xk=−∞
= 0,

ïîñêîëüêó íîñèòåëü ôîðìû ωk ëåæèò âíóòðè îáëàñòè Uα. Òåïåðü, ïåðåõîäÿ ê
ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó ñíà÷àëà ïî xk, à ïîòîì ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì, íàõîäèì,
÷òî ∫

Rr+

∂f

∂xk
dx1 ∧ · · · ∧ dxr = 0.

Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé ω = f(x1, . . . , xr)dx1 ∧ · · · ∧ dxr−1. Â ýòîì ñëó÷àå
∫

∂P

ω =

∫

Rr−1

f(x1, . . . , xr−1, 0)dx1 ∧ · · · ∧ dxr−1.

C äðóãîé ñòîðîíû,

dω =
∂f

∂xi
dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxr−1

è, ñëåäîâàòåëüíî, ∫

Rr+

dω = (−1)r−1

∫

Rr+

∂f

∂xr
dx1 ∧ · · · ∧ dxr.

Èíòåãðèðóÿ ôóíêöèþ ∂f
∂xr

ïî ïåðåìåííîé xr, íàõîäèì, ÷òî
+∞∫

0

∂f

∂xr
dxr = f(x1, . . . , xr)

∣∣∣
xr=+∞

xr=0
= −f(x1 . . . , xr−1, 0).

Ïåðåõîäÿ ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó, íàõîäèì, ÷òî
∫

Rr+

dω = (−1)r
∫

Rr−1

f(x1, . . . , xr−1, 0)dx1 ∧ · · · ∧ dxr−1 = (−1)r
∫

∂P

ω.

�

5.4. Ìàëîìåðíûå ðåäóêöèè îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà. Ïîñìîòðèì, ÷òî
îçíà÷àåò îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà P ⊂ Rn è n = 1, 2, 3.
Ýòè ôîðìóëû ïîÿâèëèñü â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå çíà÷èòåëüíî ðàíüøå îáùåé
ôîðìóëû Ñòîêñà è ïîçâîëèëè åå íàéòè.

Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
Ïóñòü n = 1. Òîãäà P � ýòî îòðåçîê [a, b] ⊂ R, îðèåíòèðîâàííûé ïî âîçðàñòàíèþ

÷èñåë. Ãðàíèöà ñîñòîèò èç òî÷åê a, b. Èõ îðèåíòàöèåé òî÷êè íàçîâåì çíàê, êîòîðûé
ìû åé ïðèñâàèâàåì. Ýòîò çíàê ïîëîæèòåëüíûé, åñëè íàïðàâëåíèå îò òî÷êè ãðàíèöû
âî âíóòðü îòðåçêà ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé îòðåçêà, è îòðèöàòåëüíûé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, a � ïîëîæèòåëüíàÿ òî÷êà, à b � îòðèöàòåëüíàÿ.
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Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω ñòåïåíè 0 � ýòî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f . Òàêèì îáðàçîì,
îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà ïðè n = 1 ïðèíèìàåò âèä

b∫

a

df =

b∫

a

∂f

∂x
dx = (−1)(f(a)− f(b)) = f(b)− f(a),

òî åñòü ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
Ôîðìóëà Ãðèíà.
Ïóñòü P ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé êðèâîé êîìïàêòíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè

è ω = A(x1, x2)dx1 + B(x1, x2)dx2 � ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòåïåíè 1.
Ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòàöèÿ ïëîñêîñòè R2 ïîðîæäàåò îðèåíòàöèþ îáëàñòè P . Êðîìå
òîãî,

dω =
( ∂B
∂x1
− ∂A

∂x2

)
dx1 ∧ dx2.

Ïðèìåíÿÿ îáùóþ ôîðìóëó Ñòîêñà, íàõîäèì, ÷òî∫

∂P

(
Adx1 +Bdx2

)
=

∫

P

( ∂B
∂x1
− ∂A

∂x2

)
dx1 ∧ dx2.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà.
Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.
Ïóñòü P ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü â

ïðîñòðàíñòâå è ω = A(x1, x2, x3)dx1∧dx2 +B(x1, x2, x3)dx2∧dx3 +C(x1, x2, x3)dx3∧dx1

� ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòåïåíè 2. Ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòàöèÿ
ïðîñòðàíñòâà R3 ïîðîæäàåò îðèåíòàöèþ îáëàñòè P . Êðîìå òîãî,

dω =
( ∂A
∂x3

+
∂B

∂x1
+
∂C

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Ïðèìåíÿÿ îáùóþ ôîðìóëó Ñòîêñà, íàõîäèì, ÷òî∫

∂P

(
Adx1 ∧ dx2 +Bdx2 ∧ dx3 + Cdx3 ∧ dx1

)
=

−
∫

P

( ∂A
∂x3

+
∂B

∂x1
+
∂C

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.
Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà.
Ïóñòü P ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé êðèâîé ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü â

ïðîñòðàíñòâå è ω = A(x1, x2, x3)dx1 + B(x1, x2, x3)dx2 + C(x1, x2, x3)dx3 � ãëàäêàÿ
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòåïåíè 1. Ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòàöèÿ ïðîñòðàíñòâà R3

ïîðîæäàåò îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè P . Êðîìå òîãî

dω =
( ∂B
∂x1
− ∂A

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 +

( ∂C
∂x2
− ∂B

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

( ∂A
∂x3
− ∂C

∂x1

)
dx3 ∧ dx1.

Ïðèìåíÿÿ îáùóþ ôîðìóëó Ñòîêñà, íàõîäèì, ÷òî∫

∂P

(
Adx1 +Bdx2 + Cdx3

)
=
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∫

P

( ∂B
∂x1
− ∂A

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 +

( ∂C
∂x2
− ∂B

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

( ∂A
∂x3
− ∂C

∂x1

)
dx3 ∧ dx1.

Èìåííî ýòó ôîðìóëó è íàøåë â ñåðåäèíå 19 âåêà èçâåñòíûé àíãëèéñêèé ôèçèê è
ìàòåìàòèê Ñòîêñ.

6. Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà

6.1. Êîãîìîëîãèè è ãîìîëîãèè. Èññëåäóåì áîëåå ïîäðîáíî îïåðàòîð
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì d : En(M) → En+1(M) íà
ìíîãîîáðàçèè M . Íàïîìíèì, ÷òî â ëîêàëüíîé êàðòå ëèíåéíûé îïåðàòîð d
îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

d(Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin) = d(Ti1...in) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .

Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ f , íàõîäèì

d2f = d(
∂f

dxi
dxi) = d(

∂f

dxi
)dxi =

∂2f

dxidxj
dxj ∧ dxi = 0,

îòêóäà (çàäà÷à 5.2)

d2(Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin) = d2(Ti1...in) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin = 0.

Ôîðìû, ïðèíàäëåæàùèå ÿäðó ýòîãî îïåðàòîðà d, íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè
ôîðìàìè èëè êîöèêëàìè. Îíè îáðàçóþò âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
Zn(M)En(M). Ôîðìû, ïðèíàäëåæàùèå îáðàçó îïåðàòîðà d, íàçûâàþòñÿ
çàìêíóòûìè ôîðìàìè èëè êîãðàíèöàìè. Îíè îáðàçóþò âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî Bn(M) ⊂ En(M). Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, îòëè÷àþùèåñÿ íà
êîãðàíèöó, íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãè÷íûìè.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî Bn(M) ⊂ Zn(M). Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
Hn(M,R) = Zn(M)/Bn(M)

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì n-ìåðíûõ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà.

Çàäà÷à 6.1. Äîêàæèòå, ÷òî Hn(M,R) = 0, åñëè n > dimM

Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ (îíè íàçûâàþòñÿ n-
ìåðíûìè ÷èñëàìè Áåòòè) îäèíàêîâû ó äèôôåîìîðôíûõ ìíîãîîáðàçèé. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ÷èñëà Áåòòè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. (Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî îíè îäèíàêîâû è ó ãîìåîìîðôíûõ ìíîãîîáðàçèé, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè. Áîëåå òîãî, îíè êîíå÷íû äëÿ êîìïàêòíûõ
ìíîãîîáðàçèé.)

Ëåììà 6.1. 0-ìåðíîå ÷èñëî Áåòòè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ðàâíî ÷èñëó ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ.

Proof. Ïðîñòðàíñòâî Z0(M) ñîñòîèò èç ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, à
ïðîñòðàíñòâî B0(M) ïóñòî ïî îïðåäåëåíèþ. �

Çàäà÷à 6.2. Íàéäèòå êîãîìîëîãèè òî÷è p. Äîêàæèòå, ÷òî H0(p,R) = R è
Hn(p,R) = 0, ïðè n > 0.
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Ïðÿìàÿ ñóììà
H∗(M,R) =

⊕
n≥0

Hn(M,R)

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì êîãîìîëîãèé.
Òåîðåìà 6.1. Óìíîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì çàäàåò íà H∗(M,R) ñòðóêòóðó
ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Hn1(M,R) ∧ Hn2(M,R) ⊂ Hn1+n2(M,R), ïðè÷åì
a ∧ b = (−1)n1n2b ∧ a ïðè a ∈ Hn1(M,R), b ∈ Hn2(M,R).
Proof. Äîêàæåì, ÷òî óìíîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïîðîæäàåò óìíîæåíèå íà
ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå ãîìîëîãèé. Ïóñòü a ∈ Zn1(M), ã ∈ En1−1(M), b ∈ Zn2(M),
b̃ ∈ En2−1(M). Òîãäà da = db = 0 è

(a+ dã) ∧ (b+ db̃) = a ∧ b+ a ∧ db̃+ dã ∧ b+ dã ∧ db̃ = a ∧ b+ dc,

ãäå
c = (−1)n1a ∧ b̃+ ã ∧ b+ ã ∧ db̃.

Ñîîòíîøåíèå a ∧ b = (−1)n1n2b ∧ a ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (çàäà÷à 4.15). �

Ìîæíî äîêàçàòü ÷òî êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ çàâèñÿò ëèøü
îò åãî òîïîëîãèè. Ïðèâåäåì ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ, ïðèâîäÿùóþ ê òåì
æå ãðóïïàì. Ñòàíäàðòíûì n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ

∆n = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1|x0, . . . , xn > 0; x0+, . . . ,+xn = 1}.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèìïëåêñ êàê âûïóêëóþ îáîëî÷êó óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà
òî÷åê pi ∈ Rn+1(i = 0, . . . , n) ñ êîîðäèíàòàìè pki = δki . Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà {p0, . . . , pn} åñòåñòâåííî óïîðÿäî÷åíî è ïîýòîìó îáðàçóåò ñòàíäàðòíûé
ñèìïëåêñ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆n,k ñòàíäàðòíûé n − 1-ìåðíûé
ñèìïëåêñ, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ñèìïëåêñà ∆n âûêèäûâàíèåì òî÷êè pk.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M . n-ìåðíûì ñèíãóëÿðíûì
ñèìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (∆n, f), ãäå f : ∆n → M � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè n-ìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ
ñèìïëåêñîâ íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé öåïüþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn(M) âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñèíãóëÿðíûõ öåïåé.

Öåíòðàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ãîìîëîãèé èãðàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð
δn : Cn(M)→ Cn−1(M),

îïðåäåëåííûé íà ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñàõ ðàâåíñòâîì

δ(∆n, f) =
n∑

k=0

(−1)k(∆n,k, f
∣∣
∆n,k

).

Îí òàêæå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ
Çàäà÷à 6.3. Äîêàçàòü, ÷òî δn−1δn = 0.

Ñèíãóëÿðíûå öåïè èç ÿäðà Zsing
n (M) = Ker(δn) íàçûâàþòñÿ öèêëàìè, à èç îáðàçà

Bsing
n (M) = Im(δn+1) � ãðàíèöàìè. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Hsing
n (M) = Zsing

n (M)/Bsing
n (M)
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íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì n-ìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé. Ñîïðÿæåííîå ê
íåìó ïðîñòðàíñòâî Hn

sing(M) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì n-ìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ
êîãîìîëîãèé.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè
åñòåñòâåííî èçîìîðôíû êîãîìîëîãèÿì äå Ðàìà. Ýòîò èçîìîðôèçì ïîðîæäàåòñÿ
íåêîòîðûì ãîìîìîðôèçìîì Φ : En(M) → C∗n(M). Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ íàäî
ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ñèíãóëÿðíûõ öåïåé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ñèíãóëÿðíûìè ñèìïëåêñàìè (∆n, f) ñ ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè f . Ïîñòðîèì òåïåðü
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë {Φω : Cn(M)→ R} ∈ C∗n(M), îòâå÷àþùèé äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå ω ∈ En(M). Íà ñèíãóëÿðíîé öåïè c =

∑
α λα(∆n, fα) ∈ Cn(M) îí îïðåäåëÿåòñÿ

êàê
Φω(c) =

∑
α

λα

∫

fα(∆n)

ω.

Òðóäíàÿ òåîðåìà äå Ðàìà óòâåðæäàåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì Φ ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì
êîãîìîëîãèé äå Ðàìà è ñèíãóëÿðíûõ êîãîìîëîãèé.

Ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè äâîéñòâåííû äðóã äðóãó è, ïîýòîìó, êàçàëîñü áû
ñîâåðøåííî ðàâíîöåííû. Îäíàêî, îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîãîìîëîãèé, åñòåñòâåííàÿ
äëÿ êîãîìîëîãèè äå Ðàìà íà ÿçûêå ãîìîëîãèé îïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíî.
Ïîýòîìó êîãîìîëîãèè óäîáíåé èñïîëüçîâàòü â ïðèëîæåíèÿõ.

6.2. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü êîãîìîëîãèé äå Ðàìà. Äâà ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé f0 : M → N è f1 : M → N íàçûâàþòñÿ ãëàäêî
ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : M× [0, 1]→ N (íàçûâàåìîå
ãîìîòîïèåé) òàêîå, ÷òî F (x, 0) = f0 è F (x, 1) = f1.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ãëàäêî ãîìîòîïíûõ
ìíîãîîáðàçèé åñòåñòâåííî èçîìîðôíû. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì ñíà÷àëà êàê ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèè M è ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ
M × [0, 1] ⊂M × (−∞,+∞).

Çàìå÷àíèå 6.1. Åñëè ïîäìíîæåñòâî S ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ îòêðûòî, òî
ãëàäêèå ñå÷åíèÿ íà íåì (è, â ÷àñòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû) îïðåäåëÿþòñÿ,
êàê è ðàíüøå êàê ñå÷åíèÿ, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðûõ íà ïðèíàäëåæàùèå S ëîêàëüíûå
êàðòû ãëàäêèå. Òàêîå îïðåäåëåíèå íå ãîäèòñÿ, îäíàêî, åñëè íå âñå òî÷êè S èìåþò
îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â S. Â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèå ω ñ÷èòàåòñÿ ãëàäêèì,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà S ãëàäêîãî ñå÷åíèÿ ω̃ íà íåêîòîðîé îòêðûòîé
îáëàñòè, S̃ ⊃ S.

Çàäà÷à 6.4. Äîêàæèòå ÷òî êàæäàÿ ôîðìà
Ω ∈ En(M × [0, 1])

ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó
Ω = ωn−1 ∧ dt+ ωn,

ãäå ωn−1 ∈ En−1(M) è ωn ∈ En(M). Â ëîêàëüíîé êàðòå îíè èìåþò âèä

ωn−1 = ai1...in−1(x, t)dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 ; ωn = bi1...in(x, t)dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .
(çäåñü è â äàëüíåéøåì ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî èíäåêñàì i1 < · · · < in.)
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Ïîëîæèì

DΩ = D(ωn−1 ∧ dt) =

1∫

0

ωn−1dt =
( 1∫

0

ai1...in−1(x, t)dt
)
∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 .

Çàäà÷à 6.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå Ω 7→ DΩ ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ D : En(M × [0, 1])→ En−1(M).

Ëåììà 6.2. Ïóñòü Ω ∈ En(M × [0, 1]). Òîãäà DdΩ− dDΩ = (−1)n
(

Ω
∣∣∣
(x,1)
− Ω

∣∣∣
(x,0)

)
.

Proof. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå Ω = ωn−1 ∧ dt+ ωn. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì

dDΩ =
( 1∫

0

∂ai1...in−1(x, t)

∂xi
dt
)
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

D(dωn−1 ∧ dt) = D
(∂ai1...in−1(x, t)

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 ∧ dt

)
=

( 1∫

0

∂ai1...in−1(x, t)

∂xi
dt
)
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, D(dωn−1 ∧ dt) = dDΩ.
Òàêèì îáðàçîì,

DdΩ− dDΩ = Dd(ωn−1 ∧ dt+ ωn)− dDΩ = D(dωn−1 ∧ dt+ dωn)− dDΩ =

D(dωn−1 ∧ dt) + (dωn)− dDΩ = Ddωn = D
(∂bi1...in

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin

)
+

D
(∂bi1...in

∂t
dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin

)
=

(−1)nD
(∂bi1...in

∂t
dxi1 ∧ · · · ∧ dxin ∧ dt

)
= (−1)n

( 1∫

0

∂bi1...in
∂t

(x, t)dt
)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxin =

(−1)n
(
bi1...in(x, 1)− bi1...in(x, 0)

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxin = (−1)n

(
ωn

∣∣∣
(x,1)
− ωn

∣∣∣
(x,0)

)
.

Êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíèå ôîðìû ωn−1 ∧ dt íà ïëîñêîñòü (x, c) ðàâíî 0 äëÿ ëþáîé
êîíñòàíòû c ∈ R è, ñëåäîâàòåëüíî,

(−1)n
(
ωn

∣∣∣
(x,1)
− ωn

∣∣∣
(x,0)

)
= (−1)n

(
Ω
∣∣∣
(x,1)
− Ω

∣∣∣
(x,0)

)
.

�

Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå êîêàñàòåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ f ∗ : T ∗N → T ∗M , à çíà÷èò è îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
f ∗ : EnN → EnM .
Ëåììà 6.3. df ∗ = f ∗d.
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Proof. Óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ëîêàëüíûå ñâîéñòâà, ïîýòîìó åãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ îáëàñòåé M ⊂ Rm = {x} è N ⊂ Rn = {y}. Â êîîðäèíàòíîé
ôîðìå îòîáðàæåíèå èìååò âèä yj = f j(x) (j = 1, . . . , n). Òîãäà f ∗(dys) = ∂fs

∂xi
dxi.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d(f ∗(dys)) = d(
∂f s

∂xi
dxi) =

∂2f s

∂xt∂xi
dxt ∧ dxi = 0.

Àíàëîãè÷íî
d(f ∗(dys1 ∧ · · · ∧ dysk)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
d(f ∗(as1...sk(y)dys1 ∧ · · · ∧ dysk)) = d(as1...sk(y(x)) ∧ f ∗(dys1 ∧ · · · ∧ dysk)).

C äðóãîé ñòîðîíû,
d(as1...sk(y)dys1 ∧ · · · ∧ dysk) = das1...sk(y) ∧ dys1 ∧ · · · ∧ dysk .

Ïîýòîìó
f ∗(d(as1...sk(y)dys1 ∧ · · · ∧ dysk)) = f ∗(das1...sk(y)) ∧ f ∗(dys1 ∧ · · · ∧ dysk).

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ëåììû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ôóíêöèé
a : N → R. Â ýòîì ñëó÷àå f ∗(a)(x) = a(y(x)). Ïîýòîìó

d(f ∗(a)) = d(a(y(x))) =
∂a

∂yj
∂f j

∂xi
dxi.

C äðóãîé ñòîðîíû,

f ∗(da) = f ∗(
∂a

∂yj
dyj) =

∂a

∂yj
f ∗(dyj) =

∂a

∂yj
∂f j

∂xi
dxi.

�
Â âèäó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, îòîáðàæåíèå

f ∗ ïåðåâîäèò çàìêíóòûå ôîðìû â çàìêíóòûå, à òî÷íûå ôîðìû â
òî÷íûå. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå êîãîìîëîãèé äå Ðàìà
f ∗ : H∗(N,R)→ H∗(M,R).
Çàäà÷à 6.6. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö êîãîìîëîãèé.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ f0 : M → N è f1 : M → N
ãëàäêî ãîìîòîïíû. Òîãäà ïîðîæäåííûå èìè îòîáðàæåíèÿ êîëåö ãîìîëîãèé
f ∗0 : H∗(N,R)→ H∗(M,R) è f ∗1 : H∗(N,R)→ H∗(M,R) ñîâïàäàþò.
Proof. Ïóñòü F : M × [0, 1] → N � ãîìîòîïèÿ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè f0 è f1.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω ∈ EnN è ïîëîæèì Ω = F ∗ω. Òîãäà
f ∗i (ω) = Ω

∣∣∣
(x,i)

è, ñîãëàñíî ëåììå 6.2,

f ∗1 (ω)−f ∗0 (ω) =
(

Ω
∣∣∣
(x,1)
−Ω

∣∣∣
(x,0)

)
= (−1)n(DdΩ−dDΩ) = (−1)n(Dd(F ∗ω)−dD(F ∗ω)).

Ãîìîëîãèè îïðåäåëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ôîðìàìè. Åñëè ω � çàìêíóòàÿ ôîðìà, òî
dF ∗(ω) = F ∗d(ω) = 0 è çíà÷èò

f ∗1 (ω)− f ∗0 (ω) = (−1)n+1dD(F ∗ω).
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Òàêèì îáðàçîì, f ∗1 (ω) è f ∗0 (ω) îòëè÷àþòñÿ íà òî÷íóþ ôîðìó è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ êîãîìîëîãèé. �

(Ãëàäêèå) ìíîãîîáðàçèÿ M è N íàçûâàþòñÿ (ãëàäêî) ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò (ãëàäêèå) îòîáðàæåíèÿ f : M → N è g : N →M
òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ gf : M → M è fg : N → N ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì
îòîáðàæåíèÿì 1M : M →M è 1N : N → N

Çàäà÷à 6.7. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rk è äèñê
Dk = {x ∈ Rk||x| < 1} ãëàäêî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî÷êå.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò èçîìîðôíûå
ãðóïïû êîãîìîëîãèé.

Proof. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f : M → N è g : N → M ðåàëèçóþùèå
ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîãîîáðàçèé M è N . Ðàññìîòðèì ïîðîæäåííûå
èìè ãîìîìîðôèçìû êîëåö f ∗ : H∗(N,R)→ H∗(M,R) è g∗ : H∗(M,R)→ H∗(N,R).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.2, îòîáðàæåíèÿ g∗f ∗ = (fg)∗ = (1M)∗ è f ∗g∗ = (gf)∗ = (1N)∗

ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè íà ñåáÿ êîëåö H∗(M,R) è H∗(N,R).
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ g∗ è f ∗ âçàèìíî îáðàòíû è ðåàëèçóþò èçîìîðôèçì
ìåæäó êîëüöàìè H∗(N,R) è H∗(N,R). �

Ñëåäñòâèå 6.2. (ëåììà Ïóàíêàðå). Âñå çàìêíóòûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà
äèñêå Dk òî÷íû.

Proof. Ñîïîñòàâëÿÿ ñëåäñòâèå 6.1 è çàäà÷è 6.2 6.7, íàõîäèì, ÷òî Hn(Dk,R) = 0 ïðè
n > 0. �

6.3. Òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàì ïîíàäîáèòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ëåììà,
ñâÿçàííàÿ ñ òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ýòîò ðàçäåë ìàòåìàòèêè íàçûâàåòñÿ
"ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà".

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

A
h→ B

l→ C

òî÷íà â ÷ëåíå B, åñëè Im(g) = Ker(h). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ,

· · · → Di → Di+1 → Di+2 → . . . ,

òî÷íàÿ â êàæäîì ÷ëåíå, íàçûâàåòñÿ òî÷íîé.
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Òåîðåìà 6.3. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (∗) ãîìîìîðôèçìîâ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

0 0 0 0y
y

y
y

0 −−−→ A α−−−→ A0 α0−−−→ A1 α1−−−→ . . .An αn−−−→yh
yh0

yh1

yhn
0 −−−→ B β−−−→ B0 β0−−−→ B1 β1−−−→ . . .Bn βn−−−→yl

yl0
yl1

yln
0 −−−→ C γ−−−→ C0 γ0−−−→ C1 γ1−−−→ . . . Cn γn−−−→y

y
y

y
0 0 0 0

âñå ñòîëáöû êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, òî÷íû, à ñòðîêè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì

α0α = αi+1αi = β0β = βi+1βi = γ0γ = γi+1γi = 0.

Òîãäà äèàãðàììà (∗) ïîðîæäàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ (∗∗)

0→ H0(A)
h̃0→ H0(B)

l̃0→ H0(C) δ̃0→ H1(A)
h̃1→ H1(B)

l̃1→ H1(C) δ̃1→ H2(A)...,

ãäå
H0(A) = Ker(α0), Hn(A) = Ker(αn)/Im(αn−1)

H0(B) = Ker(β0), Hn(B) = Ker(βn)/Im(βn−1)

H0(C) = Ker(γ0), Hn(C) = Ker(γn)/Im(γn−1).

Proof. Ðàññìîòðèì c ∈ Ker(γn). Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ Bn
òàêîé, ÷òî ln(b) = c. Ïîëîæèì b′ = βnb. Òîãäà, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû,
ln+1b

′ = ln+1(βnb) = γn(lnb) = γn(c) = 0. Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
a ∈ An+1 òàêîé, ÷òî hn+1(a) = b′. Áîëåå òîãî, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû,
hn+2(αn+1a) = βn+1(hn+1a) = βn+1b

′ = βn+1βnb = 0. Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî α̃n+1a = 0, òî åñòü a ∈ Ker(α̃n+1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîïîñòàâèëè ýëåìåíòó c ∈ Ker(γn) íåêîòîðûé ýëåìåíò
a ∈ Ker(α̃n+1). Íàøà êîíñòðóêöèÿ, îäíàêî, íå îäíîçíà÷íà, ïîñêîëüêó ýëåìåíò b ∈ Bn
ñî ñâîéñòâîì ln(b) = c íå åäèíñòâåííûé. Ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò ñ ýòèì ñâîéñòâîì
îòëè÷àåòñÿ îò âûáðàííîãî íàìè ýëåìåíòà b íà ýëåìåíò b0 ∈ Bn ñî ñâîéñòâîì ln(b0) = 0.
Ñîãëàñíî íàøåé êîíñòðóêöèè, çàìåíà b íà b+b0 ìåíÿåò a íà a+a1, ãäå a1 = h−1

n+1βnb0.
C äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, b0 = hna0, ãäå a0 ∈ An. Òàêèì
îáðàçîì, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû, a1 = h−1

n+1βnhna0 = αna0 ∈ Im(αn).
Ñëåäîâàòåëüíî, a è a + a1 ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò â Hn+1(A). Òî åñòü
ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå c 7→ a äàåò ãîìîìîðôèçì δ̃n : Ker(γn)→ Hn+1(A).

Ïóñòü òåïåðü c̃ ∈ Im(γn−1), òî åñòü c̃ = γn−1c
′ äëÿ íåêîòîðîãî c′ ∈ Cn−1.

Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b′ ∈ Bn−1 òàêîé, ÷òî ln−1(b′) = c′.
Ïîëîæèì b′0 = βn−1b

′. Ââèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû lnb
′
0 = c̃. Ñëåäîâàòåëüíî,
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δ̃n(c̃) = h−1
n+1βnβn−1b

′ = 0, â âèäó βnβn−1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå â íà÷àëå
äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâèå c 7→ a ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì δ̃n : Hn(C)→ Hn+1(A).

Äèàãðàììà êîììóòàòèâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, βnhn = hn+1αn. Ïîýòîìó
hn(Ker(αn)) ⊂ Ker(βn) è hn(Im(αn−1)) ⊂ Im(βn−1). Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì
hn ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì h̃n : Hn(A) → Hn(B). Àíàëîãè÷íî ãîìîìîðôèçì ln
ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì l̃n : Hn(A)→ Hn(B).

Ìû ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (∗∗). Äîêàæåì òåïåðü å¼ òî÷íîñòü. Íà÷íåì ñ
òî÷íîñòè â ÷ëåíå Hn(B). Ðàâåíñòâî lnhn = 1 âëå÷åò l̃nh̃n = 1. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
ëþáîé ýëåìåíò b̃ ∈ Ker(l̃n) ïðèíàäëåæèò Im(h̃n). Ïî îïðåäåëåíèþ b̃ = b + Im(β̃n−1),
ãäå βn(b) = 0 è ln(b) = γn−1(c′), c′ ∈ Cn−1. Â âèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, c′ = ln−1(b′), ãäå
b′ ∈ Bn−1. Ïîëîæèì b” = βn−1(b′). Ýëåìåíò b̄ = b − b” òîæå ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò
b̃, ïðè÷åì, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû, ln(b̄) = 0. Ïîýòîìó, â âèäó òî÷íîñòè
ñòîëáöà, b̄ = hn(a), ãäå a ∈ An. Áîëåå òîãî αn(a) = 0, â âèäó βn(b̄) = βn(b) = 0 è
êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ ã ∈ Hn(A) â êîòîðîì ëåæèò
a ïåðåõîäèò â b̃ ïîä äåéñòâèåì l̃n.

Äîêàæåì òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (∗∗) â ÷ëåíå Hn(A). Ðàññìîòðèì
c̃ ∈ Hn−1(C) è ýëåìåíò c ∈ Ker(γn−1), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ c̃. Â âèäó òî÷íîñòè
ñòîëáöà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ Bn−1 òàêîé ÷òî ln−1(b) = c. C äðóãîé ñòîðîíû,
ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, ýëåìåíò βn−1(b) ∈ Im(βn−1) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ
h̃nδ̃n−1(c̃). Òàêèì îáðàçîì, ýòîò êëàññ ðàâåí 0 ∈ Hn(B).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ã ∈ Ker(h̃n) ïðèíàäëåæèò Im(δ̃n−1). Ïî
îïðåäåëåíèþ ã = a + Im(α̃n−1), ãäå αn(a) = 0 è hn(a) = βn−1(b), b ∈ Bn−1.
Ðàññìîòðèì c = ln−1(b). Òîãäà, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû è òî÷íîñòè
ñòîëáöà, γn−1c = lnβn−1b = lnhna = 0. Òàêèì îáðàçîì, c ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé
êëàññ c̃ ∈ Hn−1(C). C äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî íàøåìó îïðåäåëåíèþ, δ̃n−1(c̃) = ã.

Äîêàæåì òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (∗∗) â ÷ëåíå Hn(C). Ðàññìîòðèì b̃ ∈ Hn(B)

è ýëåìåíò b ∈ Ker(βn), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ b̃. Òîãäà, ñîãëàñíî íàøèì
îïðåäåëåíèÿì, ýëåìåíò h−1

n+1βnl
−1
n ln(b) = h−1

n+1βn(b) = 0 ïðåäñòàâëÿåò êëàññ δ̃nl̃n(b̃).
Òàêèì îáðàçîì, δ̃nl̃n = 0.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò c̃ ∈ Ker(δ̃n) ïðèíàäëåæèò Im(l̃n).
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò c ∈ Ker(γn), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ c̃. Óñëîâèå δ̃n(c̃) = 0
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå b ∈ Bn è a ∈ An, ÷òî ln(b) = c è hn+1αn(a) = βn(b).
Ïîëîæèì b̄ = b − hn(a). Òîãäà, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû, βn(b̄) = 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, b̄ ïîðîæäàåò íåêîòîðûé ýëåìåíò èç b̃ ∈ Hn(B). C äðóãîé ñòîðîíû,
ln(b̄) = ln(b) = c âèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà. Òàêèì îáðàçîì, l̃n(b̄) = c̃. �

6.4. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà. Â ýòîì
ðàçäåëå ìû íàéäåì ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ íàõîäèòü êîãîìîëîãèè îáúåäèíåíèÿ
äâóõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ÷åðåç êîãîìîëîãèè êàæäîãî èç íèõ è êîãîìîëîãèè èõ
ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåM ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ M = M1

⋃
M2 è ïóñòü N = M1

⋂
M2 � èõ ïåðåñå÷åíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃ = M1

∐
M2 èõ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå.
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Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå M̃ →M ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì

hn : En(M)→ En(M̃) = En(M1)⊕ En(M2).

Åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ Mi → M̃ = M1

∐
M2 ïîðîæäàþò îãðàíè÷åíèÿ

l̄i : N = M1

⋂
M2 → M̃ (i = 1, 2). Ýòè îòîáðàæåíèÿ ïîðîæäàþò ãîìîìîðôèçìû

lin : En(M̃)→ En(N) è ln = l2n − l1n : En(M̃)→ En(N).

Ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

0→ En(M)
hn→ En(M1)⊕ En(M2)

ln→ En(N)→ 0,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êîðîòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà-Âüåòîðèñà.

Ëåììà 6.4. Êîðîòêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà òî÷íà.

Proof. Åñëè ω ∈ En(M) è ω 6= 0, òî hn(ω) 6= 0, à ýòî è îçíà÷àåò òî÷íîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ÷ëåíå En(M).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E , ñîñòîÿùåå èç äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
ω1 ⊕ ω2 ∈ En(M1) ⊕ En(M2) òàêèõ ÷òî ω1|N = ω2|N . Òîãäà hn(En(M)) = E è
ln(E) = 0. À ýòî è îçíà÷àåò òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ÷ëåíå En(M1)⊕ En(M2).

Òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ÷ëåíå En(N) îçíà÷àåò ñþðúåêòèâíîñòü
ãîìîìîðôèçìà ln. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó
ν ∈ En(N). Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå åäèíèöû (ρ1, ρ2), ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ (M1,M2)
ìíîãîîáðàçèÿM (çàäà÷à 5.4). Äðóãèìè ñëîâàìè, ρi � ýòî íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè
íà M ñ íîñèòåëÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè Mi, òàêèìè, ÷òî ρ1 + ρ2 = 1. Ðàññìîòðèì
òåïåðü ñå÷åíèÿ νi = ρ3−iν. Òîãäà νi ∈ En(Mi) è ln((−ν1)⊕ (ν2)) = ν1 + ν2 = ν. �

Çàäà÷à 6.8. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà A = B = C = R,
An = En(M), Bn = En(M1) ⊕ En(M2) è Cn = En(M1 ∩M2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
òåîðåìû 6.3, ãäå h, l, α, β, γ � ýòî âëîæåíèÿ è αi, βi, γi � ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 6.3 èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 6.4. Êîðîòêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà ïîðîæäàåò
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé

0→ H0(M,R)
h̃0→ H0(M1,R)⊕H0(M2,R)

l̃0→ H0(M1 ∩M2,R)
δ̃0→ H1(M,R)

h̃1→

H1(M1,R)⊕H1(M2,R)
l̃1→ H1(M1 ∩M2,R)

δ̃1→ H2(M,R)...,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà-Âüåòîðèñà

Çàäà÷à 6.9. Ïóñòü ω ∈ Hn(M1 ∩ M2). Òîãäà δ̃n(ω) ∈ Hn+1(M) ÿâëÿåòñÿ
êîãîìîëîãè÷åñêèì êëàññîì ôîðìû ξ, ãäå ξ|M1 = −d(ρ2ω) è ξ|M2 = d(ρ1ω).
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6.5. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé. Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü
Hn(M) âìåñòî Hn(M,R).
Ïðèìåð 6.1. Íàéäåì êîãîìîëîãèè îêðóæíîñòè S1.

Ïðåäñòàâèì îêðóæíîñòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ èíòåðâàëîâ I1 è I2. Òîãäà,
ñîãëàñíî ëåììå 6.1, H0(S1) = H0(Ii) = R è H0(I1 ∩ I2) = R ⊕ R. Ñîãëàñíî
ëåììå Ïóàíêàðå, H1(Ii) = H1(I1 ∩ I2) = 0. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëî äëèííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âüåòîðèñà èìååò âèä

0→ R h0→ R⊕ R l0→ R⊕ R δ0→ H1(S1)
h1→ 0

l1→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, H1(S1) = R.
Ïðèìåð 6.2. Íàéäåì êîãîìîëîãèè ñôåðû Sk.

Äîêàæåì, ÷òî Hn(Sk) = R ïðè n = 0, k è Hn(Sk) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Áóäåì
äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî k. Äëÿ k = 1 íóæíîå óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Ïóñòü
íóæíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ k < N . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = N > 1.

Ïðåäñòàâèì ñôåðó Sk â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ k − 1-ìåðíûõ äèñêîâ D1,
D2 ãîìîòîïíûõ òî÷êå è ñ ïåðåñå÷åíèåì D1 ∩ D2 ãîìîòîïíûì Sk−1. Íà÷àëî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âüåòîðèñà èìååò âèä

0→ R h0→ R⊕ R l0→ R δ0→ H1(Sk)
h1→ H1(D1)⊕H1(D2)

l1→ H1(D1 ∩D2) . . . .

Òàêèì îáðàçîì, Im(δ0) = 0, ïðè÷åì H1(D1) = H1(D2) = 0. Ïîýòîìó èç òî÷íîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî H1(Sk) = 0. Ðàññìîòðèì òåïåðü ó÷àñòîê

Hr−1(D1)⊕Hr−1(D2)
lr−1→ Hr−1(D1 ∩D2)

δr−1→ Hr(Sk)
hr→ Hr(D1)⊕Hr(D2).

Îí ýêâèâàëåíòåí
0
lr−1→ Hr−1(Sk−1)

δr−1→ Hr(Sk)
hr→ 0.

Îòêóäà Hr(Sk) = Hr−1(Sk−1). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Hr(Sk) = 0 ïðè r 6= k è Hr(Sk) = R ïðè r = k.

Ëåììà 6.5. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà ω íà Sk òî÷íà, åñëè è òîëüêî åñëè
∫
Sk
ω = 0.

Ýòî æå âåðíî è äëÿ ôèíèòíûõ ôîðì íà Rk.
Proof. Èíòåãðàë

∫
Sk
ω îò òî÷íîé ôîðìû ω = dη ðàâåí 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

äîñòàòî÷íî ðàçáèòü ñôåðó íà 2 ïîëóñôåðû Sk = N1∪N2 ñ îáùåé ãðàíèöåé Γ = N1∪N2.
Òîãäà

∫
Sk
ω =

∫
N1

dη +
∫
N2

dη. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòîêñà,
∫
N1

dη =
∫
∂N1

η

è
∫
N2

dη =
∫
∂N2

η. Ãðàíèöû ∂N1 è ∂N2 ñîâïàäàþò, íî èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ

îðèåíòàöèþ, îòêóäà
∫
∂N1

η = − ∫
∂N2

η.

Ñîïîñòàâèì ôèíèòíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå µ íà Rk. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
äèôôåîìîðôèçì Rk íà ñôåðó áåç òî÷êè Sk \ p, ðàññìîòðèì îáðàç ôîðìû µ ïîä
äåéñòâèåì ýòîãî äèôôåîìîðôèçìà è äîïîëíèì åãî 0 äî äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
µ̃ íà Sk. Îäíà èç ýòèõ ôîðì òî÷íà, åñëè è òîëüêî åñëè òî÷íà äðóãàÿ. Èíòåãðàëû
ýòèõ ôîðì ïî ïðîñòðàíñòâîì, ãäå îíè îïðåäåëåíû, ñîâïàäàþò.
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Ïóñòü f ôèíèòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà Rk è µ = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn. Òîãäà∫
Sk
µ̃ =

∫
Rk
µ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ìû óæå äîêàçàëè, ôîðìà µ̃ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Ñîãëàñíî ïðèìåðó 6.2, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ k-ôîðìà íà ñôåðå èìååò âèä
ω = aµ + ν, ãäå ν � òî÷íàÿ ôîðìà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè a = 0 ôîðìà òî÷íà è∫
Sk
ω = 0, ïðè a 6= 0 ôîðìà íå òî÷íà è

∫
Sk
ω 6= 0. �

Òåîðåìà 6.5. Ñòàðøèå êîãîìîëîãèè êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî ãëàäêîãî k-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M îäíîìåðíû. Òî åñòü Hk(M) = R.
Proof. Ðàçáèâàÿ ìíîãîîáðàçèå M íà 2 ÷àñòè è ïðèìåíÿÿ ê íèì, òàê æå êàê â ëåììå
6.5, ôîðìóëó Ñòîêñà, äîêàçûâàåì, ÷òî

∫
M

ω = 0, åñëè ω � òî÷íàÿ ôîðìà.

Äîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: k-ôîðìà ω òî÷íà, åñëè
∫
M

ω = 0.

Ïîêðîåì M êîíå÷íûì íàáîðîì ñòÿãèâàåìûõ îáëàñòåé M =
n⋃
k=1

Uk. Ðàññìîòðèì
ðàçáèåíèå åäèíèöû {ψk}, ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ U1 . . . , Un. Ïîëîæèì

ωk = ψkω è ak =

∫

M

ωk.

Âûáåðåì òåïåðü ñòÿãèâàåìóþ îáëàñòü U0 òàêóþ, ÷òî êàæäîå îáúåäèíåíèå U0 ∪ Uk
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñòÿãèâàåìîé îáëàñòè Vk. (Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, âçÿâ
äîñòàòî÷íî ìàëåíüêóþ îáëàñòü U0.) Ôèêñèðóåì íà U0 ôèíèòíóþ k-ôîðìó ω0 òàêóþ
÷òî

∫
U0

ω0 = 1. (Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ñîãëàñíî ëåììå 6.5.)

Ðàññìîòðèì ôîðìû ξk = ωr − akω0. Òîãäà
∫
M

ξk = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî

ëåììå 6.5, ôîðìà ξk òî÷íà. Òàêèì îáðàçîì, ξ =
n∑
k=1

ξk � òîæå òî÷íàÿ ôîðìà. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ξ = ω − aω0, ãäå a =
n∑
k=1

ak. Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî èíòåãðàë òî÷íîé
ôîðìû ðàâåí 0. Ïîýòîìó, èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî ξ = ω − aω0 ïî M , íàõîäèì, ÷òî
a = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ω = ξ � òî÷íàÿ ôîðìà.

Åñëè k-ôîðìà χ íà M íå òî÷íà, òî êàê ìû óæå çíàåì, A =
∫
M

χ 6= 0. Ïîëîæèì

η = χ − Aω0. Òîãäà
∫
M

η = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà η òî÷íà.

Òàêèì îáðàçîì, χ = Aω0 + η. Òî åñòü H2(M) = R. �

Ïðèìåð 6.3. Íàéäåì ïåðâûå êîãîìîëîãèè äâóìåðíîãî òîðà T = S1 × S1.
Ïðåäñòàâèì T â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ öèëèíäðîâ D1 è D2, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ

ñîñòîèò èç 2 êîëåö. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà èìååò âèä
0→ H0(T )

h0→ H0(D1)⊕H0(D1)
l0→ H0(D1 ∩D2)

δ0→ H1(T ))

h1→ H1(D1)⊕H1(D2)
l1→ H1(D1 ∩D2)

δ1→ H2(T )
h2→ H2(D1)⊕H2(D2).

Ñîãëàñíî òåðåìå 6.5, îíà ýêâèâàëåíòíà
0→ R h0→ R⊕ R l0→ R⊕ R δ0→ H1(T )

h1→ R⊕ R l1→ R⊕ R δ0→ R h1→ 0,
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îòêóäà
0→ R→ H1(T )→ R→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, H1(T ) ∼= R⊕ R.
Çàäà÷à 6.10. Íàéòè ïåðâûå êîãîìîëîãèè âñåõ êîìïàêòíûõ îðèåíòèðóåìûõ
ïîâåðõíîñòåé.

7. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ
7.1. Ðèìàíîâà ìåòðèêà. Ââåäåì òåïåðü íà ïðîèçâîëüíîì ãëàäêîì êîìïàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè r ñòðóêòóðó, ïîçâîëÿþùóþ èçìåðÿòü íà íåé äèíû
êðèâûõ, óãëû ìåæäó íèìè, îáú¼ìû è ä.ï. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ êàæäîé
òî÷êè p ∈M ââåñòè ñòðóêòóðó åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
Tp, ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû ýòà ñòðóêòóðà ìåíÿëàñü îò òî÷êè ê òî÷êå ãëàäêèì
îáðàçîì.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äà¼òñÿ â òåðìèíàõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Ðàññìîòðèì
êâàäðàò êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ π∗2 : T ∗M ⊗ T ∗M → M è åãî ãëàäêîå ñå÷åíèå
g̃ ∈ Fπ∗2 (M). Íà êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpM â òî÷êå p ∈ M
ñå÷åíèå g̃ ïîðîæäàåò áèëèíåéíóþ ôîðìó gp : TpM × TpM → R ïî ïðàâèëó
gp(vp, wp) = g̃|p(vp ⊗ wp).

Îáúåäèíåíèå áèëèíåéíûõ ôîðì íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ g =
⋃
p∈M

gp îáðàçóåò

áèëèíåéíóþ ôîðìó g : Fπ(M) × Fπ(M) → R íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ âåêòîðíûõ
ïîëåé Fπ(M), òî åñòü íà ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ π : TX →M .

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà g íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, åñëè å¼ îãðàíè÷åíèå gp
â ëþáîé òî÷êå p ∈ M ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (òî åñòü g(v′, v′′) = g(v′′, v′)) è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (òî åñòü g(v, v) > 0 ïðè v 6= 0) áèëèíåéíîé ôîðìîé
íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpM . Ìíîãîîáðàçèå M ñ âûáðàííîé ðèìàíîâîé
áèëèíåéíîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì.
Ïðèìåð 7.1. Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñ áàçèñîì e1, . . . , er ðàññìîòðèì
ñîïðÿæåííûé áàçèñ l1, . . . , lr è áèêîâåêòîð

r∑
i=1

li ⊗ li. Ïîðîæäàåò ñòàíäàðòíóþ

ìåòðèêó íà V , ãäå (aiei, b
jej) =

r∑
i=1

aibi.
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå M , âëîæåííîå â V . Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

â òî÷êå p ∈ M ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
V . Îãðàíè÷åíèÿ ìåòðèêè V íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà çàäàåò íà M ñòðóêòóðó
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íà êàæäîì ìíîãîîáðàçèè ñî ñ÷åòíîé áàçîé ìîæíî îïðåäåëèòü
ñòðóêòóðó ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Áîëåå òîãî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ìíîãèìè ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. ìíîãîîáðàçèÿ

Ðèìàíîâà ñòðóêòóðà g íà M ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü êàñàòåëüíîå Tp(M) è
êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî T ∗p (M) â òî÷êå p ∈ M . À èìåííî, ìû ñîïîñòàâëÿåì
âåêòîðó v ∈ Tp(M) ëèíåéíóþ ôîðìó l(w) = gp(w, v). Ýòî îòîæäåñòâëÿåò êàñàòåëüíîå
è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.

Ïîñìîòðèì, êàê ñòðóêòóðà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ îïèñûâàåòñÿ â ëîêàëüíîé
êàðòå. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíóþ êàðòó (U,ϕ), ãäå ϕ : U → Rr = {(x1, . . . , xr)} è
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ïåðåíåñåì êîîðäèíàòû {(x1, . . . , xr)} íà U . Òîãäà âåêòîðà ( ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xr

) îáðàçóþò
áàçèñ â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tp(M), ãäå p ∈ U .

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà â ëîêàëüíîé êàðòå èìååò âèä g̃ = gijdx
i ⊗ dxj. Å¼ çíà÷åíèå íà

âåêòîðàõ v = vα ∂
∂xα

, v = wβ ∂
∂xβ

ðàâíî
g(v, w) = gijv

iwj , ãäå gij = g(∂xi, ∂xj).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Ãðàììà gij = gij(U,ϕ) öåëèêîì îïðåäåëÿåò ìåòðèêó íà
ëîêàëüíîé êàðòå.
Çàäà÷à 7.1. Íàéòè êàê ìåíÿåòñÿ ìàòðèöà Ãðàììà ïðè çàìåíå ëîêàëüíîé êàðòû.

Ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëèíó êðèâîé.
Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ γ : [0, 1] → M . Â êàæäîé òî÷êå êðèâîé îïðåäåëåí
êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â òî÷êå p = γ(t0) γp = ∂γ(t)

dt
|t0 . Èíòåãðàë ïî êðèâîé åãî

äëèíû
√
g(γp, γp) íàçûâàåòñÿ äëèíîé êðèâîé.

Ïîñìîòðèì êàê ýòî âûãëÿäèò â ëîêàëüíîé êàðòå. Ðàññìîòðèì ñîäåðæàùóþ êðèâóþ
ëîêàëüíóþ êàðòó (U,ϕ), ãäå ϕ : U → Rr = {(x1, . . . , xr)}. Ïåðåíîñÿ êîîðäèíàòû
{(x1, . . . , xr)} íà U ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ(t) = (γ1(t), . . . , γr(t)). Êàñàòåëüíûå âåêòîð â
òî÷êå p = γ(t) ⊂M ðàâåí γp = ∂γi(t)

∂t
∂
∂xi

. Åãî äëèíà ðàâíà
√
g(γp, γp) =

√
gij

∂γi(t)
∂t

∂γj(t)
∂t

.
Äëèíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë äëèíû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà

||γ|| =
∫ 1

0

√
gij
∂γi(t)

∂t

∂γj(t)

∂t
dt.

Äëÿ êðèâîé ñîñòàâëåííîé èç îòðåçêîâ � ýòî äëèíà ëîìàíîé. Ïðåäåë ëîìàíûõ,
àïïðîêñèìèðóþùèõ γ äàåò äëèíó ||γ||.

Óãîë ìåæäó êðèâûìè γ′ : [0, 1]→M , γ′′ : [0, 1]→M â îáùåé òî÷êå γ′(0) = γ′′(0) = p
îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó èõ êàñàòåëüíûìè â ýòîé òî÷êå. Òî åñòü

g(γ′p, γ
′′
p )√

g(γ′p, γ′p)g(γ′′p , γ′′p )
.

Ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèè ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü îáúåìû åãî îðèåíòèðóåìûõ
ïîäìíîæåñòâ, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî ïðîèñõîäèò â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåì ïîäìíîæåñòâà N åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rr = {x1, . . . , xr}
ñî ñòàíäàðòíûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè ìû èíòåãðèðóåì ïî N äèôôåðåíöèàëüíóþ
ôîðìó îáúåìà dx1 ∧ · · · ∧ dxr. Åñëè áàçèñ íå îðòîíîðìèðîâàí è åãî ìàòðèöà Ãðàììà
ðàâíà gij, òî îáúåì äàåòñÿ èíòåãðàëîì îò ôîðìû îáúåìà det(gijdx

1 ∧ · · · ∧ dxr,
îïèñûâàþùåé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà íàòÿíóòîãî íà áàçèñíûå âåêòîðà.

Íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè ïîäîáíàÿ ôîðìà òîæå íàçûâàåòñÿ ôîðìîé îáúåìà.
Â ëîêàëüíîé êàðòå (U,ϕ) îíà èìååò âèä

ω =
√

det(gij(x))dx1 ∧ · · · ∧ dxr.
Îáúåì îðèåíòèðóåìîé îáëàñòè N ⊂M íàõîäèòñÿ êàê

V (N) =

∫

N

ω.
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7.2. Àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëåé. Âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè
M íàçûâàþòñÿ ãëàäêèå ñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèå π : TX → M . Ìíîæåñòâî
âåêòîðíûõ ïîëå îáðàçóåò áåñêîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
V = V(M). Áîëåå òîãî, îíè îáðàçóþò ìîäóëü íàä êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé
F = F(M) íà M .

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, âåêòîðíîå ïîëå V ∈ V ïîðîæäàåò
äèôôåðåíöèðîâàíèå Vp : F → R â êàæäîé òî÷êå p ∈ M . Îïåðàòîð Vp îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè

Vp(f + g) = Vp(f) + Vp(g); Vp(kf) = kVp(f) äëÿ k ∈ R;

Vp(fg) = Vp(f)g(p) + f(p)Vp(g).

Òàêèì îáðàçîì âåêòîðíîå ïîëå V ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå V : F → F , ñîïîñòàâëÿÿ
ôóíêöèè f ∈ F ôóíêöèþ V (f)(p) = Vp(f). Ñâîéñòâà îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèþ
ïåðåõîäÿò â óñëîâèå ëèíåéíîñòè

V (f + g) = V (f) + V (g); V (kf) = kV (f) äëÿ k ∈ R;

è ïðàâèëî Ëåéáíèöà
V (fg) = V (f)g + fV (g).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð V : F → F
óäîâëåòâîðÿþùèé ïðàâèëó Ëåéáíèöà. Òîãäà îïåðàòîð Vp(f) = V (f)(p) ÿâëÿåòñÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì â êàæäîé òî÷êå p, òî åñòü âåêòîðîì. Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð
V ïîðîæäàåò âåêòîðíîå ïîëå.

Ïîäâåäåì èòîã: ëèíåéíûå îïåðàòîðû V : F → F óäîâëåòâîðÿþùèå ïðàâèëó
Ëåéáíèöà âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòâå÷àþò âåêòîðíûì ïîëÿì íà M .

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð êîììóòèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé
[V,W ] = VW − WV : F → F . Äîêàæåì, ÷òî îí òîæå äèôôåðåíöèðîâàíèå,
òî åñòü ëèíååí è óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà. Äåéñòâèòåëüíî
[V,W ](f + g) = VW (f + g)−WV (f + g) =

(
VW (f) + VW (g)

)− (WV (f) +WV (g)
)

=
(
VW (f)−WV (f)

)
+
(
VW (g)−WV (g)

)
= [V,W ](f) + [V,W ](g).

Àíàëîãè÷íî,
[V,W ](kf) = k[V,W ](f).

Êðîìå òîãî,
VW (fg) = V

(
W (f)g + fW (g)

)
= V

(
W (f)g

)
+ V

(
fW (g)

)
=

VW (f)g +W (f)V (g) + V (f)W (g) + fVW (g).

Ñëåäîâàòåëüíî,
[V,W ](fg) = VW (fg)−WV (fg) =

(
VW (f)g +W (f)V (g) + V (f)W (g) + fV W (g)

)−
(
WV (f)g + V (f)W (g) +W (f)V (g) + fWV (g)

)
=(

VW (f)g −WV (f)g
)

+
(
fV W (g)− fWV (g)

)
= [V,W ](f)g + f [V,W ](g).

Èññëåäóåì ñâîéñòâà îïåðàòîðà êîììóòèðîâàíèÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò,
÷òî

[V,W ] = −[W,V ].
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Êðîìå òîãî,
[[V,W ], U ] = [(VW −WV ), U ] = [(VW −WV ), U ] = VWU − UVW −WV U + UWV.

Àíàëîãè÷íî,
[[W,U ], V ] = WUV−VWU−V UW+WV U, [[U, V ],W ] = UVW−WUV−UWV+V UW.

Ñëåäîâàòåëüíî,
[[V,W ], U ] + [[W,U ], V ] + [[U, V ],W ] = 0.

Òàêèì îáðàçîì
Òåîðåìà 7.1. Âåêòîðíûå ïîëÿ îáðàçóþò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
êîììóòèðîâàíèÿ (V,W ) 7→ [V,W ].

7.3. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü. Êàê ìû çíàåì, âåêòîðíîå ïîëå X ∈ V = V(M)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé

X : F → F ,
ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ f(p) â ôóíêöèþ X(f)(p) = Xp(f).

Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå � ýòî àíàëîã òàêîãî îïåðàòîðà íà ìíîæåñòâå
âåêòîðíûõ ïîëåé. Ìû òàêæå òðåáóåì îò íåãî ëèíåéíîñòè è àíàëîãà ïðàâèëà
Ëåéáíèöà.

Êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ V
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé â ñåáÿ

∇X : V → V
ñî ñâîéñòâàìè

∇X(V +W ) = ∇XV +∇XW ; ∇X(kV ) = k∇XV äëÿ k ∈ R;

∇X(fV ) = X(f)V + f∇XV äëÿ f ∈ F.
Àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

∇, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó âåêòîðíîìó X ïîëþ íåêîòîðîå êîâàðèàíòíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇X ïî íàïðàâëåíèþ ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òàê, ÷òî

∇fX+gY = f∇X + g∇Y .

Ïîñìîòðèì êàê îïèñûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå â ëîêàëüíîé êàðòå.
Ðàññìîòðèì ëîêàëüíóþ êàðòó (U,ϕ), ãäå ϕ : U → Rr = {(x1, . . . , xr)} è ïåðåíåñåì
êîîðäèíàòû {(x1, . . . , xr)} íà U . Òîãäà âåêòîðíûå ïîëÿ ∂

∂xi
, (i = 1, . . . , r) îáðàçóþò

áàçèñ ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé V(U) êàê ìîäóëÿ íàä ôóíêöèÿìè F(U).
Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ

V = vi
∂

∂xi
è W = wi

∂

∂xi
.

Òîãäà
∇VW = ∇vi ∂

∂xi

(
wj

∂

∂xj
)

= vi
(∂wj
∂xi

∂

∂xj
+ wj∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
)
.

Ðàçëîæèì ïîñëåäíåå âåêòîðíîå ïîëå ïî áàçèñíûì ïîëÿì

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
.
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Ãëàäêèå ôóíêöèè Γkij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè èëè ñèìâîëàìè
Êðèñòîôôåëÿ. (Îíè ðàçóìååòñÿ, çàâèñÿò îò âûáîðà ëîêàëüíîé êàðòû.)

Çíàÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ìû ìîæåì íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ
îäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî äðóãîìó âåêòîðíîìó ïîëþ ïî ôîðìóëå

∇vi ∂
∂xi

(
wj

∂

∂xj
)

= vi
∂wj

∂xi
∂

∂xj
+ viwjΓkij

∂

∂xk
.

Òàêèì îáðàçîì

∇vi ∂

∂xi

(
wj

∂

∂xj
)

= Uk ∂

∂xk
, ãäå Uk = vi

(∂wk
∂xi

+ wjΓkij
)
.

7.4. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Ïóñòü ∇
è g � àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ñâÿçíîñòü è ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè
M . Îíè íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëå X, Y, Z íà M
âûïîëíÿåòñÿ

1. ∇XY −∇YX = [X,Y ];

2. Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ).

(Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ∇ � ýòî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè g.)
Ïåðâîå óñëîâèå, êàê ìû äàëüøå óâèäèì, íîñèò õàðàêòåð íîðìèðîâêè è îçíà÷àåò

ñèììåòðèþ ñâÿçíîñòè. Âòîðîå óñëîâèå � ýòî àíàëîã ïðàâèëà Ëåéáíèöà äëÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè.

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå óñëîâèå âî âòîðîå íàõîäèì,

Zg(X,Y ) = g(∇XZ − [X,Z], Y ) + g(X,∇ZY ) =

g(Y,∇XZ) + g(X,∇ZY ) + g(Y, [Z,X]).

Ïåðåñòàâëÿÿ ïîëÿ íàõîäèì
Y g(Z,X) = g(X,∇ZY ) + g(Z,∇YX) + g(X, [Y, Z]),

Xg(Y, Z) = g(Z,∇YX) + g(Y,∇XZ) + g(Z, [X,Y ]).

Ñêëàäûâàÿ ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ è âû÷èòàÿ òðåòüå íàõîäèì

(3)
2g(X,∇ZY ) = Zg(X, Y )+Y g(Z,X)−Xg(Y, Z)+g(Y, [X,Z])+g(X, [Z, Y ])+g(Z, [X,Y ]).

Òàêèì îáðàçîì, ðèìàíîâà ìåòðèêà g ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïî ôîðìóëå (1)
ñîãëàñîâàííóþ ñ íåé àôôèííóþ ñâÿçíîñòü, åñëè îíà ñóùåñòâóåò. Ñóùåñòâîâàíèå
íóæíîé ñâÿçíîñòè áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ∇Z : V → V
ïîñòðîåííîå ïî g ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1) ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ,
ñîãëàñîâàííîé ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ∇Z � êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Óñëîâèå
∇Z(aX + bY ) = a∇ZX + b∇ZY , ãäå a, b ∈ R, ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (1).

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî Zg(X, fY ) = Z(fg(X,Y )) = Z(f)g(X, Y ) + fZg(X,Y ))
è g(X, [Z, fY ]) = g(X,Z(fY ) − fY Z) = g(X,Z(f)Y + fZY − fY Z) =
g(X,Z(f)Y + f [Z, Y ]) = g(X,Z(f)Y ) + g(X, f [Z, Y ]) = Z(f)g(X, Y ) + fg(X, [Z, Y ]).

46



Òàêèì îáðàçîì.
2g(X,∇ZfY ) = Zg(X, fY )+fY g(Z,X)−Xg(fY, Z)+g(fY, [X,Z])+g(X, [Z, fY ])+g(Z, [X, fY ]) =

2fg(X,∇ZY ) + Z(f)g(X,Y )−X(f)g(Y, Z) + Z(f)g(X,Y ) +X(f)g(Z, Y ) =

2fg(X,∇ZY ) + 2Z(f)g(X, Y ).

Îòêóäà ñëåäóåò "ïðàâèëî Ëåéáíèöà"
∇ZfY = f∇ZY + Z(f)Y.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñåìåéñòâî êîâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ∇Z îáðàçóåò
àôôèííóþ ñâÿçíîñòü.

Óñëîâèå ∇(X+Y )Z = ∇XZ + ∇YZ ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (1). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà ∇fZY = f∇ZY
ìû îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè Zg(X, fY ) = Z(f)g(X,Y ) + fZg(X, Y )) è
g(X, [Z, fY ]) = Z(f)g(X,Y ) + fg(X, [Z, Y ]).

Òîãäà
2g(X,∇fZY ) = fZg(X, Y )+Y g(fZ,X)−Xg(Y, fZ)+g(Y, [X, fZ])−g(X, [Y, fZ])+g(fZ, [X, Y ]) =

fZg(X,Y ) + Y (f)g(Z,X) + fY g(Z,X)−X(f)g(Y, Z)− fXg(Y, Z) + fg(Y, [X,Z])+

X(f)g(Y, Z)− fg(X, [Y, Z])− Y (f)g(X,Z) + fg(Z, [X, Y ]) =

2fg(X,∇ZY )+Y (f)g(Z,X)−X(f)g(Y, Z)+X(f)g(Y, Z)−Y (f)g(X,Z) = 2fg(X,∇ZY ).

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð ∇Z � ýòî àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü. Äîêàæåì, ÷òî îíà
ñîãëàñîâàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ
1. è 2.

Óñëîâèå 1 ïîëó÷àåòñÿ åñëè âû÷åñòü èç ñîîòíîøåíèÿ (1) è ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñ
ïåðåñòàíîâêîé Y è Z
2g(X,∇ZY )−2g(X,∇YZ) =

(
Zg(X, Y )+Y g(Z,X)−Xg(Y, Z)

)−(Y g(X,Z)+Zg(Y,X)−Xg(Z, Y )
)
+

(
g(Y, [X,Z])+g(X, [Z, Y ])+g(Z, [X, Y ])

)−(g(Z, [X, Y ])+g(X, [Y, Z])+g(Y, [X,Z])
)

= 2g(X, [Z, Y ]).

Óñëîâèå 2 ïîëó÷àåòñÿ åñëè ñëîæèòü (1) è ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñ ïåðåñòàíîâêîé X
è Y
2g(X,∇ZY )+2g(Y,∇ZX) =

(
Zg(X, Y )+Y g(Z,X)−Xg(Y, Z)

)
+
(
Zg(Y,X)+Xg(Z, Y )−Y g(X,Z)

)
+

(
g(Y, [X,Z])+g(X, [Z, Y ])+g(Z, [X, Y ])

)
+
(
g(X, [Y, Z])+g(Y, [Z,X])+g(Z, [Y,X])

)
= 2Zg(X,Y )

Äàäèì òåïåðü êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Çàôèêñèðóåì
ëîêàëüíóþ êàðòó è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû {x1, . . . , xr}, êîòîðûå îíà ïîðîæäàåò.
Ïîëîæèì X = ∂

∂xi
, Y = ∂

∂xj
è Z = ∂

∂xk
.

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì,

∇XY = ∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk

è
g(X,Y ) = g(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) = gij.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå
∇XY −∇YX = [X, Y ];
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îçíà÷àåò, ÷òî

0 =
[ ∂
∂xi

,
∂

∂xj
]

= [X, Y ] = ∇XY −∇YX = Γkij
∂

∂xk
− Γkji

∂

∂xk
= (Γkij − Γkji)

∂

∂xk
.

Òî åñòü
Γkij = Γkji

Ñîîòíîøåíèå
Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )

îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ

Zg(X, Y ) =
∂

∂xk
g(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

∂gij
∂xk

ðàâíà

g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY ) = g(Γlki
∂

∂xl
,
∂

∂xj
) + g(

∂

∂xi
,Γlkj

∂

∂xl
) = gljΓ

l
ki + gliΓ

l
kj.

Òàêèì îáðàçîì,
∂gij
∂xk

= gljΓ
l
ki + gliΓ

l
kj.

Ôîðìóëà

2g(X,∇ZY ) = Zg(X, Y )+Y g(Z,X)−Xg(Y, Z)+g(Y, [X,Z])+g(X, [Z, Y ])+g(Z, [X,Y ])

äàåò ïðÿìîå îïèñàíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû
ðèìàíîâîé ìåòðèêè gij. Îíà îçíà÷àåò, ÷òî

g(X,∇ZY ) = g(
∂

∂xi
,∇ ∂

∂xk

∂

∂xj
) = g

( ∂
∂xi

,Γlkj
∂

∂xl
)

= gilΓ
l
kj

ðàâíî

1

2

(
Zg(X, Y ) + Y g(Z,X)−Xg(Y, Z) + g(Y, [X,Z]) + g(X, [Z, Y ]) + g(Z, [X,Y ])

)
=

1

2

( ∂

∂xk
g(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) +

∂

∂xj
g(

∂

∂xk
,
∂

∂xi
)− ∂

∂xi
g(

∂

∂xj
,
∂

∂xk
)
)

=

1

2

(∂gij
∂xk

+
∂gki
∂xj
− ∂gkj

∂xi
)
.

Òî åñòü

Γlkj =
1

2
gil
(∂gij
∂xk

+
∂gki
∂xj
− ∂gkj

∂xi
)
.
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7.5. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ è ãåîäåçè÷åñêèå. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ
γ = (γ1, . . . , γr) : [0, 1]→ M áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé òàêóþ, ÷òî γ̇(t) = dγ(t)

dt
6= 0. Êðèâàÿ

γ(t) ïîðîæäàåò ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ At ∈ Tγ(t) (t ∈ [0, 1])
, äåéñòâóþùåå íà ôóíêöèè f : M → R ïî ïðàâèëó

Atf =
df(γ(t))

dt
(t) =

∂f

∂xi
γ̇i(t).

Òàê èì îáðàçîì
At = γ̇i(t)

∂

∂xi
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå Yt = yj(t) ∂
∂xj
∈ Tγ(t)

(t ∈ [0, 1]) íà êðèâîé γ([0, 1]). Åãî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïîëþ At ðàâíà

∇AtYt = ∇γ̇i(t) ∂

∂xi
yj(t)

∂

∂xj
= Uk(t)

∂

∂xk
,

ãäå
Uk(t) = γ̇i(t)

(∂yk
∂xi

(t) + yj(t)Γkij(t)
)

=
dyk(γ(t))

dt
+ γ̇i(t)yj(t)Γkij(t).

Òàêèì îáðàçîì,

∇AtYt =
(dyk(γ(t))

dt
+ γ̇i(t)yj(t)Γkij(t)

) ∂

∂xk
.

Âåêòîðíîå ïîëå Yt íà êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ ïîëåì ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ, åñëè
∇AtYt = 0. Òî åñòü

dyk(γ(t))

dt
+ γ̇i(t)yj(t)Γkij(t) = 0 äëÿ âñåõ k.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå ÷òî âåêòîðà Yt ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà âåêòîðà Y0 âäîëü êðèâîé γ.
Çàäà÷à 7.2. Äîêàæèòå ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâîé γ ïîðîæäàåò
îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Hγ : TaM → TbM , ãäå a = γ(0), b = γ(1).
Çàäà÷à 7.3. Íàéòè îïåðàòîð Hγ äëÿ Γkij = 0.
Çàìå÷àíèå 7.1. Ïîñòðîåííûé îïåðàòîð TaM → TbM âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò
êðèâîé γ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè a è b äàæå, åñëè a = b è êîíòóð γ ìàëåíüêèé. Â
ýòîì ñëó÷àå îí çàâèñèò î êàñàòåëüíûõ A,B ∈ TaM êîíòóðà γ â òî÷êå a = b. Òàêèì
îáðàçîì â êàæäîé òî÷êå a ∈ M âîçíèêàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð RA,B : TaM → TaM .
Ýòî îïåðàòîðíîå ïîëå RA,B = ∇A∇B −∇B∇A −∇[A,B] íà M íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì
êðèâèçíû.

Ïóñòü òåïåðü ñâÿçíîñòü ∇ ñîãëàñîâàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû X0, Y0 ∈ Tγ(0) è ðåçóëüòàò èõ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà
Xt, Yt ∈ Tγ(t) âäîëü êðèâîé γ. Òîãäà óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ñâÿçíîñòè è ìåòðèêè äàåò

dg(Xt, Yt)

dt
= Atg(Xt, Yt) = g(∇AtXt, Yt) + g(Xt,∇AtYt) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tγ(0)

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü γ.
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âìåñòå ñ óñëîâèåì ñèììåòðèè Γkij = Γkji
ýêâèâàëåíòíî ñîãëàñîâàííîñòü ñâÿçíîñòè è ðèìàíîâîé ìåòðèêè.

Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè ïîëå å¼ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ At = γ̇i ∂
∂xi

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ íà γ. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî

γ̈k + Γkij γ̇
iγ̇j = 0 äëÿ âñåõ t è k.

Ïóñòü òåïåðü ñâÿçíîñòü ∇ ñîãëàñîâàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g. Òîãäà ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå � ýòî êðèâûå äëèíà êîòîðûõ â ìåòðèêå g ìåíüøå äëèí
âñåõ áëèçêèõ êðèâûõ ñ òåìè æå êîíöàìè.
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