
Ñåìèíàð 7. Áîçîí-ôåðìèîííîå ñîîòâåòñòâèå è "ðàçðåæåííûå"áîçîíû.

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Êëèôôîðäà C[ψi, ψ
∗
i ]i∈Z, ãäå ψi. Ïóñòü ψ(z), ψ

∗(z) � ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîèçâîäÿùèå ðÿäû. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèåM àëãåáðû Êëèôôîðäà, ïîðîæäåííîå âåêòîðîì v òàêèì,
÷òî ψiv = 0 = ψ∗

j v äëÿ i > 0, j > 0.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî h(z) =
∑
i∈Z

hiz
−i =: ψ(z)ψ∗(z) : êîððåêòíî îïðåäåëåíî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè.

Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà h(z) ïîðîæäàþò àëãåáðó Ãåéçåíáåðãà.

Çàäà÷à 2. Íà ïðîñòðàíñòâå M èìåþòñÿ 2 ãðàäóèðîâêè ("çàðÿä"è "ýíåðãèÿ"): îòíîñèòåëüíî ïåðâîé
ñòåïåíü ψi ðàâíà 1, à ψ∗

i � −1, îòíîñèòåëüíî âòîðîé ñòåïåíü ψi è ψ∗
i ðàâíà i. Ñòàðøèé âåêòîð v èìååò

ñòåïåíü 0 îòíîñèòåëüíî îáåèõ ãðàäóèðîâîê. Õàðàêòåðîì áèãðàäóèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà V =
⊕
V (i,j)

íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä
∑
i,j

dimV (i,j)tiqj . Íàéäèòå õàðàêòåð ïðîñòðàíñòâà M .

Çàäà÷à 3. Íà àëãåáðå Êëèôôîðäà äåéñòâóåò ãðóïïà Z ñäâèãàìè íîìåðîâ îáðàçóþùèõ ([i](ψj) = ψi+j

è [i](ψ∗
j ) = ψ∗

−i+j).

(à) Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâåM êîððåêòíî îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû Z, òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî
w ∈M âûïîëíåíî ψj [i]w = [i]ψi+jw (è àíàëîãè÷íî ñ ψ∗).

(á) Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì [hi, ψj ] = ψi+j âûðàçèòå ψ(z), ψ
∗(z) ÷åðåç îïåðàòîðû [1], [−1] è hi.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ C[ai]i∈Z. Ïóñòü a(z) :=
∑
i∈Z

aiz
−i. Ïóñòü Fn � ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû

C[ai]i∈Z â ïðîñòðàíñòâå C[ai]i∈Z/(ai)i>0. Ïóñòü v = 1 ∈ Fn � ñòàðøèé âåêòîð, è ïóñòüWn = Fn/{a(z)2 = 0}.
Íà ïðîñòðàíñòâàõ Fn è Wn îïðåäåëåíû òå æå 2 ãðàäóèðîâêè: îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñòåïåíü ai ðàâíà 1,
îòíîñèòåëüíî âòîðîé ñòåïåíü ai ðàâíà i. Ñòàðøèé âåêòîð èìååò ñòåïåíü 0 îòíîñèòåëüíî îáåèõ ãðàäóèðîâîê.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå îáùèé âèä ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ⟨w∨, a(z1) . . . a(zk)w⟩ â ïðîñòðàíñòâå Wn.

Çàäà÷à 5.
(à) Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ai1 · . . . aikv äëÿ âñåõ íàáîðîâ 0 > i1 > . . . > ik, òàêèõ, ÷òî is − is+1 > 1,

îáðàçóþò áàçèñ â W0.
(á) Íàéäèòå õàðàêòåð ïðîñòðàíñòâà W0.
(â) Íàéäèòå õàðàêòåð ïðîñòðàíñòâà Wn.

Çàäà÷à 6.
(à) Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Wn →Wn+2, çàäàííîå êàê w 7→ an+1w, ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.
(á) Íàéäèòå õàðàêòåð ïðîñòðàíñòâà W := lim

→
Wn, ñ÷èòàÿ, ÷òî âåêòîð v = 1 ∈W0 èìååò ñòåïåíü (0,0).

Çàäà÷à 7. Íà àëãåáðå C[ai]∞i=−∞ äåéñòâóåò ãðóïïà Z ñäâèãàìè íîìåðîâ îáðàçóþùèõ ([i](aj) = ai+j) è
àáåëåâà àëãåáðà Ëè h ïîðîæäåííàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè hi, i ∈ Z òàêèìè, ÷òî hi(aj) := 2ai+j .

(à) Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâåW êîððåêòíî îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû Z, òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî
w ∈W âûïîëíåíî aj [i]w = [i]ai+jw.

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå W êîððåêòíî îïðåäåëåíî äåéñòâèå öåíòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
àëãåáðû Ëè h (ò.å. àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà), òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî w ∈W âûïîëíåíî ajhiw = (hiaj − ai+j)w.
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