
Ëåêöèÿ 15.03.17

Îïðåäåëåíèé è ôîðìóëû

Ïóñòü G = SL(2,R), P - ïîäãðóïïà âåðõåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Îäíîìåðíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ πχ : P → C - íóìåðóþòñÿ ïàðîé χ = (s, ε), ãäå s ∈ C, ε = 0, 1 è çàäàþòñÿ
ôîðìóëîé:

πχ :

(
λ−1 a
0 λ

)
→ |λ|s−1 sgnε(λ).

Ïðåäñòàâëåíèå îñíîâíîé ñåðèè Dχ ãðóïïû G = SL(2,R) - ýòî èíäóöèðîâàííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå

Dχ = IndGP πχ
Îíî ñîñòîèò èç (C∞ ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé) ôóíêöèé F (x) ñî çíà÷åíèÿìè â C,
òàêèõ, ÷òî

(1) F (px) = πχ(p)F (x)

à äåéñòâèå ãðóïïû çàäàòñÿ ïðàâûìè ñäâèãàìè,

TgF (x) = F (xg)

Òàêèå ôóíêöèè ÷åðåç ðàçëîæåíèå Ãàóññà îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà

íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèöàõ

(
1 0
z 1

)
, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåàëèçàöèè Dχ â C

∞- ôóíêöè-

ÿõ ϕ(z) íà ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþùèõ àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ ϕ(−1/z)|z|s−1 sgnε(z)
ãëàäêà ïðè z = 0 ñ ôîðìóëîé äåéñòâèÿ

Tgϕ(z) = |bz + d|s−1 sgnε(bz + d)ϕ

(
az + c

bz + d

)
, g =

(
a b
c d

)
Ýêâèâàëåíòíàÿ ðåàëèçàöèÿ â îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ âòîðîé ñòðîêè (èáî G/P ∼ RP 1)

f(x̄) := f(λx1, λx2) = |λ|s−1 sgnε(λ)f(x1, x2)

ñ äåéñòâèÿìè ïðàâûìè ñäâèãàìè, Tgf(x̄) = f(x̄g), ãäå èñïîëüçîâàíî óìíîæåíèå âåêòîð
ñòðîêè íà ìàòðèöó. Îãðàíè÷èâàÿ, ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ Èâàñàâà(

a b
c d

)
=

(
λ−1 y
0 λ

)(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
ôóíêöèè (1) íà êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ â

ôóíêöèÿõ ψ(θ) c óñëîâèåì ψ(θ+π) = (−1)εψ(θ). Ñâÿçü ñ �íåêîìïàêòíîé� ðåàëèçàöèåé

ψ(θ) = | cos θ|s−1 sgnε(θ)ϕ(tg θ)

Äëÿ âûâîäà ôîðìóëû äåéñòâèÿ â êîìïàêòíîé ðåàëèçàöèè óäîáíî ïåðåéòè îò ïàðàìåò-
ðîâ âåêòîðà âòîðîé ñòðîêè (sin θ, cos θ) ê âåêòîðó (eiθ, e−iθ) ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ

íà ìàòðèöó I =

(
i −i
1 1

)
,

(sin θ, cos θ)I = (eiθ, e−iθ)

Ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà

(
a b
c d

)
èç SL(2,R) ñîïðÿãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ I−1,

I−1
(
a b
c d

)
I =

(
α β
β̄ ᾱ

)
1



2

ãäå α = 1/2(a + d = i(b + c)), β = 1/2(−a + d + i(b − c)). Ïîñëåäíèå îáðàçóþò
ãðóïïó SU(1, 1), èçîìîðôíóþ SL(2,R). Òåïåðü äåéñòâèå â �êîìïàêòíîé� ðåàëèçàöèè
åñòåñòâåííî ïèøåòñÿ â ïàðàìåòðàõ SU(1, 1). Îáîçíà÷èì ζ = eθ è w = e2iθ. Òîãäà ïðè
ε = 0 ôóíêöèè èç Dχ çàâèñÿò òîëüêî îò w è

Tgψ(w) = |ᾱ + βw|s−1ψ
(
αw + β̄

ᾱ + βw

)
, g =

(
α β
β̄ ᾱ

)
Ïðè ε = 1 âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç Dχ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ζψ(w) è

Tgζψ(w) = ζ|ᾱ + βw|s−1 α + β̄w̄

|ᾱ + βw|
ψ

(
αw + β̄

ᾱ + βw

)
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