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4. Рациональные производящие функции

В следующих задачах «найдите» означает «найдите в виде формул, содержащих много-
члены от n, an и cos(ωn+ ϕ)».

4.1. Для следующих рекуррентных последовательностей {an}n≥0 найдите произво-
дящие функции A(q) =

∑
n≥0 anq

n в виде рациональной функции от q:
а) an+2 = an+1 + an, a0 = a1 = 1;
б) an+2 = 5an+1 − 6an, a0 = 2, a1 = 1;
в) an+2 = 2an+1 − an, a0 = 1, a2 = 3;
г) an+2 = 4an+1 − 4an, a0 = 2, a1 = 8;
д) an+3 = 6an+2 − 11an+1 + 6an, a0 = 1, a1 = 2, a2 = 6.

4.2. а) Каждую из полученных дробей представьте в виде линейной комбинации
простейших.

б) Для каждой из последовательностей из предыдущей задачи найдите явное
выражение для an.

4.3. Разложите в ряд рациональную функцию:
а) 2q−3

3q−5
; б) q−3

q2−6q+8
; в) 1

(1−q)2
.

4.4. Пусть последовательность задана условием an+2 = αan+1 + βan (начальные
условия a0, a1 также заданы). Доопределим эту последовательность тем же соот-
ношением для отрицательных n и положим bn = a−n.

а) Найдите производящую функцию A(q) =
∑

n≥0 anq
n.

б) Покажите, что если β 6= 0, то последовательность bn определена однозначно.
в) Найдите производящую функцию B(q) =

∑
n≥−1 bnq

n+1 = a1+a0q+a1q
2+. . . .

г) Найдите (−10)-е число Фибоначчи F−10.

4.5. Найдите число способов разбить на доминошки (прямоугольники 1 × 2) пря-
моугольник размера:

а) 2× n; б) 3× 2n.

4.6. Сколько последовательностей длины n из нулей и единиц не содержат трех
единиц подряд?


