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Îïðåäåëèì áèëèíåéíîå ñïàðèâàíèå Dχ ⊗D−χ → C (â íåêîìïàêòíîé ðåàëèçàöèè):

(ϕ1, ϕ2) =

∫ ∞
−∞

ϕ1(x)ϕ2(x)dx, ϕ1 ∈ Dχ, ϕ2 ∈ D−χ.

Óòâåðæäåíèå. Ýòî ñïàðèâàíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû SL(2,R).

Äîêàçàòåëüñòâî - ïðîñòàÿ ïðîâåðêà çàìåíîé ïåðåìåííûõ y = ax+c
bx+d

:(
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(
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ϕ2

(
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|bx+ d|−2dx =

∫ ∞
−∞

ϕ1(y)ϕ2(y)dy = (ϕ1, ϕ2).

Àíàëîãè÷íî, èìååòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîå èíâàðèàíòíîå ñïàðèâàíèå Dχ ⊗D−χ̄ → C,

(ϕ1, ϕ2) =

∫ ∞
−∞

ϕ1(x)ϕ̄2(x)dx, ϕ1 ∈ Dχ, ϕ2 ∈ D−χ̄.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè χ = χ̄, ò.å., äëÿ ÷èñòî ìíèìîãî ïàðàìåòðà s = iρ: χ = (iρ, ε)
ïðåäñòàâëåíèå Dχ óíèòàðíî. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â êëàññè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè îá-
ðàçóþò îñíîâíóþ óíèòàðíóþ ñåðèþ. Â êîìïàêòíîé ðåàëèçàöèè áèëèíåéíîå (è ïîëó-

òîðàëèíåéíîå) ñïàðèâàíèå òàêæå èìååò ïðîñòóþ ôîðìó (ψ1, ψ2) =
∫ 2π

0
ψ1(θ)ψ2(θ)dθ

Îïðåäåëèì îïåðàòîð Aχ : Ds → D−s,

Aχϕ(x) =

∫ ∞
−∞
|x1 − x|−s−1ϕ(x1) sgnε(x1 − x)dx

Óòâåðæäåíèå. Aχ - ñïëåòàþùèé îïåðàòîð. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî ñïëåòåíèÿ T
(−χ)
g Aχ =

AχT
(χ)
g ïðè ε = 0 ïðè ïîìîùè çàìåíû ïðåìåííûõ y1 = ax1+c

bx1+d

AχT
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∫ ∞
−∞
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)
=∫ ∞

−∞
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Îïåðàòîð Aχ : Ds → D−s îïðåäåëåí ïðè Re s > 0, èíà÷å èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, òàê ÷òî
íåâîçìîæíî äàæå ïîñ÷èòàòü êîìïîçèöèþ AχA−χ. Åãî ìîæíî òðàêòîâàòü (ñ òî÷íîñòüþ
äî çíàêà) ëèáî êàê ñâåðòêó fχ ∗ φ(x) c ôóíêöèåé fχ(x) = |x|−s−1 sgnε(x), ëèáî êàê
âû÷èñëåíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè fχ(z) íà ïðîáíîé ôóíêöèè ϕ(z + x),

Aχϕ(x) =

∫ ∞
−∞

fχ(z)ϕ(z + x)dz

Ïîýòîìó äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðà Aχ ïî ïàðàìåòðó s íóæíî èçó-
÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé |x|λ è |x|λ sgnx ïî ïàðàìåòðó
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λ. Ïóñòü xλ± - îáîáùåííûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ïðè Reλ > −1 ðàâåíñòâàìè

(xλ+, ϕ(x)) =

∫ ∞
0

xλϕ(x)dx, (xλ−, ϕ(x)) =

∫ 0

−∞
xλϕ(x)dx =

∫ ∞
0

xλϕ(−x)dx

Òîãäà |x|λ = xλ+ + xλ− è |x|λ sgnx = xλ+ − xλ−
Øàã 1 Ïðîäîëæèì àíàëèòè÷åñêè xλ+ â îáëàñòü Reλ > −2 c ïîëþñîì â òî÷êå λ =
−1, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì∫ ∞

0

xλϕ(x)dx =

∫ ∞
1

xλϕ(x)dx+

∫ 1

0

xλ(ϕ(x)− ϕ(0))dx+
ϕ(0)

λ+ 1
,

â êîòîðîì ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óæå ïðè Reλ > −2. Çàìåòèì, ÷òî â áîëåå óç-
êîé îáëàñòè −2 < Reλ < −1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëà

∫∞
1
xλdx

è ïåðåïèñàòü ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî êàê

(1)

∫ ∞
0

xλ(ϕ(x)− ϕ(0))dx

Ïîâòîðÿÿ äàëåå ýòó ïðîöåäóðó ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë-
æåíèÿ â ïîëóïëîñêîñòü Reλ > −(n+ 1),

(xλ+, ϕ(x)) =

∫ ∞
1

xλϕ(x)dx+

∫ 1

0

xλ

(
ϕ(x)−

n∑
k=1

ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!
xk−1

)
dx+

n∑
k=1

ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!

1

λ+ k
,

(xλ−, ϕ(x)) =

∫ ∞
1

xλϕ(−x)dx+

∫ 1

0

xλ

(
ϕ(−x)−

n∑
k=1

(−1)k−1ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!
xk−1

)
dx

+
n∑
k=1

(−1)k−1ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!

1

λ+ k
,

òàê ÷òî

(|x|λ, ϕ(x)) =

∫ ∞
1

xλ(ϕ(x) +ϕ(−x))dx+

∫ 1

0

xλ

(
ϕ(x) +ϕ(−x)− 2

n∑
k=1

ϕ(2k−2)(0)

2(k − 1)!
x2(k−1)

)
dx

+
n∑
k=1

ϕ(2k−2)(0)

(2(k − 1))!

2

λ+ 2k − 1
, Reλ > −2n− 1

(|x|λ sgnx, ϕ(x)) =

∫ 1

0

xλ

(
ϕ(x)−ϕ(−x)− 2

n∑
k=1

ϕ(2k−1)(0)

2(k − 1)!
x2k−1)

)
dx+

∫ ∞
1

xλ(ϕ(x)−ϕ(−x))dx+
n∑
k=1

ϕ(2k−1)(0)

(2k − 1))!

2

λ+ 2k
, Reλ > −2n− 2

Òàêæå êàê è â (1), â áîëåå óçêèõ îáëàñòÿõ −2n + 1 > Reλ > −2n − 1 è −2n >
Reλ > −2n−2 ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäíèå ôîðìóëû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå åäèíûõ
èíòåãðàëîâ.
Ôóíêöèÿ |x|λ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ λ 6= −1,−3, .... Â òî÷êå λ = −2n−1 îíà èìååò ïî-

ëþñ, ðàâíûé 2
(2n)!

δ(2n)(x). Â òî÷êàõ λ = −2,−4, ... ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà è îáîçíà÷àåòñÿ

x−2, x−4, ...
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Ôóíêöèÿ |x|λ sgnx îïðåäåëåíà ïðè âñåõ λ 6= −2,−4, .... Â òî÷êå λ = −2n îíà èìååò
ïîëþñ, ðàâíûé −2

(2n)!
δ(2n−1)(x). Â òî÷êàõ λ = −1,−3, ... ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà è îáîçíà-

÷àåòñÿ x−1, x−3,...

Îáîáùåííûå ôóíêöèè (x± i0)λ Ïî îïðåäåëåíèþ, (x± i0)λ = limy→±0(x+ iy)λ, ãäå

(x+ iy)λ = eλ(log |x+iy|+i arg(x+iy)), −π < arg(x+ iy) < π

Ïðè ôèêñèðîâàííîì y 6= 0 ôóíêöèÿ (x+ iy)λ - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî
àðãóìåíòà x, à åå ïðåäåë ïðè y → ±0 îïèñûâàåòñÿ êàê

(x+ i0)λ = xλ+ + eiπλxλ−, (x− i0)λ = xλ+ + e−iπλxλ−

Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, ýòè îáîáùåííûå ôóíêöèè ãîëîìîðôíû ïî λ. Â ÷àñòíîñòè,
îïðåäåëåíû ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ λ. Âû÷èñëèì ýòè çíà÷åíèÿ, ïîëüçóÿñü ïðèâå-
äåííûìè îïèñàíèÿìè àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé |x|λ è |x|λ sgnx. Èìåÿ â
âèäó ðàâåíñòâà xλ± = 1/2

(
|x|λ ± |x|λ sgnx

)
, ïîëó÷àåì

(x± i0)λ = |x|λ1 + e±iπλ

2
+ |x|λ1 + e±iπλ

2
Ïðè ñòðåìëåíèè x ê îòðèöàòåëüíîìó öåëîìó ÷èñëó îäíî ñëàãàåìîå ðåãóëÿðíî, âî
âòîðîì íîëü ñîêðàùàåò ïîëþñ, òàê ÷òî â èòîãå ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

(x+ i0)−n =x−n − πi (−1)n

(n− 1)!
δ(n−1)(x),

(x− i0)−n =x−n + πi
(−1)n

(n− 1)!
δ(n−1)(x)

÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû Ñîõîöêîãî

1

x+ i0
=

1

x
− πiδ(x),

1

x− i0
=

1

x
+ πiδ(x)

Îòâåòû ê 10-ìèíóòêå è çàäà÷å 2 ñåìèíàðà

1.Äåéñòâèå îáðàçóþùèõ e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
àëãåáðû Ëè sl(2,R)

â ïðîñòðàíñòâå Dχ îñíîâíîé ñåðèè â íåêîìïàêòíîé ðåàëèçàöèè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

e = (s− 1)z − z2 d

dz
, h = (1− s) + 2z

d

dz
, f =

d

dz
.

Îòâåò íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ε.

2. Äåéñòâèå îáðàçóþùèõ E0 =

(
i 0
0 −i

)
, E1 =

(
0 1
1 0

)
, E2 =

(
0 i
−i 0

)
àëãåáðû

su(1, 1) â ïðîñòðàíñòâå Dχ îñíîâíîé ñåðèè â êîìïàêòíîé ðåàëèçàöèè ïðè ε = 0 çàäà-
þòñÿ ôîðìóëàìè

E0 =2iw
d

dw
, E1 =

s− 1

2

(
w + w−1

)
+
(
1− w2

) d

dw
,

E2 =
s− 1

2
i
(
w − w−1

)
− i
(
1 + w2

) d

dw
, ïðè ε = 0,
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Äåéñòâèå îáðàçóþùèõ h = −iE0, e = (E1 − iE2)/2 è f = (E1 + iE2)/2 êîìïëåêñèôè-
êàöèè àëãåáðû Ëè òåì ñàìûì èìåþò âèä

h = 2w
d

dw
, e =

s− 1

2
w − w2 d

dw
, f =

s− 1

2
w−1 +

d

dw
Ïðè ε = 1 ê ôîðìóëàì äëÿ äåéñòâèÿ îáðàçóþùèõ E0, E1 è E2 äîáàâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå
i, −1

2
(w − w1) è − i

2
(w + w1) ñîîòâåòñòâåííî.

Âåêòîðû u2n = wn = e2inθ îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ Dχ ïðè
ε = 0, à âåêòîðû u2n+1 = ζwn = ei(2n+1)θ îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ
Dχ ïðè ε = 1. Ôîðìóëà äåéñòâèÿ êîìïëåêñíîé îáîëî÷êè àëãåáðû Ëè â íèõ ïîëó÷àåòñÿ
îäèíàêîâîé:

hun = nun, eun =
1

2
(s− 1− n)un+2, fun =

1

2
(s− 1 + n)un−2

Â ïðåäñòàâëåíèÿõ ñ ε = 0 âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî âåêòîðû ñ ÷åòíûì èíäåêñîì, â ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ ñ ε = 1 - ñ íå÷åòíûì.
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