
Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè II. Ñåìèíàðû 29.03.17-5.04.17

Çàäà÷à 1. Îïèøèòå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýéëåðîâà èíòåãðàëà
∫∞

0
tz−1e−tdt

íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïàðàìåòðà z. Íàéäèòå îòñþäà ïîëþñà Γ-ôóíêöèè è
âû÷åòû â íèõ.

Çàäà÷à 2. Çíàÿ äåéñòâèå êîìïëåêñèôèêàöèè àëãåáðû Ëè su(1, 1) â áàçèñå ôóíêöèé,
ñîáñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû,

hun = nun, e un =
1

2
(s− 1− n)un+2, f un =

1

2
(s− 1 + n)un−2

à) íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ s è ε, ïðè êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíèå Dχ îñíîâíîé
ñåðèè ïðèâîäèìî;

á) îïèøèòå ñòðóêòóðó ïîäìîäóëåé â ïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ
â) íàéäèòå ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû ñïëåòàþùåãî îïåðàòîðà Aχ : Dχ → D−χ.

Çàäà÷à 3. Ïðîâåðüòå èíâàðèàíòíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(f(w), g(w)) =

∫
|w<1|

f(w) ¯g(w)(1− |w|2)−s−1dwdw̄

â ïðåäñòàâëåíèè äèñêðåòíîé ñåðèè ãðóïïû SU(1, 1), ðåàëèçîâàííîì â ïðîñòàíñòâå
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå, äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ èíòåãðàë, îïðå-

äåëÿþùèé (f(w), f(w)) c äåéñòâèåì Tgf(w) = (ᾱ + βw)s−1f
(
αw+β̄
βw+ᾱ

)
Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé zk è zm â ïðî-
ñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ F+

n äèñêðåòíîé ñåðèè ãðóïïû SU(1, 1) (â ðåàëèçàöèè íà
åäèíè÷íîì äèñêå)

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå íîðìû áàçèñíûõ ñîáñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé ïîä-
ãðóïïû SU(1, 1) âåêòîðîâ (ñì.çàäà÷ó 2) â ïðåäñòàâëåíèè äèñêðåòíîé ñåðèè F+

n . Êàêèå
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò ýòèì âåêòîðàì?

Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ïðåäñòàâëåíèå D0,1 îñíîâíîé ñåðèè ðàñïà-
äàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ (íàçûâàåìûìè ïðåäåëàìè äèñêðåòíîé ñåðèè). Îïèøèòå
ðàçëîæåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû.

Çàäà÷à 7. à) Ïðåäñòàâëåíèÿ F±s äèñêðåòíîé ñåðèè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà âíåø-

íèì àâòîìîðôèçìîì - ñîïðÿæåíèåì ãðóïïîâîãî ýëåìåíòà ìàòðèöåé

(
0 1
1 0

)
á) Îïèøèòå ðåàëèçàöèþ F−s â òåðìèíàõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷íûõ âíå åäèíè÷íîãî

êðóãà

Çàäà÷à 8. Ïîêàæèòå. ÷òî ñïëåòàþùèé îïåðàòîð Aχ : Dχ → D−χ ìåæäó ïðåäñòàâ-
ëåíèÿìè îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,R) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå èíòåãðàëà ïî
ãðóïïå N âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè

Aχf(g) =

∫
N

f(w0ng)dn, ãäå w0 =

(
0 1
−1 0

)
Çàäà÷à 9. Ôóíêöèè ϕ

(m)
p (g) = α−1−m−pβp, ãäå m = 1, 2, ..., p = 0, 1, 2, ... ëåæàò â

L2(G). Çàìûêàíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ñäâèãîâ è
êàê ïðåäñòàâëåíèå èçîìîðôíî ïðåäñòàâëåíèþ äèñêðåòíîé ñåðèè. Äîêàæèòå
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