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Èññëåäîâàííîå íà ïðîøëîì ñåìèíàðå äåéñòâèå àëãåáðû Ëè su(1, 1) â êîìïàêòíîé
ðåàëèçàöèè îñíîâíîé íåóíèòàðíîé ñåðèè äîñòàâëÿåò òàêæå è äåéñòâèå ìàêñèìàëüíîé

êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû K ' U(1) ⊂ SU(1, 1). À èìåííî, ýëåìåíò k =

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
äåéñòâóåò íà âåêòîð un ïî ôîðìóëå

kun = einθun

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäóëÿ Õàðèø-×àíäðà. Àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå òàêîâî. Ïóñòü
G - âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà G ñ àëãåáðîé Ëè g, K - åå ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîä-
ãðóïïà ñ àëãåáðîé Ëè k Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Õàðèø-
×àíäðà ãðóïïû G (èëè (g, K)- ìîäóëåì), åñëè V ñíàáæåíî äåéñòâèÿìè àëãåáðû g
è ãðóïïû K, ñîãëàñîâàííûìè â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
a) äåéñòâèå k, ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèðîâàíèåì äåéñòâèÿ K, ñîâïàäàåò ñ îãðàíè-

÷åíèåì íà k äåéñòâèÿ g
á) äëÿ ëþáûõ k ∈ K, g ∈ g è v ∈ V âåðíî kgk−1v = Adk(g)v
Çíàíèå äåéñòâèÿ àëãåáðû Ëè íà äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîðàõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ

ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ ãðóïï íåäîñòàòî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû. Ñòðóêòóðà ìîäóëÿ Õàðèø-×àíäðà áîãà÷å. Â ÷àñòíîñòè, îíà ïîçâîëÿåò âîññòà-
íàâëèâàòü ò.í. "äîïóñòèìûå"óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï. Óñëîâèÿ
"äîïóñòèìîñòè"ñîñòîÿò â òîì, ÷òî êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ (êîíå÷íî-
ìåðíûõ) K -ìîäóëåé â ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ K-êîíå÷íûõ
âåêòîðîâ êîíå÷íû è ëèíåéíû ïî ðàçìåðíîñòè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé. Âñå ïîäôàêòîðû
îñíîâíûõ ñåðèé äîïóñòèìû.

Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé |x|λ è |x|λ sgnx ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû Aχ : Dχ → D−χ â âèäå ñâåðòêè ñ îáîáùåííûìè ôóíê-
öèÿìè |x|−s−1 è |x|−s−1 sgnx äëÿ âñåõ χ = (s, ε), ïðè óñëîâèè, ÷òî s 6= 0, 2, , ..., åñëè
ε = 0 è s 6= 1, 3, ...,, åñëè ε = 1 . Îñîáåííîñòè â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ òî÷êàõ ëåãêî
óñòðàíèòü, ïåðåíîðìèðîâàâ ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû, íàïðèìåð, ïîëîæèâ

Ãχ =
1

Γ(−s)
Aχ

Ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû Ãχ îïðåäåëåíû ïðè âñåõ χ. Âû÷èñëèì êîìïîçèöèþ Ã−χÃχ.
Ïîñêîëüêó ñïëåòàþùèé îïåðàòîð çàäàåòñÿ ñâåðòêîé ñ îáîáùåííîé ôóíêöèåé, åñòå-
ñòâåííî, åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé.
Óòâåðæäåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè F [xλ+] åñòü îáîáùåííàÿ

(ïî ïåðåìåííîé ξ) ôóíêöèÿ iei
π
2
λΓ(λ+ 1)(ξ + i0)λ,

(1) F
[
xλ+
]

= iei
π
2
λΓ(λ+ 1)(ξ + i0)λ

Äîê-âî. Ðå÷ü èäåò î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
∫∞

0
xλeiξxdx ïðè óñëîâèè Reλ > −1. Äàëü-

øå - àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå. Åñëè çàìåíèòü èíòåãðàë ïðåäåëîì ïðè ε → +0
àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ â áåñêîíå÷íîñòè èíòåãðàëà

∫∞
0
xλe(iξ−ε)xdx, òî â ïîñëåäíåì

êîíòóð ìîæíî äåôîðìèðîâàòü â âåðõíèé ëó÷ ìíèìîé îñè, ãäå îí ñâîäèòñÿ ê ýéëåðî-
âó èíòåãðàëó∫ +i∞

0

xλe(iξ−ε)xdx =

∫ ∞
0

(−iξ̄x)λ

(−iξ̄)λ
d(−iξ̄x)

−iξ̄
= iei

π
2
λΓ(λ+ 1)(ξ̄)λ, ãäå ξ̄ = ξ + iε

1
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Â ïðåäåëå ε→ +0 ïîëó÷èì (1). Àíàëîãè÷íî,

(2) F
[
xλ+
]

= −ie−i
π
2
λΓ(λ+ 1)(ξ − i0)λ

Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ (1) è (2) è ïîëüçóÿñü ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ôóíê-
öèÿìè ξ ± i0 è ξλ±, âûïèñàííûìè íà ïðîøëîé ëåêöèè, ïîëó÷àåì:

F [|x|λ] =− 2Γ(λ+ 1) sin
πλ

2
|ξ|−λ−1,

F [|x|λ sgnx] =2iΓ(λ+ 1) cos
πλ

2
|ξ|−λ−1 sgn ξ,

òàê ÷òî

F

[
|x|s−1

Γ(s)

]
F

[
|x|−s−1

Γ(−s)

]
= 4 cos2 πs

2
, F

[
|x|s−1 sgnx

Γ(s)

]
F

[
|x|−s−1 sgnx

Γ(−s)

]
= 4 sin2 πs

2

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâåðòêà îáîáùåííûõ ôóíêöèé |x|
s−1

Γ(s)
∗ |x|

−s−1

Γ(s)
ïðîïîðöèîíàëüíà δ(x) ñ

êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè 4 cos2 πs
2
, ñâåðòêà îáîáùåííûõ ôóíêöèé |x|

s−1 sgnx
Γ(s)

∗
|x|−s−1 sgn

Γ(s)
òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà δ(x) ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè 4 sin2 πs

2
.

Ñîîòâåòñòâåííî êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ Ã−χ ◦ Ãχ ïðîïîðöèîíàëüíà òîæäåñòâåííîìó
îïåðàòîðó â Dχ ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè 4 cos2 πs

2
, åñëè ε = 0 è 4 sin2 πs

2
,

åñëè ε = 1. Òåì ñàìûì îïåðàòîðû Ã±χ îáðàòèìû, åñëè s 6∈ Z + 1 è ε = 0 è s 6∈ 2Z
èε = 1. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ïðåäñòàâëåíèÿ Dχ îñíîâíîé ñåðèè íåïðèâîäè-
ìû (îòñóòñòâóþò èíâàðèàíòíûå çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà). Ýòî ìîæíî âûâåñòè,
èñïîëüçóÿ äâîéñòâåííîñòü Dχ è D−χ, äîêàçàííûé òîëüêî ÷òî èçîìîðôèçì ìåæäó
íèìè è íàëè÷èå öèêëè÷åñêîãî âåêòîðà â îäíîì èç íèõ.

Â îñîáûõ òî÷êàõ ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè, ò.å.,
ôîðìóëà äåéñòâèÿ ãðóïïû ïðèîáðåòàåò âèä

(3) Tgf(x) = (bx+ d)s−1f

(
ax+ c

bx+ d

)
, s ∈ Z

Ñëó÷àé ε = 0 ñîîòâåòñòâóåò íå÷åòíîìó s, ñëó÷àé ε = 1 - ÷åòíîìó s. Îáîçíà÷èèì
ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñèìâîëîì Ds. Èññëåäóåì ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû èç Ds â D−s äëÿ
s ≥ 0. (Íåíîðìèðîâàííûé) îïåðàòîð Aχ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñâåðòêîé ñ îáîá-
ùåííîé ôóíêöèåé x−s−1. Äëÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèè îñíîâíîé ñåðèè ñ òåì
æå s, íî ïðîòèâîïîëîæíûì ε îáðàòèìûé ñïëåòàþùèé îïåðàòîð, ðàâíûé âû÷åòó Aχ,
çàäàåòñÿ ñâåðòêîé ñ δ(s)(x), ò.å., ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ýòîò îïå-
ðàòîð ñïëåòàåò â ñèëó ñâîåé ëîêàëüíîñòè è ïðåäñòàâëåíèÿ Ds è D−s. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì äâà îïåðàòîðà, ñïëåòàþùèõ Ds è D−s,

Asf(x) = x−s−1 ∗ f(x), Bsf(x) = (−1)sδ(s)(x) ∗ f(x) =
ds

dxs
f(x)

Ïðîñòðàíñòâî Es ⊂ Ds ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå s−1 ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà
Bs. Îáðàç F−s îïåðàòîðà Bs ñîñòîèò èç ôóíêöèé f(x) ∈ D−s òàêèõ, ÷òî∫ ∞

−∞
(x− t)kf(t)dt = 0, k = 0, 1, ..., s− 1

Ñ îäíîé ñòîðîíû, èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñâåðòêà ìíî-
ãî÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøå s ñ s-îé ïðîèçâîäíîé ðàâíà íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó
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èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáàÿ ôè-
íèòíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ñ íóëåâûìè âïëîòü äî s−1 ìîìåíòàìè åñòü (s−1) ïðîèçâîäíàÿ.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ s-ÿ èòåðàöèÿ èíòåãðàëà

∫ x
−∞ f(t)dt.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè Ñîõîöêîãî, ðàññìîòðèì òåïåðü âìåñòî îïåðàòîðîâ
As è Bs èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè A

±
s ,

A±s f(x) =
s!

2πi

∫ ∞
−∞

f (t)

(t− x± i0)s+1
dt =

1

2πi

∫ ∞
−∞

f (s)(t)

t− x± i0
dt

Â ýòîì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíû àñèìïòîòèêè ôóíêöèé èçDs. Îíè èíòåðïðåòèðóþòñÿ,
êàê ðàçëîæåíèå s-îé ïðîèçâîäíîé f(x) â ðàçíîñòü ôóíêöèé, ãîëîìîðôíî ïðîäîëæàå-
ìûõ â âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Â ñèëó òîãî, ÷òî f (s)(x) èìååò àñèìïòîòèêó
1/x ïðè x → ±∞, ýòî ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïî òåîðåìå Ïëåìåëÿ-
Ñîõîöêîãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D±s ÿäðà îïåðàòîðîâ A∓s , à ÷åðåç F

±
−s îáðàçû îïåðàòîðîâ

A±s . Òîãäà

Ds/Es =D+
s /Es ⊕D−s /Es, ñîîòâåòñòâåííî F−s = F+

−s ⊕ F−−s,
A+
s : D+

s /Es ' F+
−s, A−s : D−s /Es ' F−−s

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå Ds ïðè s = 0, 1, ... îáëàäàåò êîíå÷íîìåðíûì ïîäìîäó-
ëåì Es ðàçìåðíîñòè s, à ôàêòîð ïî íåìó ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé. Ïðåäñòàâëåíèå D−s ñîäåðæèò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìîäóëÿ F

±
−s, ôàêòîð

ïî èõ ïðÿìîé ñóììå èçîìîðôåí êîíå÷íîìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ Es.
Ïðåäñòàâëåíèÿ F±s , s = −1,−2, ... íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè äèñêðåòíîé ñåðèè

(èíîãäà ãîëîìîðôíîé è àíòèãîëîìîðôíîé ñîîòâåòñòâåííî). Ïðåäñòàâëåíèÿ F±0 íîñÿò
íàçâàíèå ïðåäåëà äèñêðåòíîé ñåðèè. Ïî ïîñòðîåíèþ, ïðåäñòàâëåíèå F+

s ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé f(z), ãîëîìîðôíûõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â åå çàìûêàíèè ñ àñèìïòîòè÷åñêèì óñëîâèåì, ÷òî
ôóíêöèÿ f(−1/z) îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè. Äåéñòâèå ãðóïïû îïèñûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé (3). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî è óíèòàðíî. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
ïðåäñòàâëåíèÿõ ãîëîìîðôíîé äèñêðåòíîé ñåðèè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, g) =

∫∫
Im z>0

f(z)ḡ(z)(Im z)−s−1dzdz̄.

Ïðè s = 0 èíâàðèíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ â óíèòàðíîé ñåðèè

(f, g) =

∫ ∞
−∞

f(x)ḡ(x)dx

Â êîîðäèíàòàõ ãðóïïû SU(1, 1) ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíîé ñåðèè F+
s ïîëó÷àåò ðåà-

ëèçàöèþ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå è äèôôåðåíöèðóåìûõ â çàìû-
êàíèè ñ äåéñòâèåì

Tgψ(w) = (ᾱ + βw)s−1ψ

(
αw + β̄

ᾱ + βw

)
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò âèä

(f, g) =

∫∫
|w|<1

f(w)ḡ(w)(1− |w|2)−s−1dwdw̄.
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