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1. Ôîðìóëû ñëåäà. Äåéñòâèå ïîëóïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ ãðóïï G â ïðåäñòàâëåíèÿõ
îñíîâíîé ñåðèè îñóùåñòâëÿåòñÿ îïåðàòîðàìè, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñëå-
äà. Áîëåå òî÷íî. Ïîíÿòèå ñëåäà êîððåêòíî îïðåäåëåíî äëÿ îïåðàòîðîâ L Ãèëüáåðòà-
Øìèäòà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè â ãèëüáåðòîâîì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâå
H ñ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì (Lei, ej), ãäå {ei} - ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà â H. Ñëåä îïðåäåëåí è äëÿ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Af(x) =

∫ ∞
−∞

K(x, y)f(y)dy,

ñ ãëàäêèì ÿäðîì ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì - ÿäåðíûé è åãî ñëåä ðàâåí

TrA =

∫ ∞
−∞

K(x, x)dx

Ïóñòü πH : G → EndH íåïðåðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå G â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå H. Äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ(g) íà G ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-
ëåì îïðåäåëèì îïåðàòîð πH(ϕ) ∈ EndH ïî ôîðìóëå

πH(ϕ) =

∫
G

ϕ(g)πH(g)dg

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïîâîé àëãåáðû, ïðè êîòîðîì ñâåðò-
êà ôóíêöèé ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð πH(ϕ), ãäå ϕ ∈
C∞0 (G), à πH - äîïóñòèìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóïðîñòîé ãðóïïû (â ÷àñòíîñòè, ïðåä-
ñòàâëåíèå îñíîâíîé ñåðèè èëè ëþáîé åãî ïîäôàêòîð), ÿäåðíûé. Â ñèëó ýòîãî ñëåä
TrHπH(g) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàíñòâå C∞0 (G), ò.å. îáîá-
ùåííîé ôóíêöèåé íà ãðóïïå.
Óòâåðæäåíèå (Õàðèø-×àíäðà). Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ TrHπH(g) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé íà ãðóïïå äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ.
Âû÷èñëèì ñëåä â ïðåäñòàâëåíèè Dχ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,R), âîñïîëüçî-

âàâøèñü ÿçûêîì îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Äîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî äî ñòðîãîãî ìîæíî,
ïåðåéäÿ ê êîìïàêòíîé ðåàëèçàöèè è çàìåíèâ δ-ôóíêöèþ δ îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Çàïèøåì îïåðàòîð äåéñòâèÿ â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

Tgf(x) =

∫ ∞
−∞

K(x, y)f(y)dy =

∫ ∞
−∞

δ

(
y − ax+ c

bx+ d

)
|bx+ d|s−1 sgnε(bx+ d)f(y)dy

òàê ÷òî

Trχ(g) =

∫ ∞
−∞

K(x, x)dx =

∫ ∞
−∞

δ

(
x− ax+ c

bx+ d

)
|bx+ d|s−1 sgnε(bx+ d)dx

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t = bx+ d:

Trχ(g) =

∫ ∞
−∞

dt|t|s−1 sgnε(t)δ

(
t2 − (a+ d)t+ 1

bt

)
dt

b

=

∫ ∞
−∞

dt|t|s sgnε(t)δ((t− λ)(t− λ−1)
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(1) =


∫ ∞
−∞

dt
|t|s sgnε(t)

|λ− λ−1|
δ((t− λ) + (t− λ−1) =

|λ|s + |λ|−s

|λ− λ−1|
, λ ∈ R,

0, λ 6∈ R

Çäåñü λ è λ−1 - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ g. Ïðè âûâîäå èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà îáîáùåííîé ôóíêöèè δ(x):

δ(at) = |a|−1δ(t), δ(tng(t)) = |t|−nδ(g(t)),

δ((t− a)(t− b)) =
1

|a− b|
(δ(t− a) + δ(t− b)) =, a, b ∈ R

êîòîðûå ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ

(δ(g(t)), ϕ(t)) = lim
ε→0

1

2ε

∫
|g(t)|<ε

ϕ(t)dt.

Ïîëóïðîñòûå ýëåìåíòû ãðóïïû SL(2,R) ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàññà: ãèïåðáîëè÷å-
ñêèå, õàðàêòåðèçóåìûå óñëîâèåì |a + d| > 2 ñîïðÿæåíû ýëåìåíòàì êàðòàíîâñêîé

ïîäàëãåáðû

(
λ 0
0 λ−1

)
, λ ∈ R, õàðàêòåðèçóåìûå óñëîâèåì |a+ d| > 2 ñîïðÿæåíû ýëå-

ìåíòàì êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
Õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ Dχ, ñî-

ãëàñíî (1) èìååò ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå íà ýòèõ êëàññàõ. Ëîêàëüíóþ èíòåãðèðóåìîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ìîæíî íàáëþñòè, çàìåòèâ, ÷òî

|λ− λ−1| =
√

(a+ d)2 − 4 =
√
|a+ d− 2|

√
|a+ d+ 2|

òàê ÷òî ñëåä âåäåò ñåáÿ êàê |t|−1/2 â îñîáûõ òî÷êàõ è èíòåãðèðóåì â íèõ

1Ôîðìóëà (1) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü òàêæå õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé äèñêðåòíîé
ñåðèè. Ýòî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì:
1) Õàðàêòåð ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ds, s = 1, 2, ... îñ-

íîâíîé ñåðèè ðàâåí ñóììå õàðàêòåðîâ òðåõ íåïðèâîäèìûõ ïîäôàêòîðîâ: ïðåäñòàâëå-
íèé F±−s îñíîâíîé ñåðèè è êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Es ðàçìåðíîñòè s
2) Õàðàêòåð êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Es îïèñûâàåòñÿ ãëîáàëüíîé ôîðìóëîé

λs−λ−s
λ−λ−1

3) Ïðåäñòàâëåíèÿ F±−s ñîïðÿæåíû âíåøíèì àâòîìîðôèçìîì, çàäàâàåìûì ìàòðèöåé

S =

(
1 0
0 −1

)
∈ GL(2,R). Ïðè÷èíà: ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â âåðõíåé ïîëóïëîñêî-

ñòè, ïåðåõîäÿò â ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â íèæíåé, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè àðãóìåíòà
z → −z.
4) Ñîïðÿæåíèå ìàòðèöåé S òðèâàëüíî íà ãèïåðáîëè÷åñêèõ êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ

ýëåìåíòîâ è ñâîäèòñÿ ê çàìåíå çíàêà óãëà íà ýëëèïòè÷åñêèõ:

S

(
λ 0
0 λ−1

)
S−1 =

(
λ 0
0 λ−1

)
, S

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
S−1 =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàïèñàòü ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà îãðàíè-
÷åíèÿ õàðàêòåðîâ F±−s íà êëàññû ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Îòâåò
ìîæíî íàéòè â êíèãàõ 1,2,3.

1Ýòîãî íå áûëî íà ëåêöèè
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2. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå). Ìåðà Ïëàíøåðåëÿ
Òåîðåìà Ïåòåðà-Âåéëÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíîé ãðóïïû K îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â
L2(K). Áîëåå òî÷íî. Ïóñòü {πa : K → EndVa} íàáîð âñåõ íåïðèâîäèìûé êîíå÷íî-
ìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé K. Îíè óíèòàðíû. Ïóñòü {eai } - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â
Vl è τ

a
ij =

∫
K
dk(ei, πa(k)ej). Òîãäà

(2) (τaij, τ
b
km) =

∫
K

dkτaij(k)τ̄ bkm(k) = d−1a δabδikδjm,

ãäå da- ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Va. Ñîîòíîøåíèå (2) ñëåäóåò èç ëåììû Øóðà.
Äëÿ ýòîãî äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ h : Va → Vb ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå
h̃ : Va → Vb ïî ïðàâèëó

h̃ =

∫
K

dkπb(k)hπa(k
−1)

Îòîáðàæåíèå h̃ - ñïëåòàþùèé îïåðàòîð:

πb(k0)h̃ =

∫
K

dkπb(k0k)hπa(k
−1) =

∫
K

d(k0k)πb(k0k)hπa((kk0)
−1k0) = h̃πa(k0).

Ïî ëåììå Øóðà, h̃ = 0, åñëè a 6= b è h̃ = λ 1Va , åñëè a = b. Â êà÷åñòâå h âûáèðà-
åì ìàòðè÷íóþ åäèíèöó Ejk, Ejk(e

b
n) = δkne

a
j è âû÷èñëèì ìàòðè÷íûé êîýôôèöèåíò

(eai , h̃e
b
m). Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (2). Êîíñòàíòà λ ïðè a = b âû÷èñëÿåòñÿ âçÿòèåì ñëå-

äîâ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà è îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé d−1b . Íåòðèâèàëüíàÿ ÷àñòü òåîðåìû
Ïåòåðà-Âåéëÿ - äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ
ìàòðè÷íîé ãðóïïû îíà, êàê îáû÷íî, ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæå-
íèè ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòå ìíîãî÷ëåíàìè.
Ïðåîáðàçîâàíèå: {ôóíêöèÿ f(k) íà ãðóïïå}→ {íàáîð åå ìàòðè÷íûõ êîýôèöèåíòîâ

(τaij, f)}, èëè ÷òî òî æå ñàìîå { íàáîð îïåðàòîðîâ πa(f)} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ãðóïïå K. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå

|f |2 =
∑
a

da||πa(f)||2

Çäåñü ñëåâà ñòîèò êâàäðàò íîðìû ôóíêöèè êàê ýëåìåíòà L2(K), (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáú-
åì ãðóïïû ðàâåí 1), ñïðàâà - êâàäðàò íîðìû ìàòðèöû- ñóììà êâàäðàòîâ ìîäóëåé åå
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Êîýôôèöèåíòû da, ðàâíûå ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ, ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê âåñà äèñêðåòíîé ìåðû Ïëàíøåðåëÿ

∑
a daδ(a) íà ìíîæåñòâå

âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé K. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

(3) f(1K) =
∑
a

daTrπa(f)



4

Âîò åå âûâîä. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ êîýôôèöè-
åíòîâ:

f(k0) =
∑
a,i,j

daτ
a
ij(k0)(f, τ

a
ij) =

∑
a,i,j

daτ
a
ij(k0)

∫
K

dkf(k)τ̄aij(k)τaij(g)

=
∑
a,i,j

da(e
a
i πa(k0)e

a
j )

∫
K

dkf(k)(πa(k)ej, ei) =
∑
a,i,j

da(e
a
i πa(k0)e

a
j )(πa(f)ej, ei)

Ïîëàãàÿ k0 = 1K , ïîëó÷àåì (3).

Àíàëîã ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ãðóïïû SL(2,R) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
ðàçëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà L2(SL(2,R)) ïî íåïðèâîäèì óíèòàðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì
âõîäÿò ïðåäñòàâëåíèÿ Diρ,ε îñíîâíîé óíèòàðíîé ñåðèè è ïðåäñòàâëåíèÿ F

±
s äèñêðåò-

íîé ñåðèè. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ L2(SL(2,R))∩L1(SL(2,R)) îáîçíà÷èì ÷åðåç Tiρ
îïåðàòîð πDiρ,0(f) â ïðåäñòàâëåíèè îñíîâíîé óíèòàðíîé ñåðèè Diρ,0 (ε = 0), à ÷åðåç

Θiρ(f) åãî ñëåä. Ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç T̃iρ îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð πDiρ,1(f) â ïðåä-

ñòàâëåíèè îñíîâíîé óíèòàðíîé ñåðèè Diρ,0 (ε = 1), è ÷åðåç Θ̃iρ(f) åãî ñëåä. Äàëåå,
äëÿ âñÿêîãî n = 1, 2, ... îáîçíà÷èì ÷åðåç T±n (f) îïåðàòîð πF±

−n
(f) â ïðåäñòàâëåíèè

äèñêðåòíîé ñåðèè F±−n è ÷åðåç Θ±n (f) åãî ñëåä. Òîãäà

2πf(1) =
1

4

∫ ∞
−∞

Θiρ(f)ρ th
(πρ

2

)
dρ+

1

4

∫ ∞
−∞

Θ̃iρ(f)ρ cth
(πρ

2

)
dρ

+
∞∑
n=1

nΘ+
n (f) +

∞∑
n=1

nΘ−n (f)

ñ ôîðìóëîé Ïëàíøåðåëÿ

2π|f |2 =
1

4

∫ ∞
−∞
|Tiρ(f)|2ρ th

(πρ
2

)
dρ+

1

4

∫ ∞
−∞
|T̃iρ(f)|2ρ cth

(πρ
2

)
dρ

+
∞∑
n=1

n|T+
n (f)|2 +

∞∑
n=1

n|T−n (f)|2

Ïðè ýòîì èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà ãðóïïå íîðìèðîâàíà êàê dadbdc
2πa

Ïðèâåäåííûå ôîðìó-
ëû ìîæíî ðàññìîòðèâàòü êàê ðàçëîæåíèå L2(SL(2,R)) â ïðÿìîé èíòåãðàë ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïî ìåðå Ïëàíøåðåëÿ, êîòîðàÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ íà äâå íåïðåðûâ-
íûõ âåòâè ρ th

(
πρ
2

)
dρ è ρ cth

(
πρ
2

)
dρ è äèñêðåòíóþ ÷àñòü. Ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå

ïðîñòðàíñòâà äèñêðåòíîé ñåðèè ðàçîáðàíî â çàäà÷å ñåìèíàðà. Îòìåòèì, ÷òî ãèïåð-
áîëè÷åñêèå ìíîæèòåëè ïðè íåïðåðûâíûõ ÷àñòÿõ ìåðû ñîâïàäàþò ñ ìíîæèòåëÿìè,
âîçíèêàþùèìè ïðè êîìïîçèöèè yíåíîðìèðîâàííûõ ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðîâ.
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