
Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè II. Ñåìèíàð 12.04.17

Çàäà÷à 1. Îïèøèòå â òåðìèíàõ ëèíåéíîé àëãåáðû ðàçëîæåíèÿ Êàðòàíà äëÿ ãðóïï
GL(n,R) è GL(n,C)

Çàäà÷à 2. a) Äëÿ âåùåñòâåííîé àëãåáðû Ëè g = su(p, q) îïðåäåëèòå: åå êîìïëåê-
ñèôèêàöèþ; âåùåñòâåííóþ èíâîëþöèþ, åå âûäåëÿþùóþ, àâòîìîðôèçì Êàðòàíà g è
gC, ðàçëîæåíèå Êàðòàíà. Òå æå âîïðîñû ïðî ãðóïïó SU(p, q)

á) Îïèøèòå âåêòîðíóþ ïîäàëãåáðó Êàðòàíà a âåùåñòâåííîé àëãåáðû Ëè g =
su(1, n), ñèñòåìó îãðàíè÷åííûõ êîðíåé è ðàçëîæåíèå Èâàñàâà àëãåáðû Ëè g = su(1, n)
è ãðóïïû Ëè SU(1, n)

â) òå æå âîïðîñû äëÿ àëãåáðû Ëè g = su(p, q) è ãðóïïû Ëè SU(p, q)

Çàäà÷à 3. Ïóñòü g - (ïîëóïðîñòàÿ) êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè, gC - åå êîìïëåêñèôè-
êàöèÿ.

à) Ïîêàæèòå, ÷òî gC ≡ g ⊕ g êàê âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè.
á) c äðóãîé ñòîðîíû, àëãåáðó g ìîæíî îïðåäåëèòü êàê âåùåñòâåííóþ ôîðìó êîì-

ïëåêñíîé àëãåáðû Ëè g ⊕ g c êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J , ãäå J(g1, g2) = (−ig1, ig2)
îòíîñèòåëüíî àíòèëèíåéíîé èíâîëþöèè σ, ãäå σ(g1, g2) = (g2, g1), à êîìïàêòíàÿ ôîð-
ìà âûäåëåíà àíòèëèíåéíîé èíâîëþöèåé τ , ãäå τ(g1, g2) = (−ḡt1,−ḡ2t)

Çàäà÷à 4. Ïóñòü g - ïðîñòàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè. Òîãäà åå êîìïëåêñèôèêàöèÿ
gC - ëèáî ïðîñòàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè, ëèáî ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ èçîìîðôíûõ
ïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ àëãåáð Ëè

Çàäà÷à 5. Åùå îäíà âåùåñòâåííàÿ ôîðìà ãðóïïû êîìïëåêñíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ìàò-
ðèö SU∗(2n) = SL(n,H) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû SL(2n,C), ñîñòîÿùàÿ
èç åå ýëåìåíòîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì J , ãäå

J(z1, ...zn, zn+1, ..., z2n) = (z̄n+1, ..., z̄2n,−z̄1, ...,−z̄n)

Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà è åå àëãåáðà Ëè îïèñûâàþòñÿ áëî÷íûìè ìàòðèöàìè

(
A B
−B̄ Ā

)
ñ óñëîâèÿìè íà äåòåðìèíàíò è ñëåä ñîîòâåòñòâåííî. Îïèøèòå êîìïëåêñèôèêàöèþ
àëãåáðû Ëè, âåùåñòâåííóþ èíâîëþöèþ, ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó, âåê-
òîðíóþ ïîäàëãåáðó Êàðòàíà è êîðíåâîå ðàçëîæåíèå.
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